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Abstract. In the paper а boundary-value problem for a multidimensional
system of partial differential equations with fractional derivatives in
Riemann–Liouville sense with constant coefficients is studied in a rectangular
domain. The existence and uniqueness theorem for the solution of the
boundary value problem is proved. The solution is constructed in explicit
form in terms of the Wright function of the matrix argument.
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1. Введение

В области Ω = {x = (x1, ..., xm) : 0 < xi < ai}, ai ≤ ∞, (i = 1, ...,m)
рассмотрим систему n дифференциальных уравнений

(1)
m∑
i=1

AiD
αi
0xi
u(x) = Bu(x) + f(x), 0 < αi < 1,

где u(x) = ||u1(x), ..., un(x)|| и f(x) = ||f1(x), ..., fn(x)|| – искомый и заданный
n-мерные векторы соответственно, Ai, B – заданные постоянные квадратные
матрицы порядка n, Dν

ay – оператор дробного интегродифференцирования в
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смысле Римана – Лиувилля порядка ν, который определяется следующим об-
разом при ν < 0 [1, c. 9]:

Dν
ayg(y) =

sign(y − a)

Γ(−ν)

y∫
a

g(s)ds

|y − s|ν+1
,

при ν ≥ 0 оператор Dν
ay можно определить с помощью рекурсивного соотно-

шения
Dν

ayg(y) = sign(y − a)
d

dy
Dν−1

ay g(y).

Пусть все собственные числа матриц Ai положительны (i = 1, ...,m). Без
ограничения общности будем считать, что A1 = I – единичная матрица поряд-
ка n.

Сформулируем краевую задачу для системы (1).
Задача 1. Найти решение u(x) системы (1), удовлетворяющее следующим

краевым условиям

(2) lim
xi→0

Dαi−1
0xi

u = φi(x(i)), x(i) ∈ Ωi, (i = 1, ...,m),

где x(i) = (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xm), Ωi = ωa1 × ... × ωai−1 × ωai+1 × ... × ωam ,
ωaj = {xj : 0 < xj < aj}, φi(x(i)) – заданные n-мерные вектор-функции.

Приведем обзор работ связанных с исследованием уравнения (1) в том числе
и в скалярном случае n = 1. В работе [2] для уравнения

Dα
0x[u(x, y)− h1(y)] +Dβ

0y[u(x, y)− h2(x)] = f(x, y), 0 < α, β < 1, x, y ≥ 0,

была исследована разрешимость краевых задач c условиями u(0, y) = h1(y) и
u(x, 0) = h2(x) в классе функций непрерывных по Гёльдеру и выписано фун-
даментальное решение в виде

(3) Ψα,β(x, y) =

∞∫
0

τ−
1
α− 1

β ψα

(
xτ−

1
α

)
ψβ

(
yτ−

1
β

)
dτ,

где

ψµ(t) =
1

π

∞∑
k=1

(−1)k+1

k!
sin(πµk)Γ(µk + 1)t−µk−1,

где Γ(z) – гамма-функция Эйлера. Используя равенства Γ(1 + z) = zΓ(z) и
Γ(z)Γ(1− z) sin(πz) = π, функцию ψµ(t) можно представить в виде

ψµ(t) =
∞∑
k=0

(−1)kt−µk−1

k!Γ(−µk)
=

1

t
ϕ(−µ, 0;−t−µ),

где ϕ(ρ, µ; z) – функция Райта [3], [4]. Из последнего и (3) получим представ-
ление

Ψα,β(x, y) =
1

xy

∞∫
0

ϕ(−α, 0;−τx−α)ϕ(−β, 0;−τy−β)dτ.

Вопрос о гёльдеровой гладкости решения уравнения

Dα
0x[u(x, y)− u0(y)] + c(x, y)uy(x, y) = f(x, y), x, y > 0,

удовлетворяющих краевым условиям u(0, y) = u0(y) и u(x, 0) = u1(x), исследо-
ван в работе [5].
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В работах [6] и [7] доказаны теоремы существования и единственности регу-
лярного в прямоугольной области решения краевой задачи для уравнения

(4) Dα
0xu(x, y) + λDβ

0yu(x, y) + µu(x, y) = f(x, y), 0 < α, β < 1, λ > 0, x, y > 0.

При λ = 1 фундаментальное решение имеет вид

w(x, y) =
1

xy

∞∫
0

e−µτϕ(−α, 0;−τx−α)ϕ(−β, 0;−τy−β)dτ,

а при µ = 0 –

w(x, y) =
xα−1

y
eα,0α,β

(
−λx

α

yβ

)
,

где

eµ,να,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(µ+ αk)Γ(ν − βk)

– функция типа Райта [7]. При α = 1, µ = 0, исследована краевая задача для
уравнения (4) с отрицательным коэффициентом λ < 0.

Для уравнения (4) при α = 1 с переменными коэффициентами λ ≡ λ(x) и
µ ≡ µ(x) (причем λ(x) может иметь при x = 0 ноль порядка m ≥ 0), в работах
[8] – [10] доказаны теоремы существования и единственности решений краевой
задачи в прямоугольной области и задачи Коши, построено фундаментальное
решение

w(x, y; t, s) =
exp(Λ(x, t))

y − s
ϕ
(
−β, 0;−M(x, t)(y − s)−β

)
,

где Λ(x, t) =
x∫
t

λ(ξ)dξ, M(x, t) =
x∫
t

µ(ξ)dξ.

В работе [11] доказана однозначная разрешимость аналога задачи 1 для
уравнения с операторами дробного дифференцирования Джрбашяна – Нер-
сесяна в случае n = 1, Ai = λi > 0 (i = 1,m), B = λ0, и построено фундамен-
тальное решение

w(x) =

∞∫
0

e−λ0τ
m∏
i=1

1

xi
ϕ
(
−αi, 0;−λiτx−αi

i

)
dτ.

Для двумерной системы

(5) Dα
0xu(x, y) +ADβ

0yu(x, y) = Bu(x, y) + f(x, y),

задача 1 решена в явном виде, в случаях когда матрица A единичная [12],
и положительно определенная [13]. В работе [13] фундаментальное решение
системы (5) построено в терминах функции Райта матричного аргумента. В
настоящей работе мы используем аналогичный подход для решения задачи 1
в многомерном случае.

2. Функция Райта

Функцией Райта [3], [4] называется целая функция, зависящая от двух па-
раметров ρ и µ, представимая рядом

ϕ(ρ, µ; z) =
∞∑
k=0

zk

k!Γ(ρk + µ)
, ρ > −1, µ ∈ C.
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Для функции Райта справедливо интегральное представление [3] (см. также
[14])

(6) ϕ(ρ, µ; z) =
1

2πi

∫
Ha

exp
(
ζ + zζ−ρ

)
ζ−µdζ, ρ > −1, µ ∈ C,

где Ha – контур Ханкеля один раз обходящий в положительном направлении
точку ζ = 0 с разрезом вдоль отрицательной вещественной полуоси arg ζ = π.

Из (6) в силу ханкелева интегрального представления гамма-функции

1

2πi

∫
Ha

eζζ−µdζ =
1

Γ(µ)
, µ ∈ C,

получим

(7) ϕ(ρ, µ; z)
∣∣
z=0

=
1

Γ(µ)
.

Имеют место следующие формулы дифференцирования [4], [6]

(8)
d

dz
ϕ(ρ, µ; z) = ϕ(ρ, µ+ ρ; z),

(9) Dν
0yy

µ−1ϕ(ρ, µ;−λyρ) = yρ−ν−1ϕ(ρ, ρ− ν;−λyρ),

где λ > 0, ρ > −1, µ, ν ∈ R. Из равенств (8) и (9) следует

(10)
(
d

dz
+ λDβ

0y

)
yµ−1ϕ(−β, µ;−λzy−β) = 0, β < 1, λ > 0.

Для функции Райта справедливы следующие оценки [7]

(11) |yµ−1ϕ(−β, µ;−τy−β)| ≤ Cτ−θyµ+βθ−1, τ > 0, y > 0,

где β ∈ (0, 1) и θ ≥ 0 при µ ̸= 0,−1,−2, ..., и θ ≥ −1 при µ = 0,−1,−2, ...,

(12) |ϕ(−β, µ;−z)| ≤ C exp
(
−σz

1
1−β

)
, z ≥ 0,

где β ∈ (0, 1), µ ∈ R, σ < (1 − β)β
β

1−β , здесь и далее C – положительная
постоянная.

В работе [14] получено следующее соотношение

(13)
∞∫
0

znϕ(−β, µ;−z)dz = n!

Γ(µ+ (n+ 1)β)
, n = 0, 1, ....

В частности, при n = 0, имеем

(14)
∞∫
0

ϕ(−β, µ;−z)dz = 1

Γ(µ+ β)
.
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3. Функция Райта матричного аргумента

1. Пусть A – квадратная матрица порядка n. В силу аналитичности функции
ϕ(ρ, µ; z) всюду в C, cледующий ряд

ϕ(ρ, µ;A) =
∞∑
k=0

Ak

k!Γ(ρk + µ)
, ρ > −1, µ ∈ C

сходится для любой матрицы A заданной над полем C, и определяет функцию
Райта матричного аргумента.

Пусть матрица A с помощью матрицы H приводится к жордановой нор-
мальной форме J(λ), то есть

A = HJ(λ)H−1,

где J(λ) = diag[J1(λ1), ..., Jp(λp)] – квазидиагональная матрица с клетками ви-
да

Jk ≡ Jk(λk) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λk 1 . . . 0

λk . . . 0

0
. . .

...
λk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , k = 1, ..., p,

λ1, ..., λp – собственные числа матрицы A, Jk(λk) – квадратные матрицы по-

рядка rk + 1,
p∑

k=1

rk + p = n. Тогда функцию ϕ(ρ, µ;Az) можно представить в
виде

(15) ϕ(ρ, µ;Az) = Hϕ(ρ, µ;J(λ)z)H−1,

где
ϕ(ρ, µ; J(λ)z) = diag[ϕ(ρ, µ; J1(λ1)z), ..., ϕ(ρ, µ; Jp(λp)z)],

ϕ(ρ, µ;Jk(λk)z) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
ϕ0ρ,µ(λkz) ϕ1ρ,µ(λkz) . . . ϕrkρ,µ(λkz)

ϕ0ρ,µ(λkz) . . . ϕrk−1
ρ,µ (λkz)

0
. . .

...
ϕ0ρ,µ(λkz)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
ϕmρ,µ(λz) =

1

m!

∂m

∂λm
ϕ(ρ, µ;λz) =

zm

m!
ϕ(ρ, µ+ ρm;λz).

2. Пользуясь представлением (15) и равенством (7), получим

(16) ϕ(ρ, µ;Az)
∣∣
z=0

=
1

Γ(µ)
I,

где I – единичная матрица порядка n.
3. Справедлива следующая формула дифференцирования

(17)
d

dz
ϕ(ρ, µ;Az) = Aϕ(ρ, ρ+ µ;Az).

Действительно, в силу равенства (8) получим

d

dz
ϕmρ,µ(λz) = λ

zm

m!
ϕ(ρ, µ+ ρ+ ρm;λz) +

zm−1

(m− 1)!
ϕ(ρ, µ+ ρm;λz) =

= λϕmρ,µ+ρ(λz) + ϕm−1
ρ,µ+ρ(λz).
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Откуда, в свою очередь имеем

(18)
d

dz
ϕ(ρ, µ;J(λ)z) = J(λ)ϕ(ρ, ρ+ µ; J(λ)z).

Из (18), учитывая равенство

H
d

dz
ϕ(ρ, µ; J(λ)z)H−1 = HJ(λ)H−1Hϕ(ρ, ρ+ µ; J(λ)z)H−1,

получим (17).
4. Пусть все собственные значения матрицы A положительны. Рассмотрим

функцию

yµ−1ϕ(−β, µ;−Aτy−β) = Hyµ−1ϕ(−β, µ;−J(λ)τy−β)H−1.

Обозначив

wm ≡ wµ
m(τ, y) =

yµ−1

m!

(
− τ

yβ

)m

ϕ(−β, µ−mβ;−λkτy−β), m = 0, ..., rk,

получим выражение

yµ−1ϕ(−β, µ;−Jk(λk)τy−β) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
w0 w1 . . . wrk

w0 . . . wrk−1

0
. . .

...
w0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , k = 1, ..., p.

В силу (9) имеем

Dδ
0yw

µ
m(τ, y) =

(−τ)m

m!
yµ−δ−βm−1ϕ(−β, µ− δ − βm;−λτy−β) = wµ−δ

m (τ, y),

из которого, аналогично равенству (17), получим равенство

(19) Dδ
0yy

µ−1ϕ(−β, µ;−Aτy−β) = yµ−δ−1ϕ(−β, µ− δ;−Aτy−β).

5. Из равенств (17) и (19) следует, что

(20)
(
∂

∂τ
+ADβ

0y

)
yµ−1ϕ(−β, µ;−Aτy−β) = 0.

6. Пусть все собственные значения матрицы A положительны, тогда спра-
ведливо следующее равенство

(21)
∞∫
0

ϕ(−β, µ;−Az)dz = 1

Γ(µ+ β)
A−1.

Действительно, в силу (13) имеем

(22)
∞∫
0

(−z)m

m!
ϕ(−β, µ− βm;−λz)dz = 1

Γ(µ+ β)

(−1)m

λm+1
.

Из (22) получаем

∞∫
0

ϕ(−β, µ;−Jkz)dz =
1

Γ(µ+ β)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1
λk

− 1
λ2
k

1
λ3
k

. . . (−1)rk

λ
rk+1

k

1
λk

− 1
λ2
k

. . . (−1)rk−1

λ
rk
k

0
. . .

...
1
λk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=
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(23) =
1

Γ(µ+ β)
J−1
k .

Из (23), (15) и равенства

J−1(λ) = diag
[
J−1
1 (λ1), ..., J

−1
p (λp)

]
следует (21).

7. Будем обозначать |A(x)|∗ скалярную функцию принимающую в каждой
точке x наибольшее из значений модулей элементов матрицы A(x) = ∥aij(x)∥,
то есть |A(x)|∗ = max

i,j
|aij(x)|. Аналогично для вектора b(x) с компонентами

bi(x) будем обозначать |b(x)|∗ = max
i

|bi(x)|.
Из оценки (11) следует, что

|wµ
m(τ, y)| ≤

∣∣∣∣τmm!
yµ−βm−1ϕ(−β, µ− βm;−λτy−β)

∣∣∣∣ ≤
≤ Cτ−(θm−m)yµ+β(θm−m)−1,

где θ0 ≥
{

0, µ ̸= 0,−1,−2, ...,
−1, µ = 0,−1,−2, ...,

а при m > 0 можно принять θm ≥ 0. Поэто-

му при m > 0 всегда можно выбрать θm таким, что θm −m = θ0 = θ. Таким
образом,

(24) |yµ−1ϕ(−β, µ;−Aτy−β)|∗ ≤ Cτ−θyµ+βθ−1, τ > 0, y > 0,

где β ∈ (0, 1) и θ ≥ 0 при µ ̸= 0,−1,−2, ..., и θ ≥ −1 при µ = 0,−1,−2, ... .
8. Из (12) и (15) следует оценка

(25) |ϕ(−β, µ;−Az)|∗ ≤ C exp
(
−σz

1
1−β

)
, z ≥ 0,

где β ∈ (0, 1), µ ∈ R, σ < (1−β)
(
λββ

) 1
1−β , λ = min

i=1,p
{λi}, λ1, ..., λp – собственные

значения матрицы A.

4. Формулировка основного результата

Рассмотрим следующую функцию

Φδ
α(x) =

∞∫
0

eBτ
m∏
i=1

hδii (xi, τ)dτ, hδii (xi, τ) = xδi−1
i ϕ(−αi, δi;−Aiτx

−αi
i ),

где α = (α1, ..., αm), δ = (δ1, ..., δm).
Из оценок (24), (25) и

(26) |exp(Bτ)|∗ ≤ Ceγτ , γ = max
1≤i≤q

{|Reγi|},

где γ1, ..., γq – собственные числа матрицы B, следует сходимость интеграла
Φδ

α(x) для всех αi, δi ∈ R, i = 1,m.

Определение 1. Регулярным решением системы (1) в области Ω назовём
вектор-функцию u(x), удовлетворяющую во всех точках x ∈ Ω системе (1),

такую, что Dαi
0xi
u ∈ C(Ω),

m∏
i=1

x1−µi

i u(x) ∈ C(Ω̄), для некоторых положитель-
ных µ1, µ2, ..., µm.

Справедлива следующая
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Теорема 1. Пусть матрицы A1, A2, ... Am и B попарно коммутативны, все
собственные числа матриц Ai положительны, µi < αi, (i = 1,m),

(27)
m∏
i=1
i ̸=j

x1−µi

i φj(x(j)) ∈ C(Ωj), j = 1,m,

(28)
m∏
i=1

x1−µi

i f(x) ∈ C(Ω),

f(x) удовлетворяет условию Гёльдера. Тогда существует единственное регу-
лярное решение задачи (1), (2), представимое в виде

(29) u(x) =

∫
Ωx

G(x− t)f(t)dt+
m∑
i=1

∫
Ωi

x

AiG(x− ti)φi(t(i))dt(i),

где G(x) = Φ0
α(x), Ωx = ωx1×ωx2×...×ωxm , Ω

i
x = ωx1×...×ωxi−1×ωxi+1×...×ωxm ,

ωxj = {tj : 0 < tj < xj}, ti = (t1, ..., ti−1, 0, ti+1, ..., tm).

5. Вспомогательные утверждения

Далее будем предполагать, что матрицы A1, A2, ... Am и B попарно ком-
мутативны и все собственные числа матриц Ai положительны (i = 1,m). До-
кажем некоторые утверждения, которые нам понадобятся при доказательстве
теоремы 1.

5.1. Свойства функции Φδ
α(x).

Лемма 1. Для всех x1 ∈ [0, x1,0] при любом конечном x1,0 справедлива оценка

(30)
∣∣Φδ

α(x)
∣∣
∗ ≤ C

m∏
i=1

xδi+αiθi−1
i ,

m∑
i=1

θi = 1,

где θi > 0, при δi ̸= 0, θi > −1, при δi = 0; константа C зависит от x1,0.

Доказательство. В силу (24) и (26) получим

∣∣Φδ
α(x)

∣∣
∗ ≤ C

m∏
i=2

xδi+αiθi−1
i

∞∫
0

eγττθ1−1xδ1−1
1 ϕ

(
−α1, δ1;−τx−α1

1

)
dτ,

или, после замены τ = xα1
1 z,

(31)
∣∣Φδ

α(x)
∣∣
∗ ≤ C

m∏
i=1

xδi+αiθi−1
i

∞∫
0

eγx
α1
1 zzθ1−1ϕ(−α1, δ1;−z)dz.

Интеграл в правой части (31) представим в виде суммы

(32) J1(x) + J2(x) =

 z0∫
0

+

∞∫
z0

 z−θeγx
α1
1 zϕ(−α1, µ;−z)dz.
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В силу ограниченности функции ϕ(−α1, µ;−z) на любом конечном отрезке
[0, z0], получим, что

(33) |J1(x)| ≤ Ceγx
α1
1,0z0

z0∫
0

z−θdz = C1e
γx

α1
1,0z0 .

Используя оценку (12), имеем

|J2(x)| ≤ Cz−θ
0

∞∫
z0

exp(γxα1
1,0z − ρ0z

ε)dz,

где ρ0 ≤ α
α1/(1−α1)
1 (1−α1), ε = 1/(1−α1) > 1. Заметим, что γxα1

1,0z−ρ0zε ≤ −z
при z ≥ z0 = ((γxα1

1,0z + 1)/ρ0)
(1−α1)/α1 > 1, поэтому

(34) |J2(x)| ≤ C2z
−θ
0 e−z0 .

Из (32), (33), (34) и (31) следует оценка (30), где

C ≡ C(x1,0) = C1e
γx

α1
1,0z0 + C2z

−θ
0 e−z0 .

�

Замечание. Из равенств (17) и (19) легко видеть, что формула

(35) Dν
0xi

Φδ
α(x) = Φ(δ1,...,δi−ν,...,δm)

α (x)

справедлива безусловно при ν = 0 и ν ∈ N. В остальных случаях требуется что-
бы функция Φδ

α(x) имела интегрируемую особенность при xi = 0. Как следует
из оценки (30), для этого достаточно чтобы δi + αi > 0.

Лемма 2. Пусть δi + αi > 0 (i = 1,m), тогда для любых x ∈ Ω справедливо
равенство

(36)

(
m∑
i=1

AiD
αi
0xi

−B

)
Φδ

α(x) =
m∏
i=1

xδi−1
i

Γ(δi)
I,

где I – единичная матрица.

Доказательство. В силу (9), для производных по xk получим выражение

(37) Dαk
0xk

Φδ
α(x) =

∞∫
0

eBτDαk
0xk

hδkk (xk, τ)
m∏
i=1
i ̸=k

hδii (xi, τ)dτ, k = 1, ...,m.

Преобразуем предыдущую формулу при k = 1. Пользуясь равенством (10),
формулой интегрирования по частям, и соотношениями (7), (16), (12) и (25),
получим

Dα1
0x1

Φδ
α(x) = −

∞∫
0

eBτ

[
∂

∂τ
hδ11 (x1, τ)

] m∏
i=2

hδii (xi, τ)dτ =

= −eBτ
m∏
i=1

hδii (xi, τ)
∣∣∣τ=∞

τ=0
+

∞∫
0

hδ11 (x1, τ)
∂

∂τ

[
eBτ

m∏
i=2

hδii (xi, τ)

]
dτ =
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=
m∏
i=1

xδi−1
i

Γ(δi)
I +BΦδ

α(x) +

∞∫
0

hδ11 (x1, τ)e
Bτ ∂

∂τ

m∏
i=2

hδii (xi, τ)dτ =

(38) =
m∏
i=1

xδi−1
i

Γ(δi)
I +BΦδ

α(x) +
m∑

k=2

∞∫
0

eBτ

[
∂

∂τ
hδkk (xk, τ)

] m∏
i=1
i ̸=k

hδii (xi, τ)dτ.

Из соотношений (37) и (38) следует(
m∑

k=1

AkD
αk
0xk

−B

)
Φδ

α(x) =
m∏
i=1

xδi−1
i

Γ(δi)
I+

+
m∑

k=2

∞∫
0

eBτ
m∏
i=1
i̸=k

hδii (xi, τ)

[
∂

∂τ
+AkD

αk
0xk

]
hδkk (xk, τ)dτ.

Отсюда с учетом (20) получим (36). �

5.2. Представление решения.

Лемма 3. Пусть выполнены условия теоремы 1, тогда любое регулярное в
области Ω решение u(x) задачи (1) – (2) представимо в виде (29).

Доказательство. Пусть матрица V (x) – решение уравнения

(39)
m∑
i=1

Dαi
0xi
V (x)Ai = V (x)B + I,

удовлетворяющее условиям

(40) V (xi) = 0, i = 1, n,

где I – единичная матрица порядка n. Функция

V (x) =

∫
Ωx

G(t)dt = Φ(1,...,1)
α (x),

в силу леммы 2, является решением уравнения

(41)
m∑
i=1

AiD
αi
0xi
V (x) = BV (x) + I.

Отсюда, с учетом того, что матрица Φδ
α(x) коммутирует с матрицами Ai и B,

получим, что V (x) – решение уравнения (39).
Из (30) следует оценка

|V (x)|∗ ≤
m∏
i=1

xαiθi
i , θi > 0,

из которой, в свою очередь, следует (40). То есть, V (x) является решением
задачи (39), (40).

В силу формулы интегрирования по частям и (40) получим∫
Ωx\Ωε

V (x− t)
m∑
i=1

AiD
αi
0ti
u(t)dt = −

m∑
i=1

∫
Ωx\Ωε

[
∂

∂ti
V (x− t)

]
AiD

αi−1
0ti

u(t)dt−



742 М.О. МАМЧУЕВ

−
m∑
i=1

∫
Ωi

x\Ωi
ε

V (x− ti)
∣∣
ti=εi

AiD
αi−1
0εi

u(t)dt(i), i = 1, ...,m,

где Ωε = ωε1 × ...× ωεn , Ω
i
ε = ωε1 × ...× ωεi−1 × ωεi+1 × ...× ωεn , ωεj = {tj : 0 <

tj < εj}, ε = (ε1, ..., εn).
Переходя в последнем равенстве к пределу при εi → 0, с учетом (1), (2), (39)

и равенства [1, c. 34]
x∫

0

v1(t)D
ν
0tv2(t)dt =

x∫
0

Dν
xtv1(t)v2(t)dt, ν < 0,

получим

(42)
∫
Ωx

u(t)dt =

∫
Ωx

V (x− t)f(t)dt+

m∑
i=1

∫
Ωi

x

V (x− ti)Aiφi(t(i))dt(i).

Дифференцируя (42) по всем xi с учетом (40), получим

(43) u(x) =

∫
Ωx

Vx1...xm(x− t)f(t)dt+
m∑
i=1

∫
Ωi

x

Vx1...xm(x− ti)Aiφi(t(i))dt(i).

Из (43), и равенства Vx1...xm(x) = G(x), получим (29). �

5.3. Свойства фундаментального решения.

Лемма 4. Справедливы оценки

(44) |G(x)|∗ ≤ C

m∏
i=1

xαiθi−1
i ,

m∑
i=1

θi = 1, θi > −1;

(45) |Dαs−1
0xs

G(x)|∗ ≤ Cx1−αs
s

m∏
i=1

xαiθi−1
i ,

m∑
i=1

θi = 1, θi >

{
0, i = s,
−1, i ̸= s;

(46) |Dαs
0xs
G(x)|∗ ≤ Cx−αs

s

m∏
i=1

xαiθi−1
i ,

m∑
i=1

θi = 1, θi > −1,

где C – положительная постоянная.

Лемма 5. Для любых x ∈ Ω справедливо равенство
m∑
i=1

Dαi
0xi
G(x) = BG(x).

Леммы 4 и 5 следуют из лемм 1 и 2 и формулы (35).

Лемма 6. Пусть выполнены условия теоремы 1, тогда функция u(x) опре-
деляемая равенством (29) есть решение уравнения (1), такое, что Dαi

0xi
u ∈

C(Ω).

Доказательство. Обозначим

uf (x) =

∫
Ωx

G(x− t)f(t)dt, ui(x) = Ai

∫
Ωi

x

G(x− ti)φi(t(i))dt(i), i = 1, ...,m.
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Из (46) получим

(47) |Dαs
xstsG(x− ti)|∗ < Cxαiθi−1

i (xs − ts)
−αs

∏
j=1
j ̸=i

(xj − tj)
αjθj−1, s ̸= i,

(48) |Dαs
0ts
G(x− ts)|∗ < Cxαsθs−αs−1

s

∏
j=1
j ̸=i

(xj − tj)
αjθj−1,

где θi >
{

1, i = s,
−1, i ̸= s,

n∑
i=1

θi = 1.

В силу формулы [15, c. 99]

Dν
0x

x∫
0

v1(x− t)v2(t)dt =

x∫
0

v1(x− t)Dν
0tv2(t)dt+

+v1(x) lim
x→0

Dν−1
0x v2(t), 0 < ν < 1,

и оценок (47) и (48) справедливы включения

(49) Dαs
0xs
ui(x) = Ai

∫
Ωi

x

[Dαs
xstsG(x− ti)]φi(t(i))dt(i) ∈ C(Ω), i ̸= s,

(50) Dαs
0xs
us(x) = As

∫
Ωs

x

[Dαs
0xs
G(x− ts)]φs(t(s))dt(s) ∈ C(Ω).

и равенства

(51)
m∑
j=1

AjD
αj

0xj
ui(x) = Bui(x), i = 1, ...,m.

Рассмотрим следующие интегралы

J(x, t(k)) =

xk∫
0

[Dαk−1
xktk

G(x− t)]f(t)dtk,

Jε(x, t(k)) =

xk−ε∫
0

[Dαk−1
xktk

G(x− t)]f(t)dtk.

Очевидно, что lim
ε→0

Jε(x, t(k)) = J(x, t(k)). В силу (46), и того, что f(x) удовле-
творяет условию Гёльдера, получим∣∣Dαk

xktk
G(x− t)[f(tk, t(k))− f(xk, t(k))]

∣∣
∗ ≤

≤ C(xk − tk)
q+αk(θk−1)−1

n∏
j=1
j ̸=k

t
µj−1
j (xj − tj)

αjθj−1,

здесь θk > 1− q
αk
,

n∑
j=1

θj = 1. Отсюда нетрудно видеть, что интеграл в правой

части равенства

∂

∂xk
Jε(x, t(k)) =

xk−ε∫
0

[
∂

∂xk
Dαk−1

xktk
G(x− t)

]
[f(tk, t(k))− f(xk, t(k))]dtk−
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−Dαk−1
xktk

G(x− t)|tk=xk−ε
tk=0 f(xk, t(k)) + [Dαk−1

xk,xk−εG(x− t)]f(xk − ε, t(k))

сходится равномерно на множестве Ω× Ωk
x для любого q ∈ (0, 1]. Поэтому

lim
ε→0

∂

∂xk
Jε(x, t(k)) =

∂

∂xk
J(x, t(k)) =

[
Dαk−1

xktk
G(x− t)|tk=0

]
f(xk, t(k))+

+

xk∫
0

[Dαk
xktk

G(x− t)][f(tk, t(k))− f(xk, t(k))]dtk.

Из последнего, с учетом∣∣∣ ∂
∂xk

Jε(x, t(k))
∣∣∣
∗
≤ Cxq−αk+αkθk

k

n∏
j=1
j ̸=k

t
µj−1
j (xj − tj)

αjθj−1,

получим

(52) Dαk
0xk

uf (x) =
∂

∂xk

∫
Ωx

[Dαk−1
xktk

G(x− t)]f(t)dt =

∫
Ωx

∂

∂xk
J(x, t(k))dt(k) ∈ C(Ω).

В силу (41), имеем∫
Ωx

[
m∑

k=1

AkD
αk
0tk

−B

]
uf (t)dt =

∫
Ωx

[
m∑

k=1

AkD
αk
xktk

−B

]
V (x− t)f(t)dt =

∫
Ωx

f(t)dt,

Откуда следует, что

(53)
m∑

k=1

AkD
αk
0xk

uf (x)−Buf (x) = f(x).

Из (49) – (53) следует справедливость леммы. �

Лемма 7. Пусть функция φj(x(j)) удовлетворяет условию (27), тогда вы-
полняются соотношения

(54) lim
xs→0

Dαs−1
0xs

∫
Ωj

x

G(x− tj)φj(t(j))dt(j) = 0, s ̸= j, x(s) ∈ Ωs \ Ωs
ε,

(55) lim
xs→0

Dαs−1
0xs

∫
Ωs

x

G(x− ts)φs(t(s))dt(s) = φs(x(s)), x(s) ∈ Ωs \ Ωs
ε,

причем пределы являются равномерными на любом замкнутом подмноже-
стве области Ωs.

Доказательство. В силу (45) при x(s) ∈ Ωs \ Ωs
ε имеем оценку

(56)
∣∣Dαs−1

0xs
ui(x)

∣∣
∗ ≤ Cxαsθs+µsj−αs

s , s ̸= j,

из которой следует справедливость (54).
Рассмотрим далее интеграл

Dαs−1
0xs

us(x) = AsD
αs−1
0xs

∫
Ωs

x

G(x− ts)φs(t(s))dt(s) =
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(57) = As

∫
Ωs

ε

+

∫
Ωs

x\Ωs
ε

Dαs−1
0xs

G(xs, t(s))φs(x(s) − t(s))dt(s),

где G(xs, t(s)) = G(t)|ts=xs , Ω
i
ε = ωε1 × ...×ωεi−1 ×ωεi+1 × ...×ωεn , ωεj = {tj : 0 <

tj < εj}, ε = (ε1, ..., εn). Предел второго интеграла при xs → 0, в силу оценки∣∣Dαs−1
0xs

G(xs, t(s))
∣∣ ≤ Cxαsθ

s , 0 < θ ≤ 1, x(s) ∈ Ωs \ Ωs
ε,

и ограниченности интеграла
∫

Ωs
x\Ωs

ε

φs(x(s) − t(s))dt(s) равен нулю. Обозначим

первый интеграл I1(x), тогда

I1(x) = As

∫
Ωs

ε

Dαs−1
0xs

G(xs, t(s))
[
φs(x(s) − t(s))− φs(x(s))

]
dt(s)+

+As

∫
Ωs

ε

Dαs−1
0xs

G(xs, t(s))dt(s)

φs(x(s)) =

= As

∫
Ωs

ε

 ∞∫
0

eBτh1−αs
s (xs, τ)

m∏
i=1
i ̸=s

h0i (ti, τ)dτ

 [φs(x(s) − t(s))− φs(x(s))
]
dt(s)+

(58) +As

 ∞∫
0

eBτh1−αs
s (xs, τ)dτ

∫
Ωs

ε

m∏
i=1
i ̸=s

h0i (ti, τ)dt(s)

φs(x(s)).

Пользуясь тем, что в силу (19)
εi∫
0

1

ti
ϕ
(
−αi, 0;−Aiτt

−αi
i

)
dti = ϕ

(
−αi, 1;−Aiτε

−αi
i

)
,

и заменив затем переменную интегрирования, преобразуем интеграл
∞∫
0

eBτh1−αs
s (xs, τ)dτ

∫
Ωs

ε

m∏
i=1
i ̸=s

h0i (ti, τ)dt(s) =

∞∫
0

eBτh1−αs
s (xs, τ)

m∏
i=1
i ̸=s

h1i (εi, τ)dτ =

(59) =

∞∫
0

ϕ(−αs, 1− αs;−Asz)F (xs, z)dz.

где F (xs, z) = eBxαs
s z

n∏
i=1
i ̸=s

ϕ
(
−αi, 1;−Aiε

−αi
i xαs

s z
)
.

Из оценки (11) следует, что существует равномерный предел по всем z ∈
[0, z0] z0 <∞

(60) lim
xs→0

F (xs, z) = I,
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и, что |F (xs, z)|∗ ≤ exp(γxαs
s,0z), для любого конечного xs ≤ xs,0. Из последнего

следует, что интеграл (59) сходится равномерно по всем xs ∈ [0, xs,0]. Переходя
в интеграле (59) к пределу при xs → 0, с учетом (60) и формулы (21), получим

lim
xs→0

∞∫
0

eBτh1−αs
s (xs, τ)dτ

∫
Ωs

ε

m∏
i=1
i ̸=s

h0i (ti, τ)dt(s) =

(61) =

∞∫
0

ϕ(−αs, 1− αs;−Asz)dz = A−1
s .

Функция φs(t(s)) непрерывна на [x− ε, x], поэтому

ω(ε) = sup |φs(x(s) − t(s))− φs(x(s))| → 0

при ε→ 0. В силу произвольности выбора ε и (61) при xs → 0 первое слагаемое
в (58) стремится к нулю, а второе – к φs(x(s)). Таким образом,

lim
xs→0

I1(x) = φs(x(s)),

из последнего вместе с (57) следует (55). �

6. Доказательство теоремы 1

Доказательство. Учитывая, что f∗(x) =
m∏
i=1

x1−µi

i f(x) ∈ C(Ω) и пользуясь

(28) и (44) получим

(62) |uf (x)|∗ ≤ C
m∏
i=1

xµi+αiθi−1
i , θi > 0,

m∑
i=1

θi = 1.

Из (62) следует, что
lim
xs→0

Dαs−1
0xs

uf (x) = 0.

Из леммы 7 и последнего соотношения следует выполнение краевых условий

(2). Из оценки (62) также следует, что
n∏

i=1

x1−µi

i uf ∈ C(Ω).

Пользуясь (27) и (44) получим

|uk(x)|∗ ≤ Cxαkθk−1
k

m∏
i=1
i ̸=k

xαiθi+µi−1
i .

Из последнего неравенства следует, что
m∏
i=1

x1−µi

i (u−uf ) ∈ C(Ω). Вышесказан-

ное вместе с леммой 6 доказывает существование регулярного решения задачи
(1) – (2).

Единственность решения задачи следует из леммы 3. Действительно, в силу
леммы 3, задача 1 с однородными условиями (2) и правой частью уравнения
(1) имеет только тривиальное решение. Отсюда, в силу линейности операторов
дробного интегродифференцирования, следует единственность решения зада-
чи 1. �
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