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Abstract. We consider a class of linear time-varying delay systems
of neutral type with periodic coefficients. We obtain conditions for the
exponential stability of the zero solution and establish estimates characte-
rizing the exponential decay rate of solutions at infinity.
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1. Введение

В настоящее время имеется большое число работ, посвященных дифферен-
циальным уравнениям с запаздывающим аргументом (см., например, моно-
графии [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] и имеющуюся в них библиографию). Повышен-
ный интерес к таким уравнениям обусловлен тем, что они возникают во мно-
гих прикладных задачах при изучении процессов, скорость протекания кото-
рых определяется не только настоящим, но и предшествующим состояниями
(см.,например, книги [9, 10] и библиографию, содержащуюся в них). Одной
из важных является проблема исследования экспоненциальной устойчивости
решений таких уравнений. В отличие от автономных уравнений эта проблема
для неавтономных уравнений является менее изученной.

В статье рассматриваются системы дифференциальных уравнений с запаз-
дывающим аргументом следующего вида

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ(t)) + C(t)

d

dt
y(t− τ(t)), t ≥ 0, (1.1)
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где A(t), B(t), C(t) — матрицы размера n × n с непрерывными комплексно-
значными T -периодическими элементами, т. е.

A(t+ T ) ≡ A(t), B(t+ T ) ≡ B(t), C(t+ T ) ≡ C(t),

τ(t) — функция, определяющая запаздывание, τ(t) ∈ C1([0,∞)),

0 < τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2, τ3 ≤ d

dt
τ(t) ≤ τ4 < 1. (1.2)

Работа продолжает наши исследования экспоненциальной устойчивости реше-
ний дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом и периодиче-
скими коэффициентами в линейных членах (см, например, [11, 12, 13, 14, 15]).
В [11, 12] рассматривались системы с C(t) ≡ 0, в [13, 14] — системы, ко-
гда C(t) ≡ C — постоянная матрица, в [15] — системы, когда C(t) — T -
периодическая матрица. Были указаны условия экспоненциальной устойчиво-
сти нулевого решения и получены оценки экспоненциального убывания реше-
ний на бесконечности. Однако во всех перечисленных статьях рассматривались
системы вида (1.1) с постоянным запаздыванием τ(t) ≡ τ .

В данной статье исследуется экспоненциальная устойчивость решений си-
стем вида (1.1) с переменным запаздыванием. Цель настоящей работы — ука-
зать условия экспоненциальной устойчивости нулевого решения системы (1.1)
и установить оценки экспоненциального убывания решений системы (1.1), при
этом мы не требуем информации о спектре оператора монодромии или корнях
соответствующих квазимногочленов в случае постоянных коэффициентов.

Для получения условий устойчивости исследователи часто используют функ-
ционалы Ляпунова – Красовского (типа Ляпунова) (например, см. библиогра-
фию в обзорах [16, 17]). Однако не каждый функционал Ляпунова – Красов-
ского позволяет получать оценки, характеризующие скорость экспоненциаль-
ного убывания решений на бесконечности. В последние годы исследования в
этом направлении активно развиваются. Очень много работ посвящено уравне-
ниям с постоянными коэффициентами, включая уравнения нейтрального типа
(например, см. библиографию в [18]). В неавтономном случае наиболее изучен-
ными являются системы вида (1.1), когда C(t) — постоянная матрица (см., на-
пример, библиографию в [8]). Крайне мало работ, в которых рассматриваются
системы с матрицей C(t), не являющейся постоянной ([8, гл. 6], [19, 20, 21], [22,
гл. 5]). Однако в этих работах накладываются ограничения вида ∥C(t)∥ < 1.
В [15] был предложен функционал Ляпунова – Красовского, который позволил
получить условия экспоненциальной устойчивости и оценки решений системы
(1.1) без дополнительных ограничений на норму ∥C(t)∥.

В данной работе мы будем использовать некоторое обобщение функционала
из [15] на случай переменного запаздывания. В § 2 мы вводим необходимые обо-
значения и формулируем основные результаты, их доказательство проводится
в § 3.

Автор выражает благодарность профессору Г.В. Демиденко за полезные об-
суждения и рецензенту за указанные замечания.

2. Основные результаты

Сформулируем основные утверждения. Здесь и далее матричное неравен-
ство S > 0 (или S < 0) означает, что S — положительно (или отрицательно)
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определенная эрмитова матрица. Для матриц мы используем спектральную
норму.

Теорема 1. Предположим, что существуют матрицы H(t) ∈ C1[0, T ], K(s),
L(s) ∈ C1[0, τ2]:

H(t) = H∗(t), t ∈ [0, T ], H(0) = H(T ) > 0, (2.1)

K(s) = K∗(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ2], (2.2)

L(s) = L∗(s) > 0,
d

ds
L(s) < 0, s ∈ [0, τ2], (2.3)

такие, что матрица

Q(t) =

 Q11(t) Q12(t) Q13(t)
Q∗

12(t) Q22(t) Q23(t)
Q∗

13(t) Q∗
23(t) Q33(t)

 (2.4)

с элементами

Q11(t) = − d

dt
H(t)−H(t)A(t)−A∗(t)H(t)−K(0)−A∗(t)L(0)A(t),

Q12(t) = −H(t)B(t)−A∗(t)L(0)B(t),

Q13(t) = −H(t)C(t)−A∗(t)L(0)C(t),

Q22(t) = (1− τ4)K(τ2)−B∗(t)L(0)B(t),

Q23(t) = −B∗(t)L(0)C(t),

Q33(t) = (1− τ3)
−1L(τ2)− C∗(t)L(0)C(t),

(2.5)

положительно определена при t ∈ [0, T ]. Тогда нулевое решение системы (1.1)
экспоненциально устойчиво.

Рассмотрим начальную задачу для системы (1.1)
d

dt
y(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ(t)) + C(t)

d

dt
y(t− τ(t)), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ2, 0],

y(+0) = φ(0),

(2.6)

где φ(t) ∈ C1[−τ2, 0] — заданная вектор-функция. Ниже мы указываем оценки
для решений начальной задачи (2.6), характеризующие скорость экспоненци-
ального убывания при t → ∞.

Для формулировки результатов введем ряд обозначений. Если матрица H(t)
удовлетворяет условиям теоремы 1, то

d

dt
H(t) +H(t)A(t) +A∗(t)H(t) < −K(0)−A∗(t)L(0)A(t),

т. е. H(t) является решением специальной краевой задачи для дифференци-
ального уравнения Ляпунова

d

dt
H +HA(t) +A∗(t)H = −G(t), t ∈ [0, T ],

H(0) = H(T ) > 0,
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где G(t) — положительно определенная эрмитова матрица с непрерывными
элементами. В этом случае из результатов работы [23] следует, что H(t) > 0 на
всем отрезке [0, T ]. Продолжим эту матрицу T -периодическим образом на всю
полуось {t ≥ 0}, сохраняя то же обозначение. Используя эту матрицу H(t) и
матрицы K(s), L(s) удовлетворяющие условиям теоремы 1, введем следующие
обозначения:

V (0, φ) = ⟨H(0)φ(0), φ(0)⟩+
0∫

−τ(0)

⟨K(−s)φ(s), φ(s)⟩ds

+

0∫
−τ(0)

⟨
L(−s)

d

ds
φ(s),

d

ds
φ(s)

⟩
ds, (2.7)

P (t) = Q11(t)−
[
Q12(t)−Q13(t)Q

−1
33 (t)Q

∗
23(t)

][
Q22(t)−Q23(t)Q

−1
33 Q

∗
23(t)

]−1

×
[
Q12(t)−Q13(t)Q

−1
33 Q

∗
23(t)

]∗
−Q13(t)Q

−1
33 Q

∗
13(t), (2.8)

где матрицы Qij(t) определены в (2.5). Нетрудно показать, что P (t) положи-
тельно определена, если Q(t) в (2.4) положительно определена (см. лемму в сле-
дующем параграфе). Обозначим через pmin(t) > 0 — минимальное собственное
значение матрицы P (t), через hmin(t) > 0 — минимальное собственное значение
матрицы H(t).

Теорема 2. Предположим, что выполнены условия теоремы 1. Пусть k, l >
0 — максимальные числа такие, что

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0,

d

ds
L(s) + lL(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ2]. (2.9)

Тогда для решения задачи (2.6) имеет место оценка

∥y(t)∥ ≤

√
V (0, φ)

hmin(t)
exp

(
−1

2

∫ t

0

γ(ξ)dξ

)
, t > 0, (2.10)

где
γ(t) = min

{
pmin(t)

∥H(t)∥
, k, l

}
> 0.

Замечание. Существование k, l > 0 в теореме 2 обеспечивается условиями
(2.2), (2.3).

3. Доказательство основных результатов

Очевидно, утверждение теоремы 1 непосредственно вытекает из оценки (2.10).
Поэтому достаточно доказать теорему 2.

Доказательство. Будем следовать схеме рассуждений из работы [11]. Пусть
y(t) — решение начальной задачи (2.6). Используя матрицы H(t), K(s), L(s),
указанные в предыдущем параграфе, рассмотрим на решении следующий функ-
ционал Ляпунова – Красовского

V (t, y) = ⟨H(t)y(t), y(t)⟩+
t∫

t−τ(t)

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds
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+

t∫
t−τ(t)

⟨
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

⟩
ds. (3.1)

Дифференцируя его, получаем
d

dt
V (t, y) =

⟨
d

dt
H(t)y(t), y(t)

⟩
+

⟨
H(t)

d

dt
y(t), y(t)

⟩
+

⟨
H(t)y(t),

d

dt
y(t)

⟩
+⟨K(0)y(t), y(t)⟩ −

(
1− d

dt
τ(t)

)
⟨K(τ(t))y(t− τ(t)), y(t− τ(t))⟩

+

t∫
t−τ(t)

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds

+

⟨
L(0)

d

dt
y(t),

d

dt
y(t)

⟩
−
(
1− d

dt
τ(t)

)−1 ⟨
L(τ(t))

d

dt
y(t− τ(t)),

d

dt
y(t− τ(t))

⟩

+

t∫
t−τ(t)

⟨
d

dt
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

⟩
ds.

Тогда, учитывая, что y(t) удовлетворяет системе (1.1), имеем

d

dt
V (t, y) =

⟨
d

dt
H(t)y(t), y(t)

⟩
+

⟨
H(t)

(
A(t)y(t) +B(t)y(t− τ(t)) + C(t)

d

dt
y(t− τ(t))

)
, y(t)

⟩
+

⟨
H(t)y(t),

(
A(t)y(t) +B(t)y(t− τ(t)) + C(t)

d

dt
y(t− τ(t))

)⟩
+⟨K(0)y(t), y(t)⟩ −

(
1− d

dt
τ(t)

)
⟨K(τ(t))y(t− τ(t)), y(t− τ(t))⟩

+

t∫
t−τ(t)

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds

+

⟨
L(0)

(
A(t)y(t) +B(t)y(t− τ(t)) + C(t)

d

dt
y(t− τ(t))

)
, A(t)y(t)

⟩
+

⟨
L(0)

(
A(t)y(t) +B(t)y(t− τ(t)) + C(t)

d

dt
y(t− τ(t))

)
, B(t)y(t− τ(t))

⟩
+

⟨
L(0)

(
A(t)y(t) +B(t)y(t− τ(t)) + C(t)

d

dt
y(t− τ(t))

)
, C(t)

d

dt
y(t− τ(t))

⟩
−
(
1− d

dt
τ(t)

)−1 ⟨
L(τ(t))

d

dt
y(t− τ(t)),

d

dt
y(t− τ(t))

⟩

+

t∫
t−τ(t)

⟨
d

dt
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

⟩
ds.
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В силу условий (1.2), (2.2) и (2.3) имеем(
1− d

dt
τ(t)

)
⟨K(τ(t))y(t−τ(t)), y(t−τ(t))⟩ ≥ (1−τ4)⟨K(τ2)y(t−τ(t)), y(t−τ(t))⟩,

(
1− d

dt
τ(t)

)−1 ⟨
L(τ(t))

d

dt
y(t− τ(t)),

d

dt
y(t− τ(t))

⟩
≥ (1− τ3)

−1

⟨
L(τ2)

d

dt
y(t− τ(t)),

d

dt
y(t− τ(t))

⟩
.

Следовательно,

d

dt
V (t, y) ≤ −

⟨
Q(t)

 y(t)
y(t− τ(t))
d

dt
y(t− τ(t))

 ,

 y(t)
y(t− τ(t))
d

dt
y(t− τ(t))

⟩

+

t∫
t−τ(t)

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds+

t∫
t−τ(t)

⟨
d

dt
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

⟩
ds, (3.2)

где матрица Q(t) определена в (2.4).
Для дальнейших преобразований воспользуемся вспомогательной леммой из

теории матриц (см., например, [24]).

Лемма 1. Пусть

R(t) =

 R11(t) R12(t) R13(t)
R∗

12(t) R22(t) R23(t)
R∗

13(t) R∗
23(t) R33(t)

 , t ∈ [0, T ],

— положительно определенная эрмитова матрица с непрерывными элемен-
тами. Тогда имеет место представление

R(t) =

 I R̃1(t)R̃
−1
2 (t) R13(t)R

−1
33 (t)

0 I R23(t)R
−1
33 (t)

0 0 I



×

 R11(t)− R̃1(t)R̃
−1
2 (t)R̃∗

1(t)−R13(t)R
−1
33 (t)R

∗
13(t) 0 0

0 R̃2(t) 0
0 0 R33(t)



×

 I 0 0

R̃−1
2 (t)R̃∗

1(t) I 0
R−1

33 (t)R
∗
13(t) R−1

33 (t)R
∗
23(t) I

 ,

где

R̃1(t) = R12(t)−R13(t)R
−1
33 (t)R

∗
23(t), R̃2(t) = R22(t)−R23(t)R

−1
33 (t)R

∗
23(t),

причем матрицы

R11(t)− R̃1(t)R̃
−1
2 (t)R̃∗

1(t)−R13(t)R
−1
33 (t)R

∗
13(t), R̃2(t), R33(t)

положительно определены.
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В силу леммы для матрицы Q(t) в (2.4) имеем⟨
Q(t)

 y(t)
y(t− τ(t))
d

dt
y(t− τ(t))

 ,

 y(t)
y(t− τ(t))
d

dt
y(t− τ(t))

⟩
≥ ⟨P (t)y(t), y(t)⟩,

где P (t) — положительно определенная эрмитова матрица, заданная в (2.8).
Тогда

⟨P (t)y(t), y(t)⟩ ≥ pmin(t)∥y(t)∥2,
где pmin(t) > 0 — минимальное собственное значение матрицы P (t). Следова-
тельно, из (3.2) получаем

d

dt
V (t, y) ≤ −⟨pmin(t)y(t), y(t)⟩

+

t∫
t−τ(t)

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds+

t∫
t−τ(t)

⟨
d

dt
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

⟩
ds.

Очевидно,
hmin(t)∥y(t)∥2 ≤ ⟨H(t)y(t), y(t)⟩ ≤ ∥H(t)∥ ∥y(t)∥2, (3.3)

где hmin(t) > 0 — минимальное собственное значение матрицы H(t). Тогда
d

dt
V (t, y) ≤ −pmin(t)

∥H(t)∥
⟨H(t)y(t), y(t)⟩

+

t∫
t−τ(t)

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds+

t∫
t−τ(t)

⟨
d

dt
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

⟩
ds.

Используя условие (2.9), имеем
d

dt
V (t, y) ≤ −pmin(t)

∥H(t)∥
⟨H(t)y(t), y(t)⟩

−k

t∫
t−τ(t)

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds− l

t∫
t−τ(t)

⟨
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

⟩
ds.

Тогда в силу определения функционала (3.1) получаем
d

dt
V (t, y) ≤ −γ(t)V (t, y),

где γ(t) = min

{
pmin(t)

∥H(t)∥
, k, l

}
. Из этого дифференциального неравенства имеем

оценку

V (t, y) ≤ V (0, φ) exp

(
−
∫ t

0

γ(ξ)dξ

)
,

где V (0, φ) определено в (2.7). Используя (3.3), с учетом определения функци-
онала (3.1) получаем

∥y(t)∥2 ≤ 1

hmin(t)
⟨H(t)y(t), y(t)⟩ ≤ V (t, y)

hmin(t)
≤ V (0, φ)

hmin(t)
exp

(
−
∫ t

0

γ(ξ)dξ

)
.

Отсюда имеем требуемое неравенство (2.10).
Теорема 2 доказана. �
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Опираясь на доказательство теоремы 2, можно переформулировать теорему
1 следующим образом.

Теорема 3. Предположим, что существуют матрицы H(t) ∈ C1[0, T ], K(s),
L(s) ∈ C1[0, τ2], удовлетворяющие условиям (2.1)–(2.3) и такие, что

P (t) > 0, Q22(t)−Q23(t)Q
−1
33 Q

∗
23(t) > 0, Q33(t) > 0

при t ∈ [0, T ]. Тогда нулевое решение системы (1.1) экспоненциально устой-
чиво.

Доказательство. В силу леммы, сформулированной при доказательстве тео-
ремы 2, матрица Q(t) в (2.4) положительно определена тогда и только тогда,
когда матрицы P (t), Q22(t) − Q23(t)Q

−1
33 Q

∗
23(t) и Q33(t) положительно опреде-

лены. �

Замечание. Результаты легко обобщаются на случай систем с несколькими
запаздываниями

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +

m∑
j=1

Bj(t)y(t− τj(t)) +

m∑
j=1

Cj(t)
d

dt
y(t− τj(t)), t ≥ 0,

где A(t), Bj(t), Cj(t) — матрицы размера n × n с непрерывными комплексно-
значными T -периодическими элементами, τj(t) ∈ C1([0,∞)) — функции, опре-
деляющие запаздывание,

0 < τ1 ≤ τj(t) ≤ τ2, τ3 ≤ d

dt
τj(t) ≤ τ4 < 1, j = 1, . . . ,m.

Для этого можно использовать функционал Ляпунова – Красовского следую-
щего вида

⟨H(t)y(t), y(t)⟩+
m∑
j=1

t∫
t−τj(t)

⟨Kj(t− s)y(s), y(s)⟩ds

+

m∑
j=1

t∫
t−τj(t)

⟨
Lj(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

⟩
ds.
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