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ОПТИМИЗАЦИОННЫЙ МЕТОД В ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧАХ
МАГНИТНОЙ МАСКИРОВКИ

Ю.Э. СПИВАК

Abstract. We consider the optimization problem for the 2D model
of magnetic scattering by a permeable obstacle having the form of a
circular ring. Problems of this type arise while developing the design
technologies of magnetic cloaking devices using the optimization method.
The solvability of direct and control problems for the magnetic scattering
model under study is proved. The sufficient conditions which provide
local uniqueness and stability of optimal solutions are established.

Keywords: magnetic scattering problem, invisibility, cloaking, optimi-
zation problem, solvability, uniqueness, stability estimates.

1. Введение

Начиная с пионерских работ [1, 2, 3], устройства невидимости и метаматери-
алы являются предметом обширных исследований среди физиков и математи-
ков, о чем свидетельствует большой цикл работ, выполненный в этой области.
В первых статьях этого цикла были предложены различные подходы для ре-
шения задач электромагнитной маскировки материальных тел, основанные на
разработанном в [2] методе оптических преобразований. Позже основные ре-
зультаты из теории электромагнитной маскировки были перенесены на случай
акустической маскировки [4, 5, 6], а далее на случай маскировки от статиче-
ских магнитных, электрических либо тепловых полей.

В частности, ряд работ (см., например, [7, 8]) посвящен дизайну средств маг-
нитной невидимости в виде специальной маскировочной оболочки. На основе
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разработанного дизайна в [7] было построено решение, для которого магнит-
ные проницаемости µr и µϕ маскировочной оболочки, имеющей вид кольца
a < r < b, определяются формулами

(1) µr =
r − a
r

, µϕ =
r

r − a
.

Следует, однако, отметить, что решение в виде (1) обладает рядом недостатков.
Основной из них связан с сингулярностью поведения компонент µr и µϕ на
внутренней границе оболочки r = a, поскольку µϕ → ∞, µr → 0 при r → a.
Ясно, что техническая реализация полученных решений связана с огромными
трудностями, а фактически не представляется возможной из-за отсутствия в
природе материалов, отвечающих найденным решениям. Не менее сложные
проблемы с реализацией решений возникают и в случае электромагнитной либо
акустической маскировки [9, гл.1], [10].

Один из способов преодоления указанных трудностей состоит в замене точ-
ных решений задачи маскировки, описывающих сингулярные параметры ани-
зотропной среды, заполняющей искомую маскировочную оболочку, прибли-
женными (несингулярными) параметрами и исследовании свойств маскировоч-
ных устройств на основе указанных приближений. Указанный подход разви-
вался в ряде работ (см., например, [11, 12, 13, 14, 15]). Альтернативный под-
ход основан на использовании оптимизационного метода решения обратных
задач, к классу которых относятся задачи маскировки. Сущность этого под-
хода заключается в замене исходной обратной задачи задачей минимизации
определенного функционала качества, адекватно отвечающего поставленной
обратной задаче. Данный метод, на который в задачах маскировки ссылают-
ся как на метод обратного дизайна [9, 16], применялся в работах [17, 18, 19],
посвященных численному анализу 2D задач дизайна слоистых маскировочных
оболочек, и в [20, 21, 22, 23, 25, 24] при теоретическом исследовании задач
электромагнитной либо акустической маскировки. Работы [26, 27] посвящены
изучению проблемы невидимости в томографии.

Оптимизационный метод применяется и в настоящей работе при теоретиче-
ском анализе задачи магнитной маскировки, в которой маскировочный эффект
достигается за счет надлежащего выбора функциональных параметров неод-
нородной анизотропной среды, заполняющей искомую оболочку.

2. Постановка задачи сопряжения

Рассмотрим в R2 область Ω, имеющую в полярных координатах (r, ϕ) вид
кольца Ω = {x ∈ R2 : a < r = |x| < b}, где a и b – положительные константы.
Будем считать, что область Ω заполнена неоднородной анизотропной, в общем
случае, средой, магнитные свойства которой описываются тензором магнитной
проницаемости µ, тогда как области Ωi и Ω∞e заполнены одной и той же одно-
родной изотропной средой с постоянной магнитной проницаемостью µ0 > 0.

Предположим, что вне некоторого круга BR = {x ∈ R2 : |x| < R}, содер-
жащего область Ω внутри себя, сосредоточены источники, создающие в BR
внешне приложенное магнитное поле Ha = −gradΦa, отвечающее потенциалу
Φa. Наличие оболочки (Ω,µ) приводит к появлению дополнительного поля Φs
во внешности Ω∞e = {x ∈ R2 : |x| > b}, а также поля Φ0 в области Ω и поля Φi
во внутренней области Ωi = {x ∈ R2 : |x| < a} (см. рис. 1). Указанные поля Φi,
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Φ0 и Φs являются решением следующей задачи сопряжения:

(2) µ0∆Φi = 0 в Ωi, µ0∆Φs = 0 в Ω∞e ,

(3) div(µgradΦ0) = 0 в Ω,

Φi = Φ0, µ0
∂Φi
∂n

= (µ∇Φ0) · n на Γi,

(4) Φa + Φs = Φ0, µ0
∂(Φa + Φs)

∂n
= (µ∇Φ0) · n на Γe,

(5) Φs(x) = O(1) при |x| → ∞.
Следуя [8, 9], будем ссылаться на (2)–(5) как на задачу магнитного рассеяния.
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Рис. 1. Геометрические характеристики задачи маскировки

При исследовании задачи сопряжения (2)–(5) и задачи управления будем
существенно использовать ряд функциональных пространств. Положим Ωe =
Ω∞e ∩ BR. Будем использовать пространство H1(D), где D – одна из областей
BR, Ωi,Ω,Ωe, а также пространства L∞(Ω), Hs(Ω), s > 0, L2(Q), H1/2(ΓR) и
H−1/2(ΓR), где Q ⊂ BR – произвольное открытое подмножество, ΓR – грани-
ца круга BR (см. рис. 2). Нормы и скалярные произведения в H1(D), Hs(Ω),
L2(Q), H1/2(ΓR) и H−1/2(ΓR) будут обозначаться через ‖ · ‖1,D, (·, ·)1,D, ‖ · ‖s,Ω,
(·, ·)s,Ω, ‖ · ‖Q, (·, ·)Q, ‖ · ‖1/2,ΓR

и ‖ · ‖−1/2,ΓR
. Положим L∞µ0

(Ω) = {µ ∈ L∞(Ω) :
µ(x) ≥ µ0}, Hs

µ0
(Ω) = {µ ∈ Hs(Ω) : µ(x) ≥ µ0}, µ0 = const > 0. Хорошо из-

вестно в силу теоремы вложения, что справедливо непрерывное и компактное
вложение Hs(Ω) ⊂ L∞(Ω) при s > 1 и справедлива оценка

(6) ‖µ‖L∞(Ω) ≤ Cs‖µ‖s,Ω ∀µ ∈ Hs(Ω), s > 1.

Здесь Cs – константа, зависящая от s > 1 и Ω. Нам также потребуется под-
пространство H(Ωe) = {Φ ∈ H1(Ωe) : ∆Φ = 0 в D(Ωe)}, наделенное нормой
‖ · ‖Ωe

= ‖ · ‖H1(Ωe). Пространство H(Ωe) будет служить для описания сужений
внешних полей Φa на область Ωe.

Отметим, что в силу теоремы о следах для любой функции Φ ∈ H1(BR)
существует след Φ|ΓR

∈ H1/2(ΓR), тогда как для любой функции Φe ∈ H(Ωe)
существует нормальный след ∂Φe/∂n|ΓR

∈ H−1/2(ΓR), и справедливы следую-
щие оценки:

(7) ‖Φ‖1/2,ΓR
≤ CR‖Φ‖X ∀Φ ∈ H1(BR),
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Рис. 2. Введение искусственной границы ΓR

(8) ‖∂Φe/∂n‖−1/2,ΓR
≤ C ′R‖Φe‖1,Ωe

∀Φe ∈ H(Ωe).

Здесь CR и C ′R – константы, зависящие от Ω и R, но не зависящие от Φ ∈ X и
Φe ∈ H(Ωe).

Будем предполагать ниже, что тензор µ, описывающий магнитные свойства
среды, заполняющей оболочку Ω, и сужение Φe поля Φa на Ωe удовлетворяют
условиям:

(i) тензор µ диагонален в полярных координатах r, ϕ, а его диагональные
компоненты (радиальная и угловая магнитные проницаемости) µr и µϕ удовле-
творяют условиям: µr ∈ L∞µ0

r
(Ω), µϕ ∈ L∞µ0

ϕ
(Ω), µ0

r = const > 0, µ0
ϕ = const > 0;

(ii) Φe ≡ Φa|Ωe ∈ H(Ωe).
Приведенное выше предположение (i) позволяет существенно упростить ис-

следование сформулированной выше задачи магнитного рассеяния, записав
уравнение для Φ0 в (2) в полярных координатах r, ϕ. Действительно, напомним
сначала, что в полярных координатах gradΦ0 и произведение диагонального (в
полярных координатах) тензора µ = diag(µr, µϕ) на вектор gradΦ0 выражают-
ся формулами (см, например, [9, c.101])

(9) gradΦ0 =
∂Φ0

∂r
er +

1

r

∂Φ0

∂ϕ
eϕ, µgradΦ0 = µr

∂Φ0

∂r
er + µϕ

1

r

∂Φ0

∂ϕ
eϕ.

Здесь er и eϕ – единичные векторы полярного базиса. Применяя к вектору
µgradΦ0 операцию div для 2D векторного поля v, приходим с учетом формулы
для дивергенции в полярных координатах к уравнению

(10) div(µgradΦ0) =
1

r

∂

∂r
(rµr

∂Φ0

∂r
) +

1

r

∂

∂ϕ
(
µϕ
r

∂Φ0

∂ϕ
) = 0,

тогда как условия сопряжения (4) принимают вид

Φi = Φ0, µ0
∂Φi
∂r

= µr
∂Φ0

∂r
при r = a,

(11) Φa + Φs = Φ0, µ0
∂(Φa + Φs)

∂r
= µr

∂Φ0

∂r
при r = b.
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В результате исходная задача сопряжения (2)–(5) свелась к нахождению
тройки функций: Φi в Ωi, Φ0 в Ω и Φs в Ω∞e , удовлетворяющих уравнениям
(2) в Ωi ∪Ω∞e , (10) в Ω, условиям сопряжения (11) и условию на бесконечности
(5). Для краткости ниже на задачу (2), (5), (10), (11) будем ссылаться как на
задачу 1.

Поскольку потенциал Φ определяется с точностью до аддитивной констан-
ты, то условимся ниже не различать функции пространства H1(BR), отличаю-
щиеся друг от друга на аддитивную константу. С учетом этого ниже основную
роль будет играть фактор-пространство X = H1(BR) \ R с нормой:

(12) ‖Φ‖2X = ‖∇Φ‖2Ωi
+

∥∥∥∥∂Φ

∂r

∥∥∥∥2

Ω

+

∥∥∥∥1

r

∂Φ

∂ϕ

∥∥∥∥2

Ω

+ ‖∇Φ‖2Ωe
.

Можно показать, что пространство X = H1(BR) \ R является гильбертовым
по норме (12).

Следующий этап исследования сформулированной выше задачи 1 состоит
в том, чтобы свести ее к эквивалентной краевой задаче, рассматриваемой в
ограниченной области BR. С этой целью введем аналогично [21, 22, 28] опе-
ратор Дирихле-Неймана T : H1/2(ΓR) → H−1/2(ΓR), ставящий в соответ-
ствие каждой функции h ∈ H1/2(ΓR) функцию ∂Φ̃/∂n ∈ H−1/2(ΓR), где Φ̃
– решение внешней задачи Дирихле для уравнения ∆Φ = 0 в Ω∞e \BR при
краевом условии Φ|ΓR

= h, удовлетворяющее условию (5). Хорошо извест-
но, что T ∈ L(H1/2(ΓR), H−1/2(ΓR)), ‖T‖ ≤ CT и

∫
ΓR

(TS)Sdσ ≤ 0 для всех
S ∈ H1/2(ΓR). Здесь и ниже интеграл

∫
ΓR

обозначает отношение двойствен-
ности между H−1/2(ΓR) и H1/2(ΓR), CT – константа, зависящая от Ω и R.
Отметим, что задача 1, рассматриваемая на всей плоскости R2, эквивалентна
задаче нахождения тройки функций: Φ0 из уравнения (10) в области Ω, Φi из
первого уравнения в (2) в области Ωi и Φs из уравнения µ0∆Φs = 0 в Ωe при
условиях сопряжения (11) и следующем дополнительном условии для поля Φs
на ΓR:

(13) ∂Φs/∂n = TΦs на ΓR.

Ниже, наряду с уравнением для Φs мы будем также использовать уравнение
для функции Φe = Φe + Φs = Φa|Ωe

+ Φs, имеющее в силу условия ∆Φe = 0 в
(ii) вид

(14) µ0∆Φe = 0 в Ωe.

Для краткости ниже на задачу нахождения тройки функций (Φi,Φ0,Φe), удо-
влетворяющих первому уравнению (2) в Ωi, (10) в Ω и (14) в Ωe, а также
граничным условиям (11) и (13), будем ссылаться как на задачу 2.

Выведем теперь слабую формулировку (при заданных коэффициентах µr
и µϕ) задачи 2. Пусть S ∈ X – произвольная тестовая функция. Умножим
первое уравнение в (2) и уравнение (14), рассматриваемые в областях Ωi и Ωe,
на S|Ωi и S|Ωe , соответственно, уравнение (10), рассматриваемое в Ω, – на S|Ω,
проинтегрируем по Ωi ∪ Ωe либо по Ω и применим соответствующие формулы
Грина. Складывая полученные тождества и используя граничные условия в
(11) и (13), приходим к следующему тождеству для тройки Φ = (Φi,Φ0,Φe),
где Φe = Φe + Φs = Φa|Ωe

+ Φs:

(15) aµ(Φ, S) ≡ a0(Φ, S) + a(µr, µϕ; Φ, S) = 〈F, S〉 ∀S ∈ X.
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Здесь и ниже µ обозначает пару (µr, µϕ), a0(·, ·), a(µr, µϕ; ·, ·) и F – билинейные
и линейная формы на X, определяемые формулами

(16) a0(Φ, S) = µ0

∫
Ωi∪Ωe

∇Φ · ∇Sdx−
∫

ΓR

(TΦ)Sdσ,

(17) a(µr, µϕ; Φ, S) =

∫
Ω

(
µr
∂Φ

∂r

∂S

∂r
+
µϕ
r2

∂Φ

∂ϕ

∂S

∂ϕ

)
rdrdϕ,

(18) 〈F, S〉 = −
∫

ΓR

TΦeSdσ +

∫
ΓR

∂Φe

∂n
Sdσ.

Тождество (15) представляет собой слабую формулировку задачи 2, а ее ре-
шение Φ = (Φi,Φ0,Φe) ∈ X будем называть слабым решением задачи 2. Рас-
суждая, как в [22], несложно показать, что введенное слабое решение обладает
свойством допустимости: оно удовлетворяет уравнениям (2) и (3) в смысле
обобщенных функций, а также – граничным условиям (11) и (13) в смысле
следов.

Используя неравенство Гельдера и формулу (12) для нормы ‖ · ‖X , выводим
оценки:∣∣∣∣∫

Ω

rµr
∂Φ

∂r

∂S

∂r
drdϕ

∣∣∣∣ ≤ ‖µr‖L∞(Ω)‖
∂Φ

∂r
‖Ω‖

∂S

∂r
‖Ω ≤ ‖µr‖L∞(Ω)‖∇Φ‖Ω‖∇S‖Ω ≤

≤ ‖µr‖L∞(Ω)‖Φ‖X‖S‖X ,∫
Ω

µϕ
r

∂Φ

∂ϕ

∂S

∂ϕ
drdϕ ≤ ‖µϕ‖L∞(Ω)‖

1

r

∂Φ

∂ϕ
‖Ω‖

1

r

∂S

∂ϕ
‖Ω ≤ ‖µϕ‖L∞(Ω)‖∇Φ‖Ω‖∇S‖Ω ≤

≤ ‖µϕ‖L∞(Ω)‖Φ‖X‖S‖X .
Из этих оценок вытекает, что

(19) |a(µr, µϕ; Φ, S)| ≤ (‖µr‖L∞(Ω) + ‖µϕ‖L∞(Ω))‖Φ‖X‖S‖X ∀Φ, S ∈ X.
Кроме того, используя (7), (8), выводим из (16)

(20)
∣∣∣∣∫

ΓR

(TΦ)Sdσ

∣∣∣∣ ≤ ‖TΦ‖−1/2,ΓR
‖S‖1/2,Γr

≤ CTC2
R‖Φ‖X‖S‖X ,

(21) |a0(Φ, S)| ≤ (µ0 + CTC
2
R)‖Φ‖X‖S‖X ,

|〈F, S〉| ≤ (‖T‖‖Φe‖1/2,ΓR
+ ‖∂Φe/∂n‖−1/2,ΓR

)‖S‖1/2,ΓR
≤

(22) ≤ (CTCR + C ′R)CR‖Φe‖1,Ωe‖S‖X ,

(23)
∣∣∣∣µ0

∫
Ωi∪Ωe

∇Φ · ∇Sdx
∣∣∣∣ ≤ µ0‖Φ‖X‖S‖X .

Из этих оценок следует, что формы a0 и F непрерывны на X, причем

(24) ‖a0‖ ≤ C0, ‖F‖X∗ ≤ C0‖Φe‖1,Ωe , C0 = max[µ0 +CTC
2
R, (CTCR+C ′R)CR)].

Здесь X∗ – двойственное к X.
Предположим теперь, что µr ∈ L∞µ0

r
(Ω), µϕ ∈ L∞µ0

ϕ
(Ω), где µ0

r > 0, µ0
ϕ > 0.

Тогда имеем∫
Ω

rµr
∂Φ

∂r

∂Φ

∂r
drdϕ ≥ µ0

r

∥∥∥∥∂Φ

∂r

∥∥∥∥2

Ω

,

∫
Ω

µϕ
r

∂Φ

∂ϕ

∂Φ

∂ϕ
drdϕ ≥ µ0

ϕ

∥∥∥∥1

r

∂Φ

∂ϕ

∥∥∥∥2

Ω

,
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a0(Φ,Φ) = µ0

∫
Ωi∪Ωe

|∇Φ|2dx−
∫

ΓR

(TΦ)Φdσ ≥ µ0

∫
Ωi∪Ωe

|∇Φ|2 dx ∀Φ ∈ X.

Из этих оценок и определения нормы (12) в пространстве X вытекает, что

(25) aµ(Φ,Φ) ≥ µ‖Φ‖2X ∀Φ ∈ X, µ = min(µ0, µ
0
r, µ

0
ϕ).

Отметим, что билинейная форма aµ, введенная в (15), определяет линейный
оператор Aµ : X → X∗, действующий по формуле

(26) 〈AµΦ, S〉 = aµ(Φ, S) ≡ a0(Φ, S) + a(µr, µϕ; Φ, S),

причем задача (15) эквивалентна операторному уравнению

(27) AµΦ = F.

Из неравенств (19), (21) вытекает, что при выполнении условия (i) билинейная
форма aµ, введенная в (15), непрерывна на X×X, а из (25) следует, что aµ ко-
эрцитивна на X. В таком случае, из теоремы Лакса-Мильграма вытекает, что
оператор Aµ : X → X∗ – изоморфизм, причем обратный A−1

µ : X∗ → X к нему
также является изоморфизмом. Полагая Cµ = ‖A−1

µ ‖, отметим, что в силу тео-
ремы Лакса-Мильграма Cµ ≤ C1 = (1/µ). С учетом этого выводим, что для
любого элемента F ∈ X∗ операторное уравнение (27) имеет единственное ре-
шение Φµ = A−1

µ (F ) ∈ X, для которого справедлива оценка ‖Φµ‖X ≤ C1‖F‖X∗ .
Отсюда следует в силу второй оценки в (24), что для любого поля Φe ∈ H(Ωe)
задача (15) имеет единственное решение Φµ ∈ X∗, и справедлива оценка

(28) ‖Φµ‖X ≤ C2‖Φe‖1,Ωe
, C2 = C0C1.

Подчеркнем, что константы C1 и C2 в (28) зависят от констант R, µ0, µ
0
r и µ0

ϕ, но
не зависят от функций µr и µϕ, удовлетворяющих условию (i). Сформулируем
полученные результаты в виде теоремы.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i), (ii). Тогда для любой пары µ =
(µr, µϕ) ∈ L∞µ0

r
(Ω)× L∞µ0

ϕ
(Ω):

1) оператор Aµ : X → X∗, определенный в (26), осуществляет изоморфизм,
причем для обратного оператора A−1

µ : X∗ → X справедлива оценка ‖A−1
µ ‖ ≤

C1 ≡ (1/µ), где константа µ определена в (25);
2) для любого внешнего поля Φe ∈ H(Ωe) задача (15) имеет единственное

решение Φµ ∈ X, для которого справедлива оценка (28) с константой C2, не
зависящей от (µr, µθ).

Ниже, наряду с уравнением (27), будем рассматривать операторное уравне-
ние

(29) A∗µΨ = F̂ , F̂ ∈ X∗.

Здесь A∗µ : X → X∗ – сопряженный к Aµ : X → X∗ оператор, определяемый
формулой

〈
A∗µΨ,Φ

〉
= aµ(Φ,Ψ) = 〈AµΦ,Ψ〉 для всех (Φ,Ψ) ∈ X×X. Из свойств

сопряженных операторов и теоремы 1 вытекает следующий результат:

Следствие 1. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда:
1) оператор A∗µ : X → X∗, сопряженный к Aµ, осуществляет изоморфизм;
2) для любого элемента F̂ ∈ X∗ уравнение (29) имеет единственное реше-

ние Ψ ∈ X, причем для этого решения справедлива оценка ‖Ψ‖X ≤ C1‖F̂‖X∗ .
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3. Формулировка обратной задачи. Применение оптимизационного
метода. Вывод системы оптимальности

Напомним, что целью данной статьи является анализ обратной задачи для
рассматриваемой модели магнитного рассеяния, возникающей при разработке
технологий дизайна устройств магнитной маскировки. Для достижения ука-
занной цели мы применим метод оптимизации [29]. Этот подход основан на
минимизации функционала, который точно соответствует обратной задаче ди-
зайна устройства приближенной маскировки [9]. В результате исходная задача
маскировки сводится к исследованию соответствующей задачи управления, с
использованием хорошо известных методов решения экстремальных задач. В
качестве функционала качества выберем следующий:

(30) I(Φ) = ‖Φ− Φd‖2Q =

∫
Q

(Φ− Φd)2dx.

Здесь Q ⊂ Ωi ∪ Ωe – некоторое ограниченное открытое множество, функция
Φd ∈ L2(Q) моделирует заданный в Q потенциал магнитного поля. О других
возможных функционалах качества можно прочитать в [21, 22]. В качестве
управлений выберем компоненты µr и µϕ тензора µ магнитной проницаемости
анизотропной среды, заполняющей область Q.

Будем предполагать, что управления µr и µϕ могут изменяться в некоторых
множествах K1 и K2, удовлетворяющих следующему условию:

(j) K1 ⊂ Hs
µ0
r
(Ω), µ0

r = const > 0, K2 ⊂ Hs
µ0
ϕ

(Ω), µ0
ϕ = const > 0, s > 1.

Полагая K = K1 × K2, µ = (µr, µϕ), введем оператор G : X × K → X∗,
действующий по формуле

(31) 〈G(Φ, µ), S〉 = 〈AµΦ, S〉 − 〈F, S〉 ≡ aµ(Φ, S)− 〈F, S〉 ∀S ∈ X.

Рассмотрим следующую экстремальную задачу:
(32)
J(Φ, µ) ≡ α0

2
I(Φ) +

α1

2
‖µr‖2s,Ω +

α2

2
‖µϕ‖2s,Ω → inf, G(Φ, µ) = 0, (Φ, µ) ∈ X ×K.

Здесь α0, α1, α2 – неотрицательные параметры, которые служат для регулиро-
вания относительной важности каждого из слагаемых в (32). Другая цель вве-
дения параметров αl состоит в обеспечении единственности и устойчивости оп-
тимальных решений (см. ниже). Положим Zad = {(Φ, µ) ∈ X×K : G(Φ, µ) = 0}.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i), (ii), (j). Тогда задача (32) име-
ет, по крайней мере, одно решение.

Доказательство. Обозначим через (Φm, µm) ∈ Zad, µm = (µmr , µ
m
ϕ ), m ∈ N =

{1, 2, . . . } минимизирующую последовательность для функционала J , для ко-
торой выполняются соотношения

(33) a0(Φm, S) + a(µmr , µ
m
ϕ ; Φm, S) = 〈F, S〉 ∀S ∈ X,

lim
m→∞

J(Φm, µm) = inf
(Φ,µ)∈Zad

J(Φ, µ) ≡ J∗.

В силу условий (j) для всех m ∈ N справедливы оценки

(34) ‖µmr ‖s,Ω ≤ c1, ‖µmϕ ‖s,Ω ≤ c2.
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Здесь и ниже c1, c2, c3 – некоторые константы, не зависящие от m. Из (34) и
теоремы 1 вытекает, что ‖ϕm‖X ≤ c3. Из этой оценки и (34) вытекает, что су-
ществуют слабые пределы µ∗r ∈ K1, µ∗ϕ ∈ K2, Φ∗ ∈ X некоторых подпоследова-
тельностей последовательностей {µmr }, {µmϕ }, {Φm}. Отсюда и из компактности
вложения Hs(Ω) ⊂ L∞(Ω) при s > 1 вытекает, что µmr → µ∗r , µmϕ → µ∗ϕ сильно
в L∞(Ω), тогда как Φm → Φ∗ слабо в X.

Покажем, что G(Φ∗, µ∗r , µ
∗
ϕ) = 0, т.е., что

(35) a0(Φ∗, S) + a(µ∗r , µ
∗
ϕ; Φ∗, S) = 〈F, S〉 ∀S ∈ X.

С этой целью перейдем в (33) к пределу при m → ∞. Ясно, что линейное
слагаемое a0(Φm, S) переходит в слагаемое a0(Φ∗, S) при m → ∞, тогда как
для разности a(µmr , µ

m
ϕ ,Φ

m, S)− a(µ∗r , µ
∗
ϕ,Φ

∗, S) имеем

|a(µmr , µ
m
ϕ ,Φ

m, S)− a(µ∗r , µ
∗
ϕ,Φ

∗, S)| =∣∣∣∣∫
Ω

(
rµmr

∂Φm

∂r

∂S

∂r
+
µmϕ
r

∂Φm

∂ϕ

∂S

∂ϕ

)
drdϕ−

∫
Ω

(
rµ∗r

∂Φ∗

∂r

∂S

∂r
+
µ∗ϕ
r

∂Φ∗

∂ϕ

∂S

∂ϕ

)
drdϕ

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫
Ω

(
∂Φm

∂r
− ∂Φ∗

∂r

)
rµ∗r

∂S

∂r
drdϕ+

∫
Ω

1

r

(
∂Φm

∂ϕ
− ∂Φ∗

∂ϕ

)
µ∗ϕ
∂S

∂r
drdϕ+

(36) +

∫
Ω

r(µmr − µ∗r)
∂Φm

∂r

∂S

∂r
drdϕ+

∫
Ω

(µmϕ − µ∗ϕ)
1

r

∂Φm

∂ϕ

∂S

∂ϕ
drdϕ

∣∣∣∣ ∀S ∈ X.
Поскольку Φm → Φ∗ слабо в X, то первые два интеграла в правой части (36)
стремятся к нулю при m → ∞. Кроме того, из сильной сходимости µmr → µ∗r ,
µmϕ → µ∗ϕ в L∞(Ω) следует, что последние два интеграла в (36) стремятся к
нулю при m→∞. Поэтому, переходя к пределу в (33) при m→∞, приходим к
(35). Это означает, что G(Φ∗, µ∗) = 0, где µ∗ = (µ∗r , µ

∗
ϕ). Поскольку функционал

J(Φ) слабо полунепрерывен снизу на X ×K, то выводим, что J(Φ∗, µ∗) = J∗.
Это доказывает теорему. �

Выведем теперь необходимые условия оптимальности для задачи (32). Для
этого воспользуемся экстремальным принципом в гладко-выпуклых экстре-
мальных задачах [30]. Предварительно вычислим производную Фреше по Φ от
оператора G : X ×K → X∗, определенного в (31). Из линейности оператора G
по Φ вытекает, что производная ФрешеG′Φ(Φ̂, µ̂) в каждой точке (Φ̂, µ̂) ∈ X×K,
где µ̂ = (µ̂r, µ̂ϕ), определяется соотношением G′Φ(Φ̂, µ̂) = Â ≡ Aµ̂. Здесь опе-
ратор Aµ̂ определен формулой (26) при µ = µ̂. Кроме того, из (30) следует,
что

(37) 〈I ′Φ(Φ̂), S〉 = 2

∫
Q

(Φ̂− Φd)Sdx ∀S ∈ X.

В соответствии с общей теорией экстремальных задач (см. [30]) введем в
рассмотрение множитель Лагранжа Ψ ∈ X, на который будем ссылаться как
на сопряженное магнитное поле, и лагранжиан L : X ×K ×X → R формулой
L(Φ, µ,Ψ) ≡ J(Φ, µ)+〈G(Φ, µ),Ψ〉X∗×X . Обозначим через Â∗ ≡ G′Φ(Φ̂, µ̂)∗ : X →
X∗ оператор, сопряженный к оператору Â = G′Φ(Φ̂, µ̂) : X → X∗, действующий
по формуле

〈Â∗Ψ, S〉X∗×X ≡ 〈G′Φ(Φ̂, µ̂)∗Ψ, S〉X∗×X = 〈G′Φ(Φ̂, µ̂)S,Ψ〉X∗×X =

(38) 〈ÂS,Ψ〉X∗×X ∀Ψ ∈ X, S ∈ X.
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Введем две вспомогательные билинейные формы

a1 (µr,Φ,Ψ) =

∫
Ω

rµr
∂Φ

∂r

∂Ψ

∂r
drdϕ, a2 (µϕ,Φ,Ψ) =

∫
Ω

µϕ
r

∂Φ

∂ϕ

∂Ψ

∂ϕ
drdϕ,

с которыми выполняется соотношение

(39) a (µr, µϕ; Φ,Ψ) = a1 (µr,Φ,Ψ) + a2 (µϕ,Φ,Ψ) ∀Φ,Ψ ∈ X.
Из линейности оператораG по µr и µϕ и из выпуклости множестваK = K1×K2

вытекает, что множество G(Φ,K) = {x∗ = G(Φ, µ) ∈ X∗, µ ∈ K} является
выпуклым подмножеством в X∗ для любой функции Φ ∈ X. Так как оператор
G′Φ(Φ̂, µ̂) ≡ Â является изоморфизмом в силу теоремы 1, то из результатов [30,
стр. 83] вытекает следующая теорема.

Теорема 3. Пусть при выполнении условий теоремы 2 пара (Φ̂, µ̂) ∈ X×K яв-
ляется решением задачи (32). Тогда существует единственный множитель
Лагранжа Ψ̂ ∈ X такой, что справедливо уравнение Эйлера-Лагранжа

(40) L′Φ(Φ̂, µ̂, Ψ̂) = G′Φ(Φ̂, µ̂)∗Ψ̂ + (α0/2)I ′Φ(Φ̂) = 0 в X∗

и выполняется принцип минимума L(Φ̂, µ̂, Ψ̂) ≤ L(Φ̂, µ, Ψ̂) для всех µ ∈ K,
эквивалентный следующим двум вариационным неравенствам относительно
искомых управлений µ̂r и µ̂ϕ:

(41) α1(µ̂r, µr − µ̂r)s,Ω + a1 (µr − µ̂r,Φ,Ψ) ≥ 0 ∀µr ∈ K1,

(42) α2(µ̂ϕ, µϕ − µ̂ϕ)s,Ω + a2 (µϕ − µ̂ϕ,Φ,Ψ) ≥ 0 ∀µϕ ∈ K2.

Из (38) и (37) следует, что уравнение Эйлера-Лагранжа (40) эквивалентно
операторному уравнению A∗µ̂Ψ = −α0(Φ̂− Φd), которое, в свою очередь, экви-
валентно тождеству

(43) aµ̂(S,Ψ) ≡ a0(S, Ψ̂) + a(µ̂r, µ̂ϕ;S, Ψ̂) = −α0(Φ̂− Φd, S)Q ∀S ∈ X.

Подчеркнем, что прямая задача (15) при Φ = Φ̂, задача (43) относительно со-
пряженного состояния Ψ̂, на которую мы будем ссылаться как на сопряженную
задачу, и неравенства (41), (42) представляют собой систему оптимальности,
описывающую необходимые условия экстремума для задачи (32). Основываясь
на анализе данной системы оптимальности, ниже установим достаточные усло-
вия на исходные данные, которые обеспечивают единственность и устойчивость
решения задачи (32) относительно малых возмущений функции Φd ∈ L2(Q),
входящей в функционал качества (31).

4. Единственность и устойчивость оптимальных решений

Обозначим через (Φ1, µ1) = (Φ1, µ
(1)
r , µ

(1)
ϕ ) решение задачи (32), отвечающее

заданной функции Φd1 = Φd ∈ L2(Q) в (31). Через (Φ2, µ2) = (Φ2, µ
(2)
r , µ

(2)
ϕ )

обозначим решение задачи
(44)
J(Φ, µ) ≡ α0

2
Ĩ(Φ) +

α1

2
‖µr‖2s,Ω +

α2

2
‖µϕ‖2s,Ω → inf, G(Φ, µ) = 0, (Φ, µ) ∈ X ×K.

Она получается из (32) заменой функционала I(Φ) = ‖Φ−Φd‖2Q функционалом
Ĩ(Φ) = ‖Φ − Φ̃d‖2Q, где Φ̃d ∈ L2(Q) – близкая к Φd в норме L2(Q) функция.
Отметим, что в силу теоремы 1 справедливы следующие оценки для Φl, l = 1, 2:

(45) ‖Φl‖X ≤MΦ ≡ C2‖Φe‖1,Ωe
.
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Обозначим через Ψl ∈ X, l = 1, 2 множители Лагранжа, отвечающие решениям
(Φl, µl). В силу теоремы 3 и (43) они удовлетворяют тождеству
(46)
aµl

(S,Ψl) ≡ a0(S,Ψl) + a(µ(l)
r , µ

(l)
ϕ ;S,Ψl) = −α0(Φl − Φd, S)Q ∀S ∈ X, l = 1, 2.

Положим µ = µ1 − µ2,

(47) µr = µ(1)
r −µ(2)

r , µϕ = µ(1)
ϕ −µ(2)

ϕ , Φ = Φ1−Φ2, Ψ = Ψ1−Ψ2, Φd = Φd1−Φd2.

Справедлива следующая лемма

Лемма 1. Пусть в дополнение к условиям (i), (ii), (j) тройки (Φ1, µ
(1)
r , µ

(1)
ϕ )

и (Φ2, µ
(2)
r , µ

(2)
ϕ ) являются решениями задач (32) и (44), соответственно, где

Φd1 ≡ Φd,Φd2 ∈ L2(Q) – заданные функции. Пусть Ψl ∈ X, l = 1, 2 – мно-
жители Лагранжа, отвечающие решениям (Φl, µ

(l)
r , µ

(l)
ϕ ). Тогда справедливы

следующие оценка и неравенство:

(48) ‖Φ‖X ≤ C1Cs(‖µr‖s,Ω + ‖µϕ‖s,Ω)MΦ,

(49) α0(Φ− Φd,Φ)Q ≤ −a (µr, µϕ; Φ,Ψ1 + Ψ2)− α1‖µr‖2s,Ω − α2‖µϕ‖2s,Ω.

Доказательство. Вычтем тождество (15), записанное для (Φ2, µ
(2)
r , µ

(2)
ϕ ) из то-

го же самого тождества, записанного для (Φ1, µ
(1)
r , µ

(1)
ϕ ). Используя обозначе-

ния (47), получим следующее тождество для разности Φ = Φ1 − Φ2:

(50) a0(Φ, S) + a(µ(2)
r , µ(2)

ϕ ; Φ, S) = −a(µr, µϕ; Φ1, S) ∀S ∈ X.

Используя оценки (6), (19) и (45), имеем

|a(µr, µϕ; Φ1, S)| ≤ Cs(‖µr‖s,Ω + ‖µϕ‖s,Ω)‖Φ1‖X‖S‖X ≤

(51) ≤ Cs(‖µr‖s,Ω + ‖µϕ‖s,Ω)MΦ‖S‖X ∀S ∈ X.

С учетом оценки (51), из теоремы 1, примененной к линейной относительно
разности Φ = Φ1 − Φ2 задаче (50), следует, что для решения Φ справедлива
оценка (48).

Докажем теперь (49). Положим сначала µr = µ
(1)
r в неравенстве (41), за-

писанном при µ̂r = µ(2), Φ̂ = Φ2, Ψ̂ = Ψ2, а затем положим µr = µ
(2)
r в этом

же неравенстве, записанном при µ̂r = µ
(1)
r , Φ̂ = Φ1, Ψ̂ = Ψ1. Используя (47),

получим неравенства

(52) α1(µ(2)
r , µr)s,Ω + a1 (µr; Φ2,Ψ2) ≥ 0, −α1(µ(1)

r , µr)s,Ω − a1 (µr; Φ1,Ψ1) ≥ 0.

Складывая их, приходим к следующему соотношению для разности µr:

(53) a1 (µr; Φ1,Ψ1)− a1 (µr; Φ2,Ψ2) ≤ −α1‖µr‖2s,Ω.

Точно таким же образом получаем второе неравенство относительно разности
µϕ:

(54) a2 (µϕ; Φ1,Ψ1)− a2 (µϕ; Φ2,Ψ2) ≤ −α1‖µϕ‖2s,Ω.

Вычтем тождество (46) при l = 2 из (46) при l = 1 и положим S = Φ.
Получим

(55) a0(Φ,Ψ) + a(µ(2)
r , µ(2)

ϕ ; Φ,Ψ) + a(µr, µϕ; Φ,Ψ1) = −α0(Φ− Φd,Φ)Q.
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Вычтем далее тождество (50) при S = Φ из (55). Получим равенство

(56) a(µr, µϕ; Φ,Ψ1)− a(µr, µϕ; Φ1,Ψ) = −α0(Φ− Φd,Φ).

Складывая (56) с (53), (54) приходим после простых преобразований к иско-
мому неравенству (49). Лемма доказана. �

Полагая M0
Φ = MΦ + max(‖Φd1‖Q, ‖Φd2‖Q), докажем следующую основную

теорему.

Теорема 4. Пусть при выполнении условий леммы 1 выполняются условия:

(57) α1(1− ε) > 4α0C
2
1C

2
sMΦM

0
Φ, α2(1− ε) > 4α0C

2
1C

2
sMΦM

0
Φ.

Тогда для разностей µ(1)
r − µ(2)

r , µ(1)
ϕ − µ(2)

ϕ и Φ1 −Φ2 решений (Φ1, µ
(1)
r , µ

(1)
ϕ ) и

(Φ2, µ
(2)
r , µ

(2)
ϕ ) задач (32) и (44) справедливы следующие оценки устойчивости:

(58) ‖Φ1 − Φ2‖Q ≤ ‖Φd1 − Φd2‖Q,

(59) ‖µ(1)
r − µ(2)

r ‖s,Ω ≤ (1/2)
√
α0/εα1‖Φd1 − Φd2‖Q,

(60) ‖µ(1)
ϕ − µ(2)

ϕ ‖s,Ω ≤ (1/2)
√
α0/εα2‖Φd1 − Φd2‖Q,

(61) ‖Φ1 − Φ2‖X ≤ (1/2)C1Cs(
√
α0/εα1 +

√
α0/εα2)‖Φd1 − Φd2‖Q.

Доказательство. Оценим сначала множитель Лагранжа Ψl, отвечающий трой-
ке (Φl, µ

(l)
r , µ

(l)
ϕ ), l = 1, 2. С этой целью обратимся к задаче (46), которая экви-

валентна следующему уравнению для множителя Ψl:

(62) A∗µl
Ψl = α0fl ∈ X∗, 〈fl, S〉 = −(Φl − Φdl , S)Q, l = 1, 2.

Здесь A∗µl
– сопряженный оператор к оператору Aµl

, определенному формулой
(26) при µ = µl = (µ

(l)
r , µ

(l)
ϕ ), l = 1, 2. Легко видеть, что |(Φl − Φdl , S)Q| ≤

‖Φl‖X + max(‖Φd1‖Q, ‖Φd2‖Q)‖S‖X ∀S ∈ X. Отсюда следует, что ‖fl‖X∗ ≤ M0
Φ,

а из Следствия 1, примененного к задаче (62) относительно Ψl, вытекает, что
для решения Ψl справедлива оценка

(63) ‖Ψl‖X ≤ C1α0‖fl‖X∗ ≤ C1α0M
0
Φ, M

0
Φ ≡MΦ + max(‖Φd1‖Q, ‖Φd2‖Q).

Используя оценки (6), (19), (48), (63) и неравенство Юнга 2cd ≤ δc2 +(1/δ)d2

∀c ≥ 0, d ≥ 0, δ > 0 при δ = 1, выводим с учетом условий (57), что

|a(µr, µϕ; Φ,Ψ1 + Ψ2)| ≤ Cs(‖µr‖s,Ω + ‖µϕ‖s,Ω)‖Φ‖X(‖Ψ1‖X + ‖Ψ2‖X) ≤

≤ 2C1α0M
0
ΦCs(‖µr‖s,Ω + ‖µϕ‖s,Ω) [C1Cs(‖µr‖s,Ω + ‖µϕ‖s,Ω)MΦ] =

≤ 4α0C
2
1C

2
sMΦM

0
Φ(‖µr‖2s,Ω + ‖µϕ‖2s,Ω) ≤

(64) ≤α1(1− ε)‖µr‖2s,Ω + α2(1− ε)‖µϕ‖2s,Ω.
Учитывая (64), из неравенства (49) тогда получаем, что

(65) α0‖Φ‖2Q ≤ α0‖Φd‖Q‖Φ‖Q − εα1‖µr‖2s,Ω − εα2‖µϕ‖2s,Ω.

Отсюда выводим оценку ‖Φ‖Q ≤ ‖Φd‖Q, эквивалентную в силу (47) оценке (58).
Используя данную оценку и неравенство ‖Φd‖Q‖Φ‖Q ≤ ‖Φ‖2Q + (1/4)‖Φd‖2Q,
вытекающее из неравенства Юнга при δ = 1/2, далее выводим из (65), что

(66) εα1‖µr‖2s,Ω + εα2‖µϕ‖2s,Ω ≤ α0‖Φd‖Q‖Φ‖Q − α0‖Φ‖2Q ≤
α0

4
‖Φd‖2Q.
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Из (66) выводим оценки (59), (60) для разностей ‖µ(1)
r −µ(2)

r ‖s,Ω и ‖µ(1)
ϕ −µ(2)

ϕ ‖s,Ω,
тогда как вторая оценка в (61) является очевидным следствием оценок (48),
(59) и (60). Теорема доказана. �

Стоит отметить, если положить Φd1 = Φd2, то из (58) следует, Φ1 = Φ2 в Q.
Тогда, учитывая (65) при α1, α2 > 0, получаем, µr и µϕ равны нулю. В таком
случае из (48) вытекает, что Φ ≡ Φ1 − Φ2 = 0 в X. Из приведенного факта
следует единственность решения задачи (44).

Подчеркнем, что устойчивость решений экстремальной задачи (32) доказана
при условии, что каждый из параметров α1 и α2 положителен. Это означает,
что слагаемые (α1/2)‖µr‖2s,Ω и (α2/2)‖µϕ‖2s,Ω в выражении минимизируемого
функционала J в (32) вносят регуляризующий эффект.

В этой статье была изучена задача управления для модели магнитного рас-
сеяния (2)–(5). Мы изучили некоторые новые свойства решения двумерной за-
дачи магнитной маскировки, доказали разрешимость экстремальной задачи
(32) и вывели систему оптимальности (15), (41)–(43), описывающую необхо-
димые условия экстремума. На основе анализа системы оптимальности были
установлены достаточные условия на исходные данные, которые обеспечива-
ют единственность и устойчивость решения задачи (32) относительно малых
возмущений функции Φd ∈ L2(Q), входящей в функционал качества (31). По
аналогичной схеме может быть исследована устойчивость относительно малых
возмущений внешнего поля Φe.

Отметим, что построенная система оптимальности может быть также ис-
пользована для разработки эффективного численного алгоритма, предназна-
ченного для решения экстремальной задачи (32). Альтернативный алгоритм
основывается на использовании метода роя частиц по схеме, предложенной
в [31] при численном решении задачи тепловой маскировки цилиндрического
тела. Разработке и исследованию свойств указанных алгоритмов, а также срав-
нительному анализу результатов, полученных с их помощью, будет посвящена
отдельная статья автора.
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