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О НОВОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ГРУППЫ ВИРТУАЛЬНЫХ
КОС

А.А. КОРОБОВ, О.А. КОРОБОВ

Abstract. We propose a representation of the virtual braid group
V Bn into the automorphism group of a free product of a free groups
and a free Abelian groups. V. G. Bardakov, Yu. A. Mikhalchishina and
M. V. Neshchadim proposed a representation φM of the virtual braid
group V Bn into the automorphism group of a free product of a free
group and a free Abelian group. Our representation generalizes this
representation φM . It is proved that the kernel of new representation
is contained in the kernel of representation φM . It is proved that natural
genetic code of image of the virtual braid group V Bn with respect to
new representation has strong symmetry.
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1. Введение

Основная проблема теории узлов — классификация узлов с точностью до эк-
вивалентности. Ключевую роль в ее решении играют инварианты узлов. Связь
между зацеплениями и косами задается теоремами Александера и Маркова.
Теорема Александера утверждает, что любое зацепление можно представить
в виде замыкания косы. Теорема Маркова сводит проблему классификации
зацеплений к ряду алгебраических проблем для групп кос.

В последние десятилетия возникли некоторые обобщения теории узлов. Од-
ним из таких обобщений является теория виртуальных узлов, введенная Ка-
уффманом в 1996 году [1]. Кауффман определил группу виртуальных кос, ко-
торая играет ту же роль в теории виртуальных узлов, что и классическая
группа кос в теории узлов. Для виртуальных узлов доказаны аналоги теорем
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Александера и Маркова ([1]– [2]; [3], 21.5). Известно, что группа узла является
сильным инвариантом классических узлов. Естественно попробовать опреде-
лить аналог этого инварианта для виртуального узла. Существует несколь-
ко подходов к определению группы виртуальных узлов и зацеплений. Первое
определение было дано Кауфманом в 1996 году, но определенная им группа не
отличала виртуальный трилистник от тривиального узла. В работе Бардако-
ва [4] группы виртуальных узлов независимо определялись при помощи пред-
ставления группы виртуальных кос автоморфизмами свободной группы. Далее
было дано определение Сильвера и Вильямс [5]–[6] и затем Боден, Диес, Гауд-
ре, Харпер, Никас [7]. К этому же кругу исследований примыкает диссертация
Михальчишиной, а также статья [12] трех авторов (Бардакова, Михальчиши-
ной и Нещадима), где было построено представление группы виртуальных кос
в группу автоморфизмов свободного произведения свободной и свободной абе-
левой групп, обобщающее все ранее известные представления.

В настоящей статье предлагается новое представление группы виртуальных
кос в группу автоморфизмов свободного произведения свободных и свободных
абелевых групп, ядро которого содержится в ядре представления Бардакова —
Михальчишиной —Нещадима (теорема 1), вводится понятиe сильной симмет-
рии для генетического кода гомоморфного образа группы кос и группы вирту-
альных кос, приводятся примеры гомоморфных образов группы кос и группы
виртуальных кос, обладающих сильной симметрией. Доказано, что естествен-
ный генетический код образа группы виртуальных кос под действием нового
представления обладает сильной симметрией, ну а ответ на аналогичный во-
прос для представления Бардакова —Михальчишиной —Нещадима до сих пор
неизвестен. Кроме того, небольшая модификация отображений, задающих но-
вое представление, приводит к представлению группы виртуальных крашеных
кос с нетривиальным ядром (теорема 2).

2. Определения и предварительные результаты

Напомним известные результаты о группах классических кос, группах вир-
туальных кос и их представлениях автоморфизмами (более подробно см. [1],
[4], [8]–[11]).

Группа кос Bn на n, n ≥ 2, нитях задается порождающими элементами
σ1, σ2, ..., σn−1 и определяющими соотношениями

(1) σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2,

(2) σiσj = σjσi при |i− j| ≥ 2.

Существует гомоморфизм группы Bn на группу подстановок Sn, отображаю-
щий порождающий σi в транспозицию (i, i+ 1), i = 1, 2, . . . , n− 1.

Определение.
Будем говорить, что множество словW свободной группы Fm обладает силь-

ной симметрией, если каждое слово из W , прочитанное в обратном порядке,
также принадлежит W .

Замечание 1. Группа ⟨σ−1
1 , σ−1

2 , . . . , σ−1
n−1⟩ не только изоморфна группе кос

Bn, но и обладает тем же самым генетическим кодом. Поэтому любое соот-
ношение группы кос обладает сильной симметрией: слово свободной группы
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является соотношением группы кос в не зависимости от того, читается ли оно
слева направо или справа налево.

Группа виртуальных кос V Bn порождается группой классических кос Bn =
⟨σ1, σ2, . . . , σn−1⟩ и группой подстановок Sn = ⟨ρ1, ρ2, . . . , ρn−1⟩. Порождающие
σi, i = 1, 2, . . . , n−1, удовлетворяют соотношениям (1), (2), а порождающие ρi,
i = 1, 2, . . . , n− 1, — следующим соотношениям (соотношения в группе подста-
новок Sn):

(3) ρ2i = 1 при i = 1, 2, . . . , n− 1,

(4) ρiρj = ρjρi при |i− j| ≥ 2,

(5) ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2,

Остальные определяющие соотношения группы V Bn смешанные и имеют
вид

(6) σiρj = ρjσi при |i− j| ≥ 2,

(7) ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2.

Для группы виртуальных кос V Bn по-прежнему справедливо замечание 1, и
множество соотношений этой группы обладает сильной симметрией.

Группа виртуальных крашеных кос V Pn является ядром гомоморфизма
V Bn 7→ Sn, при котором

σi 7→ ρi, ρi 7→ ρi, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Как было установлено в [4], группа V Pn порождается элементами

λi,i+1 = ρiσ
−1
i , λi+1,i = ρiλi,i+1ρi = σ−1

i ρi, i = 1, 2, . . . , n− 1,

λij = ρj−1ρj−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρj−2ρj−1,

λji = ρj−1ρj−2 . . . ρi+1λi+1,iρi+1 . . . ρj−2ρj−1, 1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1.

В [12] было определено представление φM группы виртуальных кос, кото-
рое обобщает многие известные ранее. Пусть Fn,2n+1 = Fn ∗Z2n+1 — свободное
произведение, где Fn — свободная группа ранга n, порожденная элементами
x1, . . . , xn, а Z2n+1 — свободная абелева группа, свободно порожденная элемен-
тами u1, u2, . . . , un, v0, v1, v2, . . . , vn. Отображение
φM : V Bn → Aut(Fn,2n+1), определенное действием на порождающих:

φM (σi) :

{
xi 7→ xix

ui
i+1x

−v0ui+1

i

xi+1 7→ xv0i
φM (σi) :

{
ui 7→ ui+1

ui+1 7→ ui
φM (σi) :

{
vi 7→ vi+1

vi+1 7→ vi

φM (ρi) :

{
xi 7→ x

v−1
i
i+1 ,

xi+1 7→ x
vi+1

i ,
φM (ρi) :

{
ui 7→ ui+1,
ui+1 7→ ui,

φM (ρi) :

{
vi 7→ vi+1,
vi+1 7→ vi,

задает представление группы V Bn в группу Aut(Fn,2n+1). Там же доказано

Предложение 1. Представление φM действует на порождающих группы
V Pn по формулам

φM (λi,i+1) :

{
xi 7→ (x

−v−1
0

i+1 xix
ui
i+1)

u−1
i+1v

−1
i+1 ,

xi+1 7→ x
v−1
0 vi
i+1 ,
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φM (λi+1,i) :

{
xi 7→ x

v−1
0 vi+1

i ,

xi+1 7→ (x
−v−1

0 vi+1

i x
v−1
i
i+1x

vi+1ui+1

i )u
−1
i ,

φM (λij) :

 xi 7→ (x
−v−1

0 v−1
i+1...v

−1
j−1

j xix
v−1
i+1...v

−1
j−1ui

j )u
−1
j v−1

j ,

xj 7→ x
v−1
0 vi
j ,

φM (λji) :

{
xi 7→ x

v−1
0 vj
i ,

xj 7→ (x
−v−1

0 vj
i x

v−1
i ...v−1

j−1

j x
vjuj

i )u
−1
i vi+1...vj−1 ,

где 1 ≤ i < j − 1 ≤ n.

До сих пор неизвестно обладет ли множество соотношений группы φM (V Bn)
сильной симметрией.

Напомним, что представление φ : Bn → Aut(Fn), где Fn = ⟨x1, x2, . . . , xn⟩ –
свободная группа ранга n, называется локальным, если

σφi :

{
xi 7→ λ(xi, xi+1),
xi+1 7→ µ(xi, xi+1),

где λ, µ – приведенные слова в свободной группе, порожденной xi и xi+1. Здесь
и далее при указании действия отображения на порождающих группы мы ука-
зываем только нетривиальное действие на порождающих, подразумевая, что
остальные порождающие остаются на месте. Этого правила мы будем придер-
живаться и при задании любого гомоморфизма группы, порождённой фикси-
рованной системой порождающих.

В случае, когда λ(xi, xi+1) = xixi+1x
−1
i , µ(xi, xi+1) = xi получается клас-

сическое представление Артина φA. Именно локальность обеспечивает вы-
полнение на группе, порождённой указанными автоморфизмами, всех корот-
ких (т. е. вида (2)) соотношений группы кос. Представление Бардакова —
Михальчишиной —Нещадима и его обобщение, рассмотренное в этой статье,
имеют похожую структуру. Поэтому, допуская некоторую вольность речи, бу-
дем говорить, что локальность представления Бардакова —Михальчишиной —
Нещадима и его обобщения обеспечивает выполнение на группе, порождённой
указанными тремя авторами и авторами этой статьи автоморфизмами, всех
коротких (т. е. вида (2), (4), (6)) соотношений группы виртуальных кос. Пред-
ставление Артина группы кос является точным (см. [9]), поэтому множество
соотношений группы φA(Bn) обладет сильной симметрией. В статье [13] Лонг и
Патон показали, что образ группы кос на n нитях относительно представления
Буррау обладает сильной симметрией. Рассуждая теми же методами можно по-
казать, что матричное представление Бардакова (см. [14]) группы V Bn также
обладает сильной симметрией, если в нем сделать специализацию t = q2.

Следующее предложение хорошо известно.

Предложение 2. Пусть An свободная абелева группа со совободными об-
разующими f1, . . . , fn, m ∈ N. Тогда An/(An)

m свободная абелева груп-
па экспоненты m со свободными образующими f1(An)

m, . . . , fn(An)
m. Кро-

ме того, An/(An)m — прямое произведение циклических групп порядка m и
|An/(An)m| = mn.
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3. Новое представление группы виртуальных кос

Теперь мы определим представление группы виртуальных кос V Bn, которое
обобщает представления, введенные ранее.

Рассмотрим свободную группу G со свободными образующими x1, . . . , xn,
свободную группу Ĝ со свободными образующими y1, . . . , yn, свободную в неко-
тором многообразии группуK1 со свободными образующими u1, u2, . . . , un, сво-
бодную в некотором многообразии группу K̂1 со свободными образующими
p1, p2, . . . , pn, свободную в некотором многообразии группу K2 со свободными
образующими v0, v1, v2, . . . , vn, свободную в некотором многообразии группу K̂2

со свободными образующими q0, q1, q2, . . . , qn.
Ниже мы приведём некоторый способ, позволяющий по двум абстрактным

группам строить третью, таким образом будет на классе групп определена
бинарная операция в смысле универсальной алгебры.

Определение.
Будем бинарную операцию на классе всех групп называть универсальною,

если результат U ее применения к группам G и H обладает следующими свой-
ствами:
1) существуют вложения j1 группы G в U и j2 группы H в U , и
U =гр(j1(G), j2(H));
2) для любых двух автоморфизмов φ и ψ групп G и H, соответственно, суще-
ствует единственный эндоморфизм группы U такой, что его сужение на j1(G)
совпадает с φ, а сужение на j2(H) совпадает с ψ после естественных отож-
дествлений. Примерами такой универсальной операции являются свободное и
прямое произведения двух групп. Дальше, когда речь идёт о группе, получен-
ной универсальной операцией, символы j1 и j2 будем опускать.

Лемма 1. Пусть K = гр(K1,K2) — результат применения универсальной
бинарной групповой операции, K̂ = гр(K̂1, K̂2) — результат применения уни-
версальной бинарной групповой операции. Следующие отображения

σ̂i :


xi 7→ xix

ui
i+1x

−v0ui+1

i ,
xi+1 7→ xv0i ,

yi 7→ y
q−1
0
i+1 ,

yi+1 7→ (y
−q−1

0
i+1 yiy

pi
i+1)

p−1
i+1 ,

σ̂i :


ui 7→ ui+1,
ui+1 7→ ui,
pi 7→ pi+1,
pi+1 7→ pi,

σ̂i :


vi 7→ vi+1,
vi+1 7→ vi,
qi 7→ qi+1,
qi+1 7→ qi;

ρ̂i :


xi 7→ x

v−1
i
i+1 ,

xi+1 7→ x
vi+1

i ,

yi 7→ y
q−1
i
i+1 ,

yi+1 7→ y
qi+1

i ,

ρ̂i :


ui 7→ ui+1,
ui+1 7→ ui,
pi 7→ pi+1,
pi+1 7→ pi,

ρ̂i :


vi 7→ vi+1,
vi+1 7→ vi,
qi 7→ qi+1,
qi+1 7→ qi.

продолжаются до автоморфизмов свободного произведения G ∗ Ĝ ∗K ∗ K̂.

Доказательство. Ясно, что все эти отображения продолжаются до эндомор-
физмов группы G ∗ Ĝ ∗K ∗ K̂. Так как отображения
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θ̂i :


xi 7→ x

v−1
0
i+1 ,

xi+1 7→ (x
−v−1

0
i+1 xix

pi
i+1)

p−1
i+1 ,

yi 7→ yiy
pi
i+1y

−q0pi+1

i ,
yi+1 7→ yq0i ,

θ̂i :


ui 7→ ui+1,
ui+1 7→ ui,
pi 7→ pi+1,
pi+1 7→ pi,

θ̂i :


vi 7→ vi+1,
vi+1 7→ vi,
qi 7→ qi+1,
qi+1 7→ qi

также продолжаются до эндоморфизмов свободного произведения G∗Ĝ∗K∗K̂,
а отображение σ̂iθ̂i продолжается до тождественного автоморфизма, то ядра
всех эндоморфизмов σ̂i тривиальны. Значит, σ̂i — автоморфизм группы G∗ Ĝ∗
K ∗ K̂. Для отображений ρ̂i лемма доказывается аналогично. �

Лемма 2. Пусть x1, . . . , xn свободные образующие свободной группы G, H
абелева группа. Пусть

φij :

{
xi 7→ xai ,

xj 7→ x−bi xcjx
d
i ,

— эндоморфизм группы G ∗ H, оставляющий все элементы из H на месте,
где a, b, c, d ∈ H и i ̸= j. Тогда φij — автоморфизм группы G ∗H.

Доказательство. Зафиксируем i и j и вместо φij далее будем писать φ. Рас-
смотрим эндоморфизм группы G ∗H

ψ :

{
xi 7→ xa

−1

i ,

xj 7→ (xa
−1b
i xjx

−a−1d
i )c

−1

,

оставляющий на месте все элементы из H.
Так как отображение ψφ продолжается до тождественного автоморфизма,

то ядро эндоморфизма φ тривиально. Значит, φ — автоморфизм группы G ∗
H. �

Нетривиальное соотношение между автоморфизмами σ̂i, ρ̂j будет нетриви-
альным соотношением и между их сужениями, которые мы будем обозначать
теми же символами, на свободное произведение G ∗K, поэтому полезна следу-
ющая

Лемма 3. Автоморфизм σ̂iσ̂i+1σ̂i есть продолжение отображения, заданно-
го на порождающих группы G ∗K следующим образом:

σ̂iσ̂i+1σ̂i :



xi 7→ xix
ui
i+1x

uiui+1

i+2 [x
−v20ui+2ui+1

i , [ui+1, v0ui+2]]x
−uiv0ui+2

i+1 x
−v0ui+2

i ,

xi+1 7→ (xix
ui
i+1x

−v0ui+1

i )v0 ,

xi+2 7→ x
v20
i ,

ui 7→ ui+2,
ui+2 7→ ui,
vi 7→ vi+2,
vi+2 7→ vi;
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автоморфизм σ̂i+1σ̂iσ̂i+1 есть продолжение отображения, заданного на по-
рождающих группы G ∗K следующим образом:

σ̂i+1σ̂iσ̂i+1 :



xi 7→ xi(xi+1x
ui+1

i+2 x
−v0ui+2

i+1 )uix
−v0ui+2

i ,

xi+1 7→ xv0i x
v0ui
i+1 x

−v20ui+1

i ,

xi+2 7→ x
v20
i ,

ui 7→ ui+2,
ui+2 7→ ui,
vi 7→ vi+2,
vi+2 7→ vi;

автоморфизм ρ̂iρ̂i+1σ̂i есть продолжение отображения, заданного на порож-
дающих группы G ∗K следующим образом:

ρ̂iρ̂i+1σ̂i :



xi 7→ x
v−1
i v−1

i+1

i+2 ,

xi+1 7→ (xix
ui
i+1x

−v0ui+1

i )vi+2 ,
xi+2 7→ x

v0vi+2

i

ui 7→ ui+2,
ui+2 7→ ui,
vi 7→ vi+2,
vi+2 7→ vi;

автоморфизм σ̂i+1ρ̂iρ̂i+1 есть продолжение отображения, заданного на по-
рождающих группы G ∗K следующим образом:

σ̂i+1ρ̂iρ̂i+1 :



xi 7→ x
v−1
i+1v

−1
i

i+2 ,

xi+1 7→ x
vi+2

i x
vi+2ui

i+1 x
−vi+2v0ui+1

i ,
xi+2 7→ x

vi+2v0
i ,

ui 7→ ui+2,
ui+2 7→ ui,
vi 7→ vi+2,
vi+2 7→ vi.

Во введённых выше обозначениях справедлива следующая

Теорема 1. Пусть K = гр(K1,K2) — результат применения универсальной
бинарной групповой операции, K̂ = гр(K̂1, K̂2) — результат применения уни-
версальной бинарной групповой операции. Отображение, определяемое прави-
лом σi 7→ σ̂i, ρi 7→ ρ̂i, задаёт гомоморфизм φK : V Bn → Aut(G ∗ Ĝ ∗ K ∗ K̂)

тогда и только тогда, когда K1,K2, K̂1, K̂2 — свободные группы некоторых
многообразий абелевых групп и K = K1 ×K2, K̂ = K̂1 × K̂2.

Доказательство. Достаточность. Пусть, сначала, K = K1×K2, K̂ = K̂1× K̂2,
где K1,K2, K̂1, K̂2 — относительно свободные абелевы группы. Достаточно по-
казать, что на группе гр(σ̂i, ρ̂i|i = 1, 2, . . . n − 1) выполнены все соотношения
группы виртуальных кос V Bn. Тогда лемма 3 гарантирует, что для суже-
ния этой группы на G ∗ K выполнены длинные соотношения группы кос и
длинные смешанные соотношения. Для любых i, k каждый из автоморфизмов
σi|G∗K , ρk|G∗K является продолжением отображения множества свободных об-
разующих, имеющего локальный характер. Поэтому на сужении выполнены
все короткие соотношения группы кос и все короткие смешанные соотноше-
ния. Теперь покажем, что на сужении группы гр(σ̂i, ρ̂i|i = 1, 2, . . . n − 1) на
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свободное произведение Ĝ ∗ K̂ выполнены все соотношения группы виртуаль-
ных кос V Bn.

Это равносильно следующему утверждению:
для сужения группы гр(σ̂−1

i , ρ̂−1
i |i = 1, 2, . . . n − 1) на свободное произведение

Ĝ ∗ K̂ выполнены все соотношения группы виртуальных кос V Bn. Последнее
сужение ничем не отличается от сужения, рассмотренного в начале, и для него
указанное утверждение выполнено.

Теперь мы легко завершим доказательство достаточности. Пусть
w — такое несократимое слово свободной группы ранга 2n − 2, что
w(σ1, ..., σn−1, ρ1, ..., ρn−1) = 1. Тогда, по доказанному, сужения автомор-
физма w(σ̂1, ..., σ̂n−1, ρ̂1, ..., ρ̂n−1) на свободные произведения G ∗ K и Ĝ ∗ K̂
тривиальны. Тогда его можно продолжить до тождественного эндоморфизма
на всю группу G ∗ Ĝ ∗ K ∗ K̂. По свойству свободного произведения двух
групп такое продолжение единственно. Поэтому w(σ̂1, ..., σ̂n−1, ρ̂1, ..., ρ̂n−1) = 1.
Достаточность доказана.

Необходимость. Пусть существует гомоморфизм φK группы V Bn в груп-
пу автоморфизмов свободного произведения G ∗ Ĝ ∗ K ∗ K̂, действующий на
порождающих этого свободного произведения по указанному в теореме прави-
лу. Так как ρ1ρ2σ1 = σ2ρ1ρ2, то, применяя гомоморфизм φK к обеим частям
этого равенства, получим ρ̂1ρ̂2σ̂1 = σ̂2ρ̂1ρ̂2. Тогда по лемме 3 v2v1x3v

−1
1 v−1

2 и
v1v2x3v

−1
2 v−1

1 — две нормальные формы одного и того же элемента свободного
произведения G∗K2. Известно, что нормальная форма в таком свободном про-
изведении единственна у каждого его элемента. Следовательно, v1v2 = v2v1.
Так как v1, ..., vn — свободные образующие относительно свободной группы K2,
то слово [v1, v2] является тождеством на группе K2, то есть K2 — абелева груп-
па. Теперь применим гомоморфизм φK к обеим частям равенства σiσi+1σi =
σi+1σiσi+1. Тогда получим σ̂iσ̂i+1σ̂i = σ̂i+1σ̂iσ̂i+1. Теперь из леммы 3 следует,
что в свободном произведении G ∗K есть элемент, который имеет две записи:
a = u−1

i v−1
0 xi+1v0uiu

−1
i+1v

−2
0 x−1

i v20ui+1 и b = v−1
0 u−1

i xi+1uiu
−1
i+1v

−1
0 x−1

i v0ui+1v0.
Тогда нормальная форма элемента v0uia должна начинаться всегда с нетри-
виального элемента из G, даже в том случае, когда запись b не являет-
ся нормальной формой элемента свободного произведения G ∗ K. Поэтому
v0uiv

−1
0 u−1

i = 1, v0ui+1v
−1
0 u−1

i+1 = 1. Приравнивая значения автоморфизма
σ̂iσ̂i+1σ̂i = σ̂i+1σ̂iσ̂i+1 в точке xi, согласно лемме 3, получим

u−1
i+1u

−1
i xi+2uiu

−1
i+2v

−2
0 x−1

i ui+2ui+1u
−1
i+2u

−1
i+1xiv0ui+1u

−1
i x−1

i+1uiv0ui+2 =

u−1
i u−1

i+1xi+2ui+1u
−1
i+2v

−1
0 x−1

i+1v0ui+2ui.

Снова левую часть обозначим через a, а правую — через b. Тогда нормальная
форма элемента bu−1

i u−1
i+2 должна заканчиваться всегда на нетривиальный эле-

мент из G, даже в том случае, когда запись b не является нормальной формой
элемента свободного произведения G∗K. Поэтому uiui+2u

−1
i u−1

i+2 = 1. Тогда из
a = b следует v0unv−1

0 u−1
n = 1 и v0 ∈ Z(K). Теперь, как выше, можем заклю-

чить, что K1 — абелева группа. Аналогично доказывается абелевость групп
K̂2, K̂1.

Наконец, подействуем автоморфизмом ρ̂1ρ̂2σ̂1 = σ̂2ρ̂1ρ̂2 на x2. Тогда лемма
3 нам дает такие две записи элемента свободного произведения G ∗ K: a =
v−1
3 u−1

1 x2u1u
−1
2 v−1

0 x−1
1 u2v3 и b = u−1

1 v−1
3 x2v3u1u

−1
2 v−1

0 v−1
3 x−1

1 v3u2. Нормальная
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форма элемента u1v3a снова обязана начинаться с нетривиального элемента из
G. Поэтому u1v3u−1

1 v−1
3 = 1. Возьмем произвольные индексы i, j из множества

{1, 2, ..., n}. Так как u1, ..., un — система свободных образующих группы K1, а
v1, ..., vn — система свободных образующих группы K2, то отображения u1 7→
ui, v3 7→ vj можно продолжить до автоморфизмов µi и νj групп K1 и K2,
соответственно. Из универсальности бинарной операции над группами следует,
что существует эндоморфизм θ группы K, продолжающий µi и νj . Поэтому
uivj = vjui.

Осталось показать, что K1∩K2 = 1. Обозначим �−1 — автоморфизм группы
K1, обращающий каждый её элемент. Из универсальности бинарной операции
над группами следует, что существует эндоморфизм θ группы K, продолжаю-
щий �−1 и тождественный автоморфизм группы K2. Следовательно, каждый
элемент группы K1 ∩ K2 совпадает со своим обратным. Значит, отсутствие
кручения в группе K1 гарантирует нам, что K1 ∩K2 = 1.

Теперь рассмотрим случай, когда группа K1 не является свободной абеле-
вой группой. Тогда она имеет период m (см. [15], 13.51). Значит, группа K1

конечна и её порядок равен mn (предложение 2). Если m нечётно, то силовская
2-подгруппа группы K1 тривиальна, и поэтому K1∩K2 = 1. Предположим, что
K1 ∩K2 ̸= 1. Тогда m = 2sq, где q нечётно, и силовская 2-подгруппа S группы
K1 имеет порядок 2sn. Рассмотрим V = S2s−1

как векторное пространство раз-
мерности n над полем из двух элементов. Тогда K1 ∩ K2 — подпространство
векторного пространства V . Достаточно для любого неединичного элемента
группы V указать автоморфизм группы V , не оставляющий на месте этот эле-
мент, который можно продолжить до автоморфизма группы S. В самом деле,
пусть δ0 — такой автоморфизм, δ — его продолжение на группу K1, которое
существует, потому что K1 является прямым произведением своих силовских
подгрупп (см. [16] теорема 17.1.4). Тогда тождественный автоморфизм группы
K2 и автоморфизм δ нельзя продолжить до эндоморфизма группы K.

Пусть, напротив, для элемента a ∈ V такого автоморфизма не существует.
Для завершения доказательства равенства K1 ∩K2 = 1 осталось указать две
такие подгруппы H1 и H2 группы Aut(V ), что каждый элемент из H1 ∪ H2

продолжается до автоморфизма группы S и Fix(H1) ∩ Fix(H2) = 1. Рассмот-
рим произвольное разложение ⟨g1⟩× . . .×⟨gn⟩ группы S в прямое произведение
циклических подгрупп порядка 2s. Они существуют по предложению 2. Тогда
ei = g2

s−1

i , i = 1, . . . , n, — базис векторного пространства V над полем из двух
элементов. Обозначим через H(g1, . . . , gn) группу линейных операторов про-
странства V , индуцированную всевозможными перестановками векторов этого
базиса. Очевидно, в подпространстве Fix(H(g1, . . . , gn)) существует единствен-
ный ненулевой вектор e1 . . . en. Обозначим wi = uqi . Тогда каждый элемент из
H(w1, w2, . . . , wn) и H(w1w2, w2, . . . , wn) продолжается до автоморфизма груп-
пы S и Fix(H(w1, w2, . . . , wn)) ∩ Fix(H(w1w2, w2, . . . , wn)) = 1.

Полученное противоречие завершает рассмотрение случая, когда группа K1

не является свободной абелевой группой. Для группы K̂ можно провести ана-
логичные рассуждения. �

Замечание 2. Очевидно, ker(φK) ⊆ ker(φM ). Кроме того, если

w(σ̂1, ..., σ̂n−1, ρ̂1, ..., ρ̂n−1) = 1,
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то w(σ̂−1
1 , ..., σ̂−1

n−1, ρ̂1, ..., ρ̂n−1) = 1. Поэтому соотношения группы (V Bn)
φK об-

ладают сильной симметрией.
Обозначим образ группы V Pn относительно φK через A. Пусть теперь да-

на произвольная абелева группа B с порождающими v̄0, ..., v̄n, q̄0, ..., q̄n. То-
гда отображение vi 7→ v̄i, qi 7→ q̄i можно продолжить до гомоморфизма
ϑ : K2 × K̂2 → B.

Положим λii = 1, i = 1, . . . , n. Составим (n× n)-матрицу Λ из канонических
порождающих λij группы V Pn. Поставим ей в соответствие (n × n)-матрицу
Λϑ с еденичной главной диагональю, соcтоящую из эндоморфизмов λϑij , где

x
λϑ
ij

k получается из слова xλ̂ij

k заменой vs на vϑs , y
λϑ
ij

k получается из слова yλ̂ij

k

заменой qr на qϑr , λϑij |((K1×Kϑ
2 )×(K̂1×K̂ϑ

2 ))
= 1.

Лемма 4. Каждый элемент матрицы Λϑ является автоморфизмом группы
G ∗ Ĝ ∗ ((K1 ×Kϑ

2 )× (K̂1 × K̂ϑ
2 )).

Доказательство. Пусть i и j такие различные натуральные числа, что 1 ≤
i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n. По лемме 2 и предложению 1 сужение λϑij на G ∗ (K1 ×Kϑ

2 )

является автоморфизмом, а также сужение λϑij на Ĝ ∗ (K̂1 × K̂ϑ
2 ) является

автоморфизмом. Поэтому ядро эндоморфизма λϑij тривиально. �

СЛЕДСТВИЕ. На группе Aϑ = гр(λϑij |i ̸= j и i, j = 1, . . . , n) выполнены
все соотношения группы виртуальных крашеных кос V Pn.

Доказательство. Ясно что, выполнение на группе A всех соотношений группы
виртуальных крашеных кос V Pn равносильно выполнению на группе H = G ∗
Ĝ ∗ ((K1 × K2) × (K̂1 × K̂2)) некоторой конечной системы W соотношений.
Возьмём произвольное слово w ∈W , то есть

w(x1, ..., xn, y1, ..., yn, u1, ..., un, p1, ..., pn, v0, ..., vn, q0, ..., qn) = 1

— соотношение в группе H. Ясно, что систему гомоморфизмов, состоящую
из гомоморфизма ϑ группы K2, гомоморфизма ϑ группы K̂2, тождественного
автоморфизма K1, тождественного автоморфизма группы K̂1, тождественного
автоморфизма группы G, и тождественного автоморфизма группы Ĝ, можно
продолжить до гомоморфизма κ группы H. Применим его к рассматриваемому
соотношению. Тогда получим

w(x1, ..., xn, y1, ..., yn, u1, ..., un, p1, ..., pn, v
ϑ
0 , ..., v

ϑ
n, q

ϑ
0 , ..., q

ϑ
n) = 1.

Соотношение w из W было выбрано произвольно, поэтому на группе Hκ вы-
полнена система соотношений W , что равносильно тому, что на Aϑ выполнены
все соотношения группы виртуальных крашеных кос V Pn. �

Итак, отображение, определяемое правилом λij 7→ λϑij , задает гомоморфизм

φK,ϑ : V Pn → Aut(G ∗ Ĝ ∗ ((K1 ×Kϑ
2 )× (K̂1 × K̂ϑ

2 ))).

Теорема 2. Пусть n ≥ 3, ϑ — такой гомоморфизм группы K2 × K̂2, что
vϑ0 = vϑ1 = vϑ3 , qϑ0 = qϑ1 = qϑ3 . Тогда гомоморфизм φK,ϑ : V Pn → Aut(G∗Ĝ∗((K1×
Kϑ

2 )×(K̂1×K̂ϑ
2 ))) имеет нетривиальное ядро, а именно, [[λ−1

12 , λ32], [λ21, λ
−1
23 ]] ∈

kerφK,ϑ.
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Доказательство. Пусть λ = ρ1σ
−1
1 , µ = ρ2σ2, η = ρ1σ1, ν = ρ2σ

−1
2 .

Ясно, что λ, µ, η, ν ∈ V Pn. Сначала покажем , что [λ−1, µ−1][η−1, ν−1] ̸=
[η−1, ν−1][λ−1, µ−1]. Для этого достаточно показать, что различны образы при
отображении φK . Дальше буква со шляпочкой будет обозначать образ при
отображении φK . Имеем

λ̂|G∗(K1×K2) :


x1 7→ (x

−v−1
0

2 x1x
u1
2 )u

−1
2 v−1

2 ,

x2 7→ x
v−1
0 v1

2 ,
x3 7→ x3;

λ̂−1|G∗(K1×K2) :


x1 7→ x

v−1
1

2 xv2u2
1 x

−v−1
1 v0u1

2 ,

x2 7→ x
v−1
1 v0

2 ,
x3 7→ x3;

µ̂|G∗(K1×K2) :


x1 7→ x1,

x2 7→ x
v0v

−1
3

2 ,
x3 7→ (x2x

u2
3 x−v0u3

2 )v2 ;

η̂|G∗(K1×K2) :


x1 7→ x

v−1
2 v0

1 ,
x2 7→ (x1x

u1
2 x−v0u2

1 )v1 ,
x3 7→ x3;

ν̂|G∗(K1×K2) :


x1 7→ x1,

x2 7→ (x
−v−1

0
3 x2x

u2
3 )v

−1
3 u−1

3 ,

x3 7→ x
v−1
0 v2

3 .

Достаточно показать, что x[λ̂
−1,µ̂−1][η̂−1,ν̂−1]

1 ̸= x
[η̂−1,ν̂−1][λ̂−1,µ̂−1]
1 . Так как ав-

томорфизм [η̂−1, ν̂−1] оставляет неподвижной переменную x1, то последнее
условие равносильно неравенству yη̂ν̂ ̸= yν̂η̂, где y = x

[λ̂−1,µ̂−1]u2v2
1 .

Теперь найдём выражение для y. Имеем

xλ̂µ̂λ̂
−1µ̂−1

1 = (x
−v−1

1
2 x

v−1
0 v−1

1 v3
2 xv2u2

1 x
−v−1

1 v3u1

2 x
u1v

−1
1 v0

2 )u
−1
2 v−1

2

Обозначим x
v−1
1

2 через z2 и xv2v
−1
0

1 через z1. Тогда

y = z−1
2 z

v−1
0 v3

2 xv2u2
1 z−v3u1

2 zu1v0
2 .

Непосредственно проверяется, что

zη̂ν̂η̂
−1ν̂−1

2 =

x
v2v

−1
0

1 (x
−v−1

2
3 (x

−v2v−1
0

1 (x
v−1
2

3 xu3v3
2 x

−u2v0v
−1
2

3 )v
−1
1 xu2v2

1 )u
−1
1 x

u2v0v
−1
2

3 )u1v
−1
3 u−1

3 x−u2v2
1

Пусть, напротив yη̂ν̂ = yν̂η̂. Ясно, что отображение vi 7→ vi, u1 7→ v−1
3 , u2 7→

v−1
0 , u3 7→ v−1

0 , x3 7→ 1, xj 7→ xj при j ̸= 3, можно продолжить до гомоморфизма
ζ свободного произведения G∗ (K1×K2) на свободное произведение Gζ ∗ (Kζ

1 ×
Kζ

2 ).
Применив гоморфизм ζ к равенству yη̂ν̂η̂

−1ν̂−1

= y, получим

z−1
2 zv2z1z

−1
2 zv

−1

2 = z−1
3 zv3z1z

−1
3 zv

−1

3 ,
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где v = v−1
0 v3, z3 = z

[v0v
−1
3 ,z−1

1 ]
2 . Обозначим элемент свободной группы

гр(z1, z2, v), стоящий в левой части полученного равенства через a, а элемент
стоящий в правой части — через b. Тогда несократимая запись для a начина-
ется с z−1

2 , а для b — с z1. Полученное противоречие показывает, что yη̂ν̂ ̸= yν̂η̂

и [λ−1, µ−1][η−1, ν−1] ̸= [η−1, ν−1][λ−1, µ−1].
Для завершения доказательства теоремы достаточно рассмотреть конкрет-

ный гомоморфизм ϑ : vϑi = v0, q
ϑ
i = q0 при i ̸= 2. Теперь достаточно проверить,

что коммутатор [[λ−1
12 , λ32], [λ21, λ

−1
23 ]] лежит в ядре представления группы V B3.

Образы при гомоморфизме φK,ϑ будем обозначать соответствующей буквой с
волной. Формулы для λ̃ и µ̃ примут вид:

λ̃|G∗(K1×Kϑ
2 ) :

 x1 7→ (x
−v−1

0
2 x1x

u1
2 )u

−1
2 v−1

0 ,
x2 7→ x2,
x3 7→ x3;

µ̃|G∗(K1×Kϑ
2 ) :


x1 7→ x1,
x2 7→ x2,

x3 7→ (x2x
u2
3 x−v0u3

2 )v0 .

Очевидно, что порождающие x1, x2, x3 лежат в некоторой инвариантной от-
носительно обоих автоморфизмов λ, µ группе неподвижных точек одного из
них, инвариантным (относительно другого из них) образом дополняемой. Итак,
[λ̃−1, µ̃−1]|G∗(K1×Kϑ

2 ) = 1.
Так как действие автоморфизма λϑ21 на Ĝ ∗ (K̂1 × K̂ϑ

2 ) задаётся формулой

λϑ21|Ĝ∗(K̂1×K̂ϑ
2 ) :

 y1 7→ y
q−1
1

2 yq2p21 y
−q−1

1 q0p1
2 ,

y2 7→ y2,
y3 7→ y3,

а действие автоморфизма (λϑ23)
−1 на Ĝ ∗ (K̂1 × K̂ϑ

2 ) задаётся формулой

(λϑ23)
−1|Ĝ∗(K̂1×K̂ϑ

2 ) :


y1 7→ y1,
y2 7→ y2,

y3 7→ (y−1
2 y

q−1
2

3 yq0p32 )p
−1
2 ,

то снова порождающие y1, y2, y3 лежат в некоторой инвариантной относительно
обоих автоморфизмов λϑ21, (λ

ϑ
23)

−1 группе неподвижных точек одного из них,
инвариантным (относительно другого из них) образом дополняемой. Значит,
[λϑ21, (λ

ϑ
23)

−1]|Ĝ∗(K̂1×K̂ϑ
2 ) = 1.

Тогда, по доказанному, сужения автоморфизма [[(λϑ12)
−1, λϑ32], [λ

ϑ
21, (λ

ϑ
23)

−1]]

на свободные произведения G ∗K и Ĝ ∗ K̂ тривиальны, где K = K1 ×Kϑ
2 , K̂ =

K̂1× K̂ϑ
2 . Значит, его можно продолжить до тождественного эндоморфизма на

всю группу G ∗ Ĝ ∗ K ∗ K̂. По свойству свободного произведения двух групп
такое продолжение единственно. Поэтому [[(λϑ12)

−1, λϑ32], [λ
ϑ
21, (λ

ϑ
23)

−1]] = 1. �

Замечание 3. Полагая в определении гомоморфизма φK дополнительно vi =
v0, qi = q0, i = 1, . . . , n, мы получим ещё одно представление ψ группы V Bn,
сужение которого на V Pn не является точным по теореме 2. Поэтому ψ —
пример такого неточного представления группы V Bn, что все соотношения
группы (V Bn)

ψ обладают сильной симметрией.
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