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Abstract. In this paper, we solve the problem of embedding two-
dimensional geometries: simplicial, dual-gelmgoltz, Helmholtz proper and
pseudohelmholtz, into three-dimensional geometries. This problem is
solved by an analytical method. The functions defining these geometries
are found. Basic operators of Lie algebras of groups of motions are
calculated.
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Введение

Хорошо известными примерами двумерных геометрий локальной макси-
мальной подвижности являются: евклидова, псевдоевклидова, симплектиче-
ская, сферическая, Лобачевского. Например, метрическая функция плоскости
Евклида записывается так:

g = (xi − xj)
2 + (yi − yj)

2.

Группы движений всех этих геометрий имеют размерность три. Другими при-
мерами двумерных геометрий локальной максимальной подвижности являют-
ся геометрии, задаваемые функциями:

(1) g =
yi − yj
xi − xj

;

(2) g = (xi − xj)
2e

yi − yj
xi − xj ;
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(3) g = [(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2]e
2γarctg

yi − yj
xi − xj ;

(4) g =
(yi − yj)

β

xi − xj
,

где, например, (xi, yi) — координаты точки i, причем γ, β = const, γ ̸= 0, β ̸=
−1, 0, 1. Геометрия с функцией (1) называется симплициальной, с функцией
(2) — дуальногельмгольцевой, с функцией (3) — собственно гельмгольцевой, и,
наконец, с функцией (4) — псевдогельмгольцевой. Заметим, что функция (4)
получается из функции

q = [(xi − xj)
2 − (yi − yj)

2]e
2αAr(c)th

yi − yj
xi − xj

заменой координат: x = u + v, y = u − v и преобразованием g = (q/4)
−1
1+α ,

β = (α− 1)/(α+ 1).
Геометрии с функциями (1) — (4) впервые появились при классификации

феноменологически симметричных двумерных геометрий [1, 2], хотя собствен-
но гельмгольцева геометрия упоминается еще в работе Г. Гельмгольца [3] при
анализе оснований геометрии. Феноменологическая симметрия для двумерных
геометрий с функциями (1) — (4), заданными на двумерном многообразии озна-
чает существование функциональной связи между шестью значениями функ-
ции g для произвольных четырех точек ⟨i, j, k, l⟩ двумерного многообразия:
Φ(g(i, j), g(i, k), g(i, l), g(j, k), g(j, l), g(k, l)) = 0, где Φ — некоторая дифферен-
цируемая функция. Отметим, что для геометрии (1) такая функциональная
связь явно найдена и записывается так [1]:∣∣∣∣∣∣

g(i, j)− g(j, k) g(j, k)− g(i, k) 0
g(i, j)− g(j, l) 0 g(i, l)− g(j, l)

0 g(i, k)− g(k, l) g(i, l)− g(k, l)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Для геометрий (2) — (4) явная запись функциональной связи пока ещё неиз-
вестна. Г.Г. Михайличенко доказано, теорема об эквивалентности феноменоло-
гической и групповой симметрий [1], согласно которой вместо феноменологи-
ческой симметрии двумерной геометрии можно говорить о групповой симмет-
рии степени три, то есть о трехпараметрической группе движений двумерного
многообразия. Ниже даются точные определения, в которых вместо аксиомы
феноменологической симметрии приводится аксиома максимальной подвижно-
сти.

Локальные действия групп движений геометрий (1) — (4) задаются так:

(5) x′ = xea + b, y′ = yea + c;

(6) x′ = xe−a/2 + b, y′ = xae−a/2 + ye−a/2 + c;

(7) x′ = xe−γa cos a− ye−γa sin a+ b, y′ = xe−γa sin a+ ye−γa cos a+ c;

(8) x′ = xeβa + b, y′ = yea + c.

Базисные операторы алгебр Ли данных групп движений следующие [1]:

(9) X1 = ∂x, X
2 = ∂y, X

3 = x∂x + y∂y;
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(10) X1 = ∂x, X
2 = ∂y, X

3 = x∂x + (y − 2x)∂y;

(11) X1 = ∂x, X
2 = ∂y, X

3 = −(γx+ y)∂x + (x− γy)∂y;

(12) X1 = ∂x, X
2 = ∂y, X

3 = βx∂x + y∂y.

Несложно заметить, что параметрические группы групп движений (5) — (8)
локально изоморфны следующим матричным группам: ea 0 b

0 ea c
0 0 1

 ,

 e−a/2 0 b
ae−a/2 e−a/2 c

0 0 1

 ,

 e−γa cos a −e−γa sin a b
e−γa sin a e−γa cos a c

0 0 1

 ,

 eβa 0 b
0 ea c
0 0 1

 .

Как было сказано выше, примером двумерной геометрии локальной мак-
симальной подвижности является евклидова плоскость, группа движений ко-
торой, как известно, имеет размерность 3. Также известно, что трехмерные
евклидова и псевдоевклидова геометрии с метрическими функциями

f = (xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 + (zi − zj)
2,

f = (xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 − (zi − zj)
2,

имеют группы движений размерности 6, т.е. допускают максимальную подвиж-
ность. Заметим, что эти метрические функции можно представить в виде:

f = g + (zi − zj)
2, f = g − (zi − zj)

2.

Возникает естественная задача о нахождении всех трехмерных геометрий с
функциями вида:

f = χ(g, zi, zj),

где g — метрическая функция из списка (1) — (4), допускающих группы дви-
жений размерности 6. Решению этой задачи и посвящена данная работа.

Отметим, что задача с подобной постановкой решалась в работах [4]–[8].

1. Точные определения и основные результаты

Рассмотрим трехмерное аналитическое многообразие M , которое локально
диффеоморфно прямому произведению двумерного аналитического многооб-
разия N и одномерного аналитического многообразия L. Локальный диффео-
морфизм осуществляет аналитическое отображение h : M → N × L. Пусть
π1 : N × L → N и π2 : N × L → L — проекции. Рассмотрим функции
g : N × N → R, с открытой и плотной областью определения Sg в N2, и
χ : R×L×L→ R. Построим функцию f :M×M → R по следующей формуле:

f = χ(g(π1(h), π1(h)), π2(h), π2(h)),

область определения Sf которой открыта и плотна в M2. На точках эта функ-
ция выглядит так:

(13) f(i, j) = χ(g(π1(h(i)), π1(h(j))), π2(h(i)), π2(h(j))),

где i, j — произвольные две точки из M , причем ⟨i, j⟩ ∈ Sf .
Для произвольной точки из M рассмотрим координатную окрестность U ⊂

M , в которой h является диффеоморфизмом и для любых точек i, j ∈ U , ⟨i, j⟩ ∈
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Sf , существуют окрестности U(i) ⊂ U , U(j) ⊂ U такие, что ⟨i′, j′⟩ ∈ Sf , ∀i′ ∈
U(i), ∀j′ ∈ U(j). Из выше сказанного имеем диффеоморфизм окрестностей
h : U → V ×W , где V , W — некоторые координатные окрестности в N и L
соответственно. Координаты в окрестности V обозначим (x, y), а координату в
окрестности W — (z). Тогда в локальных координатах функция (13) принимает
следующий вид:

(14) f = f(i, j) = χ(θ, zi, zj),

где g(π1(h(i)), π1(h(j))) = θ = θ(xi, yi, xj , yj) — метрическая функция гео-
метрии с максимальной подвижностью из списка (1) — (4), π2(h(i)) = zi,
π2(h(j)) = zj . Пусть выполняются аксиомы.

Аксиома аналитичности. Функция χ : R × L × L → R аналитическая во
всех точках области определения.

Аксиома невырожденности. Для функции (14) в произвольной точке
окрестности U(i)× U(j) ⊂M2 справедливы неравенства

(15)
∂χ

∂θ
̸= 0,

∂χ

∂zi
̸= 0,

∂χ

∂zj
̸= 0.

Пусть группа Ли G действует эффективно и аналитично в U ⊂M [9, 1]. Это
означает, что задано аналитическое инъективное отображение (эффективное
действие)

λ : U ×G→ U ′,

где U ′ ⊂M — открытая область, причем выполняются свойства:
1). λ(i, e) = i, e ∈ G — единица, i ∈ U ;
2). λ(λ(i, a), b) = λ(i, ab), для любых a, b ∈ G и i ∈ U ;
3). Для любого i ∈ U λ(i, a) = i, только если a = e.
Действие λa, определяемое произвольным элементом a ∈ G, называется дви-

жением, если для любых точек i, j ∈ U таких, что ⟨i, j⟩ ∈ Sf , ⟨λa(i), λa(j)⟩ ∈
Sf , выполняется равенство

f(λa(i), λa(j)) = f(i, j).

Действия группы G можно определить в окрестностях U(i) и U(j) точек i
и j, причем если эти окрестности пересекаются, то действия в пересечении
совпадают. Множество всех движений образует группу движений.

Аксиома максимальной подвижности. Размерность группы Ли G мак-
симальная и равна 6.

Основная задача этой работы — поиск всех функций вида (14), являющихся
двухточечными инвариантами некоторой шестимерной группы движений.

Алгебра Ли действия группы Ли G состоит из операторов

(16) X = X1∂x +X2∂y +X3∂z,

где Xα = Xα(x, y, z) — аналитическая функция в U , α = 1, 2, 3 [9, 1]. Через
операторы (1.4) записывается условие локальной инвариантности [10, 1, 11]:

(17) X(i)f(i, j) +X(j)f(i, j) = 0,

которое выполняется в окрестностях U(i) ⊂ U и U(j) ⊂ U точек i и j.
Ниже ищем все функции вида (14), являющиеся двухточечными инвариан-

тами шестипараметрической группы движений, причем θ — функция из списка
(1) — (4).
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Пусть k ∈ U ⊂ M — начало некоторой системы координат в U , в которой
эта точка имеет нулевые координаты (0, 0, 0). В такой системе координат спра-
ведливы разложения в ряд Тейлора для компонент оператора (16) и функции
(14) [12]:

(18)



X1 = X1(z) +D1(X1)(z)x+D2(X1)(z)y+
+1

2D1,1(X1)(z)x
2 +D1,2(X1)(z)xy +

1
2D2,2(X1)(z)y

2 + · · · ,
X2 = X2(z) +D1(X2)(z)x+D2(X2)(z)y+
+1

2D1,1(X2)(z)x
2 +D1,2(X2)(z)xy +

1
2D2,2(X2)(z)y

2 + · · · ,
X3 = X3(z) +D1(X3)(z)x+D2(X3)(z)y+
+1

2D1,1(X3)(z)x
2 +D1,2(X3)(z)xy +

1
2D2,2(X3)(z)y

2 + · · · ,

(19) f(θ, zi, zj) = f(zi, zj) +D1(f)(zi, zj)θ +
1

2
D1,1(f)(zi, zj)θ

2 + · · · ,

где, например,X1(z) = X1(0, 0, z),D1(X1)(z) =
∂X1(x, y, z)

∂x
|x=y=0,D2(X1)(z) =

∂X1(x, y, z)

∂y
|x=y=0, D1,2(X2)(z) =

∂2X2(x, y, z)

∂x∂y
|x=y=0, f(zi, zj) = f(0, zi, zj),

D1(f)(zi, zj) =
∂f(θ, zi, zj)

∂θ
|θ=0. Основные результат работы сформулируем в

виде теоремы.

Теорема 1. Рассмотрим произвольную точку k ∈ M и ее координатную
окрестность U . Возьмем также две точки i, j ∈ U с окрестностями U(i) и
U(j) такие, что

U(i) ∪ U(j) ⊂ U, причем ⟨i, j⟩, ⟨i′, j′⟩ ∈ Sf , ∀i′ ∈ U(i), ∀j′ ∈ U(j).

Тогда функция (14) в аналитическом многообразии M , являющаяся двухто-
чечным инвариантом шестипараметрической группы движений, в окрестно-
сти U(i)× U(j) в подходящих локальных координатах и масштабном преоб-
разовании ( φ(f) → f ) имеет один из следующих видов:

(20) f(i, j) =
yi − yj
xi − xj

+ zi + zj ;

(21) f(i, j) =
yi − yj
xi − xj

ezi+zj ;

(22) f(i, j) = arctg
yi − yj
xi − xj

+ zi + zj ;

(23) f(i, j) = (xi − xj)
2e

yi − yj
xi − xj

+zi+zj

;

(24) f(i, j) = [(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2]e
2γarctg

yi − yj
xi − xj

+zi+zj

;

(25) f(i, j) =
(yi − yj)

β

xi − xj
ezi+zj ,

где γ, β = const, γ ̸= 0, β ̸= −1, 0, 1.
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Заметим, что (20) — функция трехмерной симплициальной геометрии перво-
го типа, (21) — функция трехмерной симплициальной геометрии второго типа,
(22) — функция трехмерной симплициальной геометрии третьего типа, (23) —
функция трехмерной дуальногельмгольцевой геометрии, (24) — функция трех-
мерной собственно гельмгольцевой геометрии, и, наконец, (25) — функция
трехмерной псевдогельмгольцевой геометрии. В процессе доказательства тео-
ремы применяется лемма.

Лемма 1. Система дифференциальных уравнений
∂χ

∂zi
= φ(zi)(p+ qθ + rθ2)

∂χ

∂θ
,
∂χ

∂zj
= φ(zj)(p+ qθ + rθ2)

∂χ

∂θ
,

где χ = χ(θ, zi, zj), φ — аналитические функции, p2+q2+r2 ̸= 0, в окрестности
U(i)× U(j) ⊂M имеет решение:
при r = q = 0:

(26) χ = ψ(θ/p+K(zi) +K(zj)),

при r = 0, q ̸= 0:

(27) χ = ψ(ln(p+ qθ)/q +K(zi) +K(zj)),

при r ̸= 0, q2 − 4pr = 0:

(28) χ = ψ(−2/(2rθ + q) +K(zi) +K(zj)),

при r ̸= 0, q2 − 4pr > 0:

(29) χ = ψ

(
ln

2rθ + q −
√
q2 − 4pr

2rθ + q +
√
q2 − 4pr

+K(zi) +K(zj)

)
,

при r ̸= 0, q2 − 4pr < 0:

(30) χ = ψ

(
2√

4pr − q2
arctg

(
2r√

4pr − q2

(
θ +

q

2r

))
+K(zi) +K(zj)

)
,

причем K =
∫
φ(z)dz.

Доказательство. Записываются уравнения характеристик по исходным диф-
ференциальным уравнениям [13] dθ/(p+qθ+rθ2) = −φ(zi)dzi, dθ/(p+qθ+rθ2) =
−φ(zj)dzj . Интегрируя которые, приходим к утверждению леммы 1. �

Как сказано выше, функция (14) является двухточечным инвариантом дей-
ствия шестимерной группы Ли G, поэтому условие локальной инвариантности
(17) в явном виде, для различных значений аргумента θ из списка (1) — (4),
записывается так:

(31)

{
[(xi − xj)(X2(i)−X2(j))− (yi − yj)(X1(i)−X1(j))]

∂χ
∂θ

+(xi − xj)
2
(
X3(i)

∂χ
∂zi

+X3(j)
∂χ
∂zj

)
= 0;

(32)


[(2(xi − xj)− (yi − yj))(X1(i)−X1(j)) + (xi − xj)(X2(i)−X2(j))]

∂χ
∂θ

+e
−
yi − yj
xi − xj

(
X3(i)

∂χ
∂zi

+X3(j)
∂χ
∂zj

)
= 0;
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(33)


2[((xi − xj)− γ(yi − yj))(X1(i)−X1(j))

+((yi − yj) + γ(xi − xj))(X2(i)−X2(j))]
∂χ
∂θ

+e
−2γarctg

yi − yj
xi − xj

(
X3(i)

∂χ
∂zi

+X3(j)
∂χ
∂zj

)
= 0;

(34)

{
[β(xi − xj)(X2(i)−X2(j))− (yi − yj)(X1(i)−X1(j))]

∂χ
∂θ

+(xi − xj)
2(yi − yj)

1−β
(
X3(i)

∂χ
∂zi

+X3(j)
∂χ
∂zj

)
= 0,

где X1, X2, X3 — компоненты оператора (16). Заметим, что выражения (31) —
(34) выполняются тождественно по координатам точек i и j из окрестностей
U(i) и U(j), причем U(i) ∪ U(j) ⊂ U , U — координатная окрестность.

Затем находятся базисные операторы алгебр Ли групп движений.

Теорема 2. Базис алгебр Ли групп движений геометрий максимальной по-
движности с функциями (20) — (25) составляют операторы X1, X2, X3,
X4, X5, X6, которые в координатной окрестности U имеют соответствен-
но следующий вид:
для (20):

(35) ∂x, ∂y, x∂x + y∂y, −2x∂y + ∂z, −x2∂y + x∂z, −x2∂x − 2xy∂y + y∂z;

для (21):

(36) ∂x, ∂y, x∂x + y∂y, x∂x − y∂y + ∂z, x
2∂x + x∂z, −y2∂y + y∂z;

для (22):

(37)
{
∂x, ∂y, x∂x + y∂y, 2y∂x − 2x∂y + ∂z,
2xy∂x + (y2 − x2)∂y + x∂z, (x

2 − y2)∂x + 2xy∂y − y∂z;

для (23):

(38)
{
∂x, ∂y, x∂x + (y − 2x)∂y, −2x∂y + ∂z,
−x2∂y + x∂z, −x2∂x + 2(x2 − xy)∂y + y∂z;

для (24):
(39) ∂x, ∂y, −(y + γx)∂x + (x− γy)∂y, (γy − x)∂x − (y + γx)∂y + (1 + γ2)∂z,

(−x2 + y2 + 2γxy)∂x − (γ(x2 − y2) + 2xy)∂y + 2(1 + γ2)x∂z,
(γ(−x2 + y2)− 2xy)∂x + (x2 − y2 − 2γxy)∂y + 2(1 + γ2)y∂z;

для (25):

(40) ∂x, ∂y, βx∂x + y∂y, βx∂x − y∂y + β∂z, x
2∂x + x∂z, −y2∂y + βy∂z,

где γ, β = const, γ ̸= 0, β ̸= −1, 0, 1.

Отметим, что операторы (36), (38) и (39) приводятся в работе [14].
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2. Вспомогательные утверждения

Лемма 2. В окрестности U(i)×U(j) для тождеств (31) — (34) выполняются
неравенства:

(xi − xj)(X2(i)−X2(j))− (yi − yj)(X1(i)−X1(j)) ̸= 0;

(2(xi − xj)− (yi − yj))(X1(i)−X1(j)) + (xi − xj)(X2(i)−X2(j)) ̸= 0;

((xi−xj)−γ(yi−yj))(X1(i)−X1(j))+((yi−yj)+γ(xi−xj))(X2(i)−X2(j)) ̸= 0;

β(xi − xj)(X2(i)−X2(j))− (yi − yj)(X1(i)−X1(j)) ̸= 0.

Доказательство. Подробно докажем первые два неравенства. Остальные
неравенства доказываются аналогично. Метод, применяемый при доказатель-
стве этой леммы, впервые апробирован в работе [15].
I. Предположим, что первое неравенство не выполняется в U(i)× U(j), т.е.

справедливо равенство

(41) (xi − xj)(X2(i)−X2(j))− (yi − yj)(X1(i)−X1(j)) = 0.

Продифференцируем равенство (41) дважды по: xi и xj , yi и yj , xi и yj , zi и
xj , zi и yj

X ′
2x(j) +X ′

2x(i) = 0, X ′
1y(j) +X ′

1y(i) = 0,

X ′
2y(j)−X ′

1x(i) = 0, X ′
2z(i) = 0, X ′

1z(i) = 0.

Затем разделяем переменные:

X ′
1x = c = const, X ′

2y = c, X ′
2x = 0, X ′

1y = 0, X ′
1z = 0, X ′

2z = 0.

Интегрируя эти уравнения и подставляя результат в (41), получаем первые две
компоненты оператора (16) алгебры Ли группы движений:

X1 = cx+ a, X2 = cy + b,

причем a, b = const.
В тождестве (31), с учетом (41), возможны два случая: либо X3 = 0, либо

X3 ̸= 0.
Если X3 = 0, то произвольный оператор алгебры Ли группы движений,

оставляющий функцию (14) инвариантной, имеет вид:

X = (cx+ a)∂x + (cy + b)∂y.

Придавая произвольным постоянным (a, b, c) значения (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),
получаем три базисных оператора (9), а их должно быть шесть. Противоречие.

Пусть теперь X3 ̸= 0. Тогда

(42) X3(i)
∂χ

∂zi
+X3(j)

∂χ

∂zj
= 0.

От выражения (42) переходим к тождеству

(43)
X3(i)

X3(j)
= φ(θ, zi, zj),

для чего левую и правую части делим на ненулевое произведение X3(j)
∂χ
∂zi

и
вводим обозначение φ(θ, zi, zj) = − ∂χ

∂zj
/ ∂χ
∂zi

. В (43) аргумент θ принимает вид
(1). Дифференцируем (43) по xi и по xj :

X ′
3x(i)

X3(j)
= − yi − yj

(xi − xj)2
φ′
θ, −

X3(i)X
′
3x(j)

X2
3 (j)

=
yi − yj

(xi − xj)2
φ′
θ,
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затем полученное складываем и разделяем переменные:
X ′

3x(i)

X3(i)
=
X ′

3x(j)

X3(j)
= α = const.

Уравнение (43) теперь дифференцируем по yi и yj , затем поступаем как в
предыдущем случае:

X ′
3y(i)

X3(i)
=
X ′

3y(j)

X3(j)
= β = const.

И, наконец, дифференцируем (43) по xi и по yj , после преобразований получа-
ем:

(xi − xj)X
′
3x(i)

X3(i)
+

(yi − yj)X
′
3y(j)

X3(j)
= 0.

Таким образом,

X ′
3x = αX3, X

′
3y = βX3, α(xi − xj) + β(yi − yj) = 0.

Значит α = β = 0. Тогда
X3 = a(z) ̸= 0.

Подставляя найденное в (42), имеем

a(zi)
∂χ

∂zi
+ a(zj)

∂χ

∂zj
= 0.

Вводим замену:
∫

dz
a(z) = z. Тогда в новых координатах X3 = 1.

Таким образом, произвольный оператор алгебры Ли группы движений трех-
мерного пространства сохраняющей функцию (16), имеет вид:

X = (cx+ a)∂x + (cy + b)∂y + ∂z.

Придавая постоянным (a, b, c) значения (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0), полу-
чаем базисные операторы ∂x + ∂z, ∂y + ∂z, x∂x + y∂y + ∂z, ∂z. Видно, что таких
операторов четыре, а должно быть шесть. Противоречие.
II. Приступим теперь к доказательству второго неравенства. Предположим,

что оно не выполняется в U(i)× U(j), т.е. справедливо равенство

(44) (2(xi − xj)− (yi − yj))(X1(i)−X1(j)) + (xi − xj)(X2(i)−X2(j)) = 0.

Дальнейшие рассуждения аналогичны предыдущим, поэтому частично они бу-
дут опускаться. Продифференцируем тождество (44) дважды по xi и xj , yi и
yj , xi и yj , zi и xj , zi и yj :

2X ′
1x(j) + 2X ′

1x(i) +X ′
2x(j) +X ′

2x(i) = 0, X ′
1y(j) +X ′

1y(i) = 0,

2X ′
1y(j) +X ′

2y(j)−X ′
1x(i) = 0, 2X ′

1z(i) +X ′
2z(i) = 0, X ′

1z(i) = 0.

Затем разделяем переменные:

X ′
1x = c = const, X ′

2y = c, X ′
2x = −2c, X ′

1y = 0, X ′
1z = 0, X ′

2z = 0.

Интегрируя последние уравнения и возвращаясь в (44), получаем первые две
компоненты оператора (16):

X1 = cx+ a, X2 = c(y − 2x) + b,

причем a, b = const.
В тождестве (44), как и в первом случае, возможно, либо X3 = 0, либо

X3 ̸= 0.
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Если X3 = 0, то имеем следующий оператор алгебры Ли группы движений:

X = (cx+ a)∂x + (c(y − 2x) + b)∂y.

Тогда получаем три базисных оператора (10), а должно быть шесть. Противо-
речие.

Пусть теперь X3 ̸= 0. Тогда решаем уравнение (43), причем аргумент θ при-
нимает значение (2). Рассуждая как и выше, получаем произвольный оператор
алгебры Ли группы движений трехмерного пространства:

X = (cx+ a)∂x + (c(y − 2x) + b)∂y + ∂z.

Придавая постоянным (a, b, c) значения (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0), имеем
базисные операторы ∂x+∂z, ∂y+∂z, x∂x+(y−2x)∂y+∂z, ∂z. Видно, что таких
операторов четыре, а должно быть шесть. Противоречие.

Таким образом, первые два неравенства в U(i) × U(j), верны. Аналогично
доказывается справедливость неравенств (33) и (34). Лемма доказана. �

Лемма 3. В окрестности U(i)×U(j) для тождеств (31) — (34) справедливо
неравенство X3 ̸= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть в окрестности U(i) × U(j)
для тождеств (31) — (34) выполняется равенство X3 = 0. Тогда из леммы 2 и
этих тождеств следует ∂χ/∂θ = 0, что противоречит неравенствам (15). �

Лемма 4. В окрестности U(i)× U(j) функция X3(x, y, z), входящая в тож-
дества (31) — (34), зависит либо от x, либо от y, т. е.(

∂X3(x, y, z)

∂x

)2

+

(
∂X3(x, y, z)

∂y

)2

̸= 0.

Доказательство. Эта лемма сформулирована сразу для четырех тождеств.
Случаи для всех этих тождеств проверяются аналогично, поэтому подробно
мы остановимся на случаях (33) и (34). Доказательство проводится методом
от противного. Согласно лемме 3 тогда в тождествах (31) — (34) будем иметь
X3 = X3(z) ̸= 0.
I. Тождество (33) в окрестности U(i)× U(j) представим в виде:

(45)
{

((xi − xj)− γ(yi − yj))(X1(i)−X1(j))+
((yi − yj) + γ(xi − xj))(X2(i)−X2(j)) = F (u, v, zi, zj),

где введены обозначения

F (θ, zi, zj) = e
−2γarctg

yi − yj
xi − xj F (θ, zi, zj),

F (θ, zi, zj) = −1

2

(
X3(zi)

∂χ

∂zi
+X3(zj)

∂χ

∂zj

)
/
∂χ

∂θ
,

u = xi−xj , v = yi−yj , причем аргумент θ имеет вид (3). Продифференцируем
равенство (45) по переменным xi, xj , yi, yj :

X1(i)−X1(j) + γ(X2(i)−X2(j)) + (u− γv)X ′
1x(i) + (v + γu)X ′

2x(i) = F ′
u,

X1(i)−X1(j) + γ(X2(i)−X2(j)) + (u− γv)X ′
1x(j) + (v + γv)X ′

2x(j) = F ′
u,

−γ(X1(i)−X1(j)) +X2(i)−X2(j) + (u− γv)X ′
1y(i) + (v + γu)X ′

2y(i) = F ′
v,

−γ(X1(i)−X1(j)) +X2(i)−X2(j) + (u− γv)X ′
1y(j) + (v + γu)X ′

2y(j) = F ′
v,
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где u = xi−xj , v = yi−yj . Далее комбинируем первое и второе, а также третье
и четвертое равенства:

(46)
{

(u− γv)X ′
1xi

+ (v + γu)X ′
2xi

= (u− γv)X ′
1xj

+ (v + γu)X ′
2xj
,

(u− γv)X ′
1yi

+ (v + γu)X ′
2yi

= (u− γv)X ′
1yj

+ (v + γu)X ′
2yj
.

Затем уравнения в системе (46) дифференцируем по xi и xj ; по xi и yj ; по
yi и yj , после чего производим разделение переменных:

X ′
2xx = X ′

2xy = X ′
2yy = X ′

1xx = X ′
1xy = X ′

1yy = 0.

Интегрируя, получаем

X1 = q1(z)x+ q2(z)y + q(z), X2 = p1(z)x+ p2(z)y + p(z).

Далее найденное подставляем в систему (46)

(u− γv)q1(zi) + (v + γu)p1(zi) = (u− γv)q1(zj) + (v + γu)p1(zj),

(u− γv)q2(zi) + (v + γu)p2(zi) = (u− γv)q2(zj) + (v + γu)p2(zj).

Сравнивая, имеем p1, p2, q1, q2 = const. Тогда

X1 = q1x+ q2y + q(z), X2 = p1x+ p2y + p(z).

Полученное подставляем в (45)

[(u−γv)(q1u+ q2v+ q(zi)− q(zj))+(v+γu)(p1u+p2v+p(zi)−p(zj))]e
2γarctg

v

u =

= F (θ, zi, zj).

Далее полученное равенство дифференцируем по u и по v, после чего сократим

на общий множитель e
2γarctg

v

u :

[(q1u+q2v+q(zi)−q(zj))+γ(p1u+p2v+p(zi)−p(zj))+q1(u−γv)+p1(v+γu)]−

− 2γv

u2 + v2
[(u−γv)(q1u+q2v+q(zi)−q(zj))+(v+γu)(p1u+p2v+p(zi)−p(zj))] =

= 2(u− γv)F
′
θ(θ, zi, zj),

[−γ(q1u+q2v+q(zi)−q(zj))+(p1u+p2v+p(zi)−p(zj))+q2(u−γv)+p2(v+γu)]+
2γu

u2 + v2
[(u− γv)(q1u+ q2v+ q(zi)− q(zj)) + (v+ γu)(p1u+ p2v+ p(zi)− p(zj))] =

= 2(v + γu)F
′
θ(θ, zi, zj).

Потом из первого равенства, умноженного на v+γu, вычтем второе, умножен-
ное на u− γv:

(v+γu)[(q1u+q2v+q(zi)−q(zj))+γ(p1u+p2v+p(zi)−p(zj))+q1(u−γv)+p1(v+γu)]

−(u− γv)[−γ(q1u+ q2v + q(zi)− q(zj))+

+(p1u+ p2v + p(zi)− p(zj)) + q2(u− γv) + p2(v + γu)]−
−2γ[(u− γv)(q1u+ q2v + q(zi)− q(zj)) + (v + γu)(p1u+ p2v + p(zi)− p(zj))] = 0.

Приводя подобные, получаем: p1 = −q2 = w, p2 = q1 = r, p(z) = p = const,
q(z) = q = const. Тогда произвольный оператор (16) алгебры Ли группы дви-
жений примет вид:

X = (rx− wy + q)∂x + (wx+ ry + p)∂y +X3(z)∂z.
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Далее поступаем как в конце доказательства леммы 2: вводим замену
∫

dz
X3(z)

=

z, после чего приходим к базисным операторам ∂x + ∂z, ∂y + ∂z, ∂x + y∂y + ∂z,
−y∂x + x∂y + ∂z, ∂z, которых пять, а должно быть шесть. Противоречие.
II. Тождество (34) в окрестности U(i)× U(j) можно представить в виде:

(47) β(xi−xj)(X2(i)−X2(j))−(yi−yj)(X1(i)−X1(j)) = F (xi−xj , yi−yj , zi, zj),
где введены обозначения

F (xi − xj , yi − yj , zi, zj) = (xi − xj)(yi − yj)F (θ, zi, zj),

F (θ, zi, zj) = −1

θ

(
X3(zi)

∂χ

∂zi
+X3(zj)

∂χ

∂zj

)
/
∂χ

∂θ
,

u = xi − xj , v = yi − yj .
Продифференцируем равенство (47) по переменным xi, xj , yi, yj :

β(X2(i)−X2(j)) + βuX ′
2xi

− vX ′
1xi

= F ′
u,

β(X2(i)−X2(j)) + βuX ′
2xj

− vX ′
1xj

= F ′
u,

βuX ′
2yi

−X1(i) +X1(j)− (yi − yj)X
′
1yi

= F ′
v,

βuX ′
2yj

−X1(i) +X1(j)− (yi − yj)X
′
1yj

= F ′
v.

Далее комбинируем первое и второе, а также третье и четвертое равенства:

(48) βuX ′
2xi

− vX ′
1xi

= βuX ′
2xj

− vX ′
1xj
, βuX ′

2yi
− vX ′

1yi
= βuX ′

2yj
− vX ′

1yj
.

Затем уравнения (48) дифференцируем по xi и xj ; по xi и yj ; по yi и yj , после
чего производим разделение переменных, потом интегрируем и возвращаемся
в (48), в результате получим:

X1 = q1x+ q2y + q(z), X2 = p1x+ p2y + p(z).

Найденное подставляем в (47)

[−v(q1u+ q2v + q(zi)− q(zj)) + βu(p1u+ p2v + p(zi)− p(zj))]
1

uv
= F (θ, zi, zj).

Далее дифференцируем по u и по v, после чего сократим на общий множитель

e
2γarctg

v

u :
v[β(p1u+ p2v + p(zi)− p(zj))− q1v + p1βu]−

−[−v(q1u+ q2v + q(zi)− q(zj)) + βu(p1u+ p2v + p(zi)− p(zj))] =

= −v2F ′
θ(θ, zi, zj),

u[−(q1u+ q2v + q(zi)− q(zj))− q2v + p2βu]−
−[−v(q1u+ q2v + q(zi)− q(zj)) + βu(p1u+ p2v + p(zi)− p(zj))] =

= βu2F
′
θ(θ, zi, zj).

Потом первое равенство, умноженное на βu2, сложим со вторым, умноженным
на v2:

βu2[v[β(p1u+ p2v)− q1v + p1βu]− [−v(q1u+ q2v) + βu(p1u+ p2v)]]+

+v2[u[−(q1u+ q2v)− q2v + p2βu]− [−v(q1u+ q2v) + βu(p1u+ p2v)]] = 0.

Приводя подобные, получаем: p1 = q2 = 0, p2 = r, q1 = βr, p(z) = p = const,
q(z) = q = const. Тогда произвольный оператор (16) алгебры Ли группы дви-
жений примет вид:

X = (βrx+ q)∂x + (ry + p)∂y +X3(z)∂z.
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Потом, как и выше, вводим замену
∫

dz
X3(z)

= z, после чего приходим к базис-
ным операторам ∂x+∂z, ∂y+∂z, βx∂x+y∂y+∂z, ∂z, которых четыре, а должно
быть шесть. Противоречие. Лемма доказана. �

3. Доказательство теоремы 1

Функциональные уравнения (31) — (34) в окрестности U(i) × U(j) удобно
переписать в виде:

(xi − xj)(X2(i)−X2(j))− (yi − yj)(X1(i)−X1(j))+

(49) +(xi − xj)
2(X3(i)F1 +X3(j)F2) = 0,

(2(xi − xj)− (yi − yj))(X1(i)−X1(j)) + (xi − xj)(X2(i)−X2(j))+

(50) +e
−
yi − yj
xi − xj (X3(i)F1 +X3(j)F2) = 0,

((xi − xj)− γ(yi − yj))(X1(i)−X1(j)) + ((yi − yj) + γ(xi − xj))(X2(i)−X2(j))+

(51) +e
−2γarctg

yi − yj
xi − xj (X3(i)F1 +X3(j)F2) = 0,

β(xi − xj)(X2(i)−X2(j))− (yi − yj)(X1(i)−X1(j))+

(52) +(xi − xj)
2(yi − yj)

1−β(X3(i)F1 +X3(j)F2) = 0,

где введены обозначения

(53) F1(θ, zi, zj) =
∂χ

∂zi
/
∂χ

∂θ
, F2(θ, zi, zj) =

∂χ

∂zj
/
∂χ

∂θ
.

Из аксиом аналитичности и невырожденности, очевидно, следуют аналитич-
ность функций (53) в окрестности U(i) × U(j) и справедливость неравенств
F1 ̸= 0, F2 ̸= 0. Тогда, учитывая (19), имеем разложения в ряд Тейлора [12]

(54)
{
F1 = f1(zi, zj) +D1(f1)(zi, zj)θ + 1/2D1,1(f1)(zi, zj)θ

2 + · · · ,
F2 = f2(zi, zj) +D1(f2)(zi, zj)θ + 1/2D1,1(f2)(zi, zj)θ

2 + · · · .
Далее разложения (18) и (54) подставляем в тождества (49) — (52) и рас-

сматриваем четыре случая.
I. Разложения (18) и (54) подставляем в тождество (49), в котором аргу-

мент θ имеет вид (1), затем сравниваем коэффициенты слева и справа перед
одинаковыми степенями произведений переменных xi, yi, xj , yj , а также перед
отрицательными степенями (xi − xj)

−n, n = 1, 2, 3, . . . Отметим, что отрица-
тельные степени (xi − xj)

−n, входящие в тождество (49), в окрестности нуля в
ряд Тейлора не разлагаются, поэтому коэффициенты перед ними обращаются
в нуль. Эта задача существенно упрощается с применением математического
пакета программ MAPLE 15 [16].

Сравнивая коэффициенты перед отрицательными степенями (xi − xj)
−n,

n = 1, 2, 3, . . ., имеем

Dα1,α2,...(X3)(zi)F1(zi, zj) = 0, Dα1,α2,...(X3)(zj)F2(zi, zj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, 4, . . .,

F1 = (D1,1,1(f1), D1,1,1,1(f1), . . .), F2 = (D1,1,1(f2), D1,1,1,1(f2), . . .).
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Поэтому из леммы 4 следует F1 = F2 = 0. Значит

F1 = f1(zi, zj) +D1(f1)(zi, zj)θ + 1/2D1,1(f1)(zi, zj)θ
2 ̸= 0,

F2 = f2(zi, zj) +D1(f2)(zi, zj)θ + 1/2D1,1(f2)(zi, zj)θ
2 ̸= 0,

следовательно{
(f1(zi, zj))

2 + (D1(f1)(zi, zj))
2 + (D1,1(f1)(zi, zj))

2 ̸= 0,
(f2(zi, zj))

2 + (D1(f2)(zi, zj))
2 + (D1,1(f2)(zi, zj))

2 ̸= 0.

Далее сравниваем все коэффициенты со степенями выше 4 при произведениях
переменных xi, yi, xj , yj , получаем

Dα1,α2,...(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, Dα1,α2,...(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0,

Dα1,α2,...(X3)(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0, Dα1,α2,...(X3)(zj)D1(f2)(zi, zj) = 0,

Dα1,α2,...(X3)(zi)D1,1(f1)(zi, zj) = 0, Dα1,α2,...(X3)(zj)D1,1(f2)(zi, zj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 3, 4, 5, . . . Из предыдущего тогда будет следовать:

Dα1,α2,...(X3) = 0,

где αn = 1, 2, n = 3, 4, 5, . . . Из сравнения этих же степеней также получаем

Dβ1,β2,...(X1) = 0, Dβ1,β2,...(X2) = 0,

где βn = 1, 2, n = 4, 5, 6, . . .
Потом сравниваем коэффициенты со степеней 4 при произведениях пере-

менных xi, yi, xj , yj :

D1,1,1X1 = D1,1,2X1 = D1,2,2X1 = D2,2,2X1 = 0,

D1,1,1X2 = D1,1,2X2 = D1,2,2X2 = D2,2,2X2 = 0,

D1,1X3 = D1,2X3 = D2,2X3 = 0.

Cравниваем коэффициенты со степенями 1:

X1(z) = α = const, X2(z) = β = const.

Затем сравниваем все коэффициенты перед степенями 2 и записываем явные
выражения:

−D1(X1)(zi) +D2(X2)(zi) +X3(zj)D1(f2)(zi, zj) +X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0;

−D1(X2)(zj)−D1(X2)(zi)− 2X3(zi)f1(zi, zj)− 2X3(zj)f2(zi, zj) = 0;

D1(X1)(zi)−D2(X2)(zj)−X3(zj)D1(f2)(zi, zj)−X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0;

D1(X1)(zj)−D2(X2)(zi)−X3(zj)D1(f2)(zi, zj)−X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0;

D2(X1)(zi) +D2(X1)(zj)−X3(zi)D1,1(f1)(zi, zj)−X3(zj)D1,1(f2)(zi, zj) = 0;

−D1(X1)(zj) +D2(X2)(zj) +X3(zj)D1(f2)(zi, zj) +X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0;

D1(X2)(zi) +X3(zi)f1(zi, zj) +X3(zj)f2(zi, zj) = 0;

−2D2(X1)(zi) +X3(zi)D1,1(f1)(zi, zj) +X3(zj)D1,1(f2)(zi, zj) = 0;

D1(X2)(zj) +X3(zi)f1(zi, zj) +X3(zj)f2(zi, zj) = 0;

−2D2(X1)(zj) +X3(zi)D1,1(f1)(zi, zj) +X3(zj)D1,1(f2)(zi, zj) = 0.

Комбинируем уравнения и разделяем переменные:

D1(X2) = a = const, D2(X1) = b = const,

D1(X1) = c = const, D2(X2) = d = const,
X3(zi)f1(zi, zj) +X3(zj)f2(zi, zj) = −a,
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X3(zi)D1(f1)(zi, zj) +X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = c− d,

X3(zi)D1,1(f1)(zi, zj) +X3(zj)D1,1(f2)(zi, zj) = 2b.

И, наконец, сравниваем коэффициенты перед степенями 3, комбинируем и
разделяем переменные:

D1,1X1 = a1, D1,2X1 = a2, D2,2X1 = a3,

D1,1X2 = b1, D1,2X2 = b2, D2,2X2 = b3,

D1X3(zi)f1(zi, zj) = D1X3(zj)f2(zi, zj) = −b1/2,
D2X3(zi)f1(zi, zj) +D2X3(zj)f2(zi, zj) = −b2,

D1X3(zi)D1(f1)(zi, zj) +D1X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = a1 − b2,

D2X3(zi)D1(f1)(zi, zj) +D2X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = a2 − b3,

D1X3(zi)D1,1(f1)(zi, zj) +D1X3(zj)D1,1(f2)(zi, zj) = 2a2,

D2X3(zi)D1,1(f1)(zi, zj) = D2X3(zj)D1,1(f2)(zi, zj) = a3,

D1X3(zi)D1,1(f1)(zi, zj) + 2D2X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = −b3 + 2a2,

D1X3(zi)D1,1(f1)(zi, zj)− 2D2X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = b3,

D1X3(zj)D1,1(f2)(zi, zj) + 2D2X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = 2a2 − b3,

D1X3(zj)D1,1(f2)(zi, zj)− 2D2X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = b3,

2D2X3(zi)f1(zi, zj)− 2D1X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = −a1,
2D2X3(zi)f1(zi, zj) + 2D1X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = a1 − 2b2,

2D2X3(zj)f2(zi, zj)− 2D1X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = −a1,
2D2X3(zj)f2(zi, zj) + 2D1X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = −2b2 + a1,

где a1, a2, a3, b1, b2, b3 = const.
Из этих равенств вытекает:

f1(zi, zj) = f1(zi), f2(zi, zj) = f2(zj),

D1(f1)(zi, zj) = D1(f1)(zi), D1(f2)(zi, zj) = D1(f2)(zj),

D1,1(f1)(zi, zj) = D1,1(f1)(zi), D1,1(f2)(zi, zj) = D1,1(f2)(zj).

Тогда в предыдущей системе можно провести разделение переменных:

D1X3(zi)f1(zi) = D1X3(zj)f2(zj) = −b1/2,
D2X3(zi)f1(zi) = D2X3(zj)f2(zj) = −b2/2,

D1X3(zi)D1(f1)(zi) = D1X3(zj)D1(f2)(zj) = (a1 − b2)/2,

D2X3(zi)D1(f1)(zi) = D2X3(zj)D1(f2)(zj) = (a2 − b3)/2,

D1X3(zi)D1,1(f1)(zi) +D1X3(zj)D1,1(f2)(zj) = a2,

D2X3(zi)D1,1(f1)(zi) = D2X3(zj)D1,1(f2)(zj) = a3/2,

Из последней системы следует:

f1(zi) = pφ(zi), D1(f1)(zi) = qφ(zi), D1,1(f1)(zi) = rφ(zi),

f2(zj) = pφ(zj), D1(f2)(zj) = qφ(zj), D1,1(f2)(zj) = rφ(zj),

где введены сокращающие обозначения: φ(z) =
1√

(D1X3(z))2 + (D2X3(z))2
̸=

0, p = −
√
b21 + b22/2, q =

√
(a1 − b2)2 + (a2 − b3)2/2, r =

√
4a22 + a23/2. Тогда

будем иметь:

(55) F1 = φ(zi)(p+ qθ + rθ2) ̸= 0, F2 = φ(zj)(p+ qθ + rθ2) ̸= 0.
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Далее учитываем лемму 4, из которой следует, что (D1(X3))
2+(D2(X3))

2 ̸=
0. Поэтому выражения (55) примут вид:

(56) φ(zi)(p+ qθ + rθ2) =
∂χ

∂zi
/
∂χ

∂θ
, φ(zj)(p+ qθ + rθ2) =

∂χ

∂zj
/
∂χ

∂θ
.

Приводя к общему знаменателю, приходим к уравнениям:

(p+ qθ + rθ2)
∂χ

∂θ
− 1

φ(zi)

∂χ

∂zi
= 0, (p+ qθ + rθ2)

∂χ

∂θ
− 1

φ(zj)

∂χ

∂zj
= 0.

Получена система уравнения, ранее решенная в лемме 1. Применяя эту лем-
му, учитывая явное выражение (1) для аргумента θ, после чего вводим новые
координаты. Тогда для функции f будем иметь:

для (25): x = px, y = y, z = K(z),

f = ψ(θ + zi + zj), p ̸= 0, ψ(u) = ψ(u),

для (26): x = x, y = px+ qy, z = qK(z),

f = ψ(ln θ + zi + zj), ψ(u) = ψ(qu),

для (27): y = −2x, x = qx+ 2ry, z = K(z),

f = ψ(θ + zi + zj), ψ(u) = ψ(u),

для (28): x = 2ry + (q +
√
q2 − 4pr)x, y = 2ry + (q −

√
q2 − 4pr)x, z = K(z),

f = ψ(ln θ + zi + zj), ψ(u) = ψ(u),

для (29): x = 2rx, y = (2qx+ 4ry)/
√
4pr − q2, z =

√
4pr − q2K(z)/2,

f = ψ(arctgθ + zi + zj), ψ(u) = ψ(
√
4pr − q2u/2),

где θ =
yi − yj
xi − xi

. Далее переходя к прежним обозначениям координат, получаем

функции (20), (21) и (10).
II. Теперь, как и в первой части, разложения (18) и (54) подставляем в

тождество (50) и сравниваем коэффициенты слева и справа перед одинаковы-
ми степенями произведений переменных xi, yi, xj , yj , а также перед степе-

нями e
−
yi − yj
xi − xj , e

n
yi − yj
xi − xj , n = 1, 2, 3, . . . Заметим, что выражения e

−
yi − yj
xi − xj ,

e
n
yi − yj
xi − xj , входящие в тождество (50), в окрестности нуля в ряд Тейлора не

разлагаются, поэтому коэффициенты перед ними обращаются в нуль. Задача
перебора коэффициентов существенно упрощается с применением математи-
ческого пакета программ MAPLE 15 [16].

Сначала сравниваем коэффициенты перед степенями e
−
yi − yj
xi − xj , e

n
yi − yj
xi − xj

и приравниваем их к нулю, где n = 1, 2, 3, . . .:

Dα1,α2,...(X3)(zi)F1(zi, zj) = 0, Dα1,α2,...(X3)(zj)F2(zi, zj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, 4, . . .,

F1 = (f1, D1,1(f1), D1,1,1(f1), D1,1,1,1(f1), . . .),

F2 = (f2, D1,1(f2), D1,1,1(f2), D1,1,1,1(f2), . . .).
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По лемме 4, будем иметь F1 = F2 = 0. Тогда

F1 = D1(f1)(zi, zj)θ ̸= 0, F2 = D1(f2)(zi, zj)θ ̸= 0,

следовательно
D1(f1)(zi, zj) ̸= 0, D1(f2)(zi, zj) ̸= 0.

Далее сравниваем все коэффициенты со степенями выше 3 при произведе-
ниях переменных xi, yi, xj , yj , получаем

Dα1,α2,...(X3)(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0, Dα1,α2,...(X3)(zj)D1(f2)(zi, zj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 2, 3, 4, 5, . . . Из предыдущих равенств тогда будет следо-
вать:

Dα1,α2,...(X3) = 0, Dβ1,β2,...(X1) = 0, Dβ1,β2,...(X2) = 0,

где αn, βm = 1, 2, n = 2, 3, 4, 5, . . ., m = 3, 4, 5, 6, . . .
Сравниваем коэффициенты перед степенями 1 и разделяем переменные:

X1(z) = c = const, X2(z) = d = const.

Теперь сравниваем коэффициенты перед степенями 2, затем комбинируем
уравнения с разделением переменных:

D1(X2) = b = const, D2(X1) = 0, D1(X1) = a = const, D2(X2) = a,

X3(zi)D1(f1)(zi, zj) +X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = −2a− b.

И, наконец, сравниваем коэффициенты со степенями 3 при произведениях
переменных xi, yi, xj , yj , затем комбинируем и разделяем переменные:

D1,1X1 = a1, D1,2X1 = 0, D2,2X1 = 0,

D1,1X2 = a2, D1,2X2 = a1, D2,2X2 = 0,

D1X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = −a1 − a2/2, D1X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = −a1 − a2/2,

D2X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = −a1/2, D2X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = −a1/2,
где a1, a2 = const.

Из последней системы равенств следует:

D1(f1)(zi) = qφ(zi), D1(f2)(zj) = qφ(zj),

где введены сокращающие обозначения: φ(z) =
1√

(D1X3(z))2 + (D2X3(z))2
̸=

0, q = ±
√
(a1)2 + (2a1 + a2)2/2. Тогда будем иметь:

(57) F1 = φ(zi)qθ ̸= 0, F2 = φ(zj)qθ ̸= 0.

Далее учитываем лемму 4, из которой следует, что (D1(X3))
2+(D2(X3))

2 ̸=
0. Тогда выражения (57) примут вид:

(58) φ(zi)qθ =
∂χ

∂zi
/
∂χ

∂θ
, φ(zj)qθ =

∂χ

∂zj
/
∂χ

∂θ
.

Приводя к общему знаменателю, приходим к уравнениям:

qθ
∂χ

∂θ
− 1

φ(zi)

∂χ

∂zi
= 0, qθ

∂χ

∂θ
− 1

φ(zj)

∂χ

∂zj
= 0.

Получена система уравнения, решение которой находим по лемме 1 при p =
r = 0. Затем учитываем явное выражение (2) для аргументы θ, после чего
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вводим новые координаты, потом записываем явное выражение для функции
f :

f = ψ(ln θ + zi + zj), ψ(u) = ψ(u/q), z = qK(z),

где аргумент θ задается выражением (2). Далее переходя к преждним обозначе-
ниям координат, получаем функцию (23), задающую геометрию максимальной
подвижности.
III. Разложения (18) и (54) подставляем в (51) и сравниваем коэффициенты

слева и справа перед одинаковыми степенями произведений переменных xi, yi,

xj , yj , а также перед степенями e
−2γarctg

yi − yj
xi − xj , e

n2γarctg
yi − yj
xi − xj , n = 1, 2, 3, . . .

Заметим, что выражения e
−2γarctg

yi − yj
xi − xj , e

n2γarctg
yi − yj
xi − xj , входящие в тожде-

ство (51), в окрестности нуля в ряд Тейлора не разлагаются, поэтому коэффи-
циенты перед ними обращаются в нуль. Как и выше, задача перебора коэф-
фициентов, существенно упрощается с применением математического пакета
программ MAPLE 15 [16].

Сравнивая коэффициенты перед e
−2γarctg

yi − yj
xi − xj и e

n2γarctg
yi − yj
xi − xj , где n =

1, 2, 3, . . ., имеем

Dα1,α2,...(X3)(zi)F1(zi, zj) = 0, Dα1,α2,...(X3)(zj)F2(zi, zj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 1, 2, 3, 4, . . .,

F1 = (f1, D1,1(f1), D1,1,1(f1), D1,1,1,1(f1), . . .),

F2 = (f2, D1,1(f2), D1,1,1(f2), D1,1,1,1(f2), . . .).

Поэтому из леммы 4 следует F1 = F2 = 0. Значит

D1(f1)(zi, zj) ̸= 0, D1(f2)(zi, zj) ̸= 0.

Далее поступаем как и выше, сравнивая коэффициенты при произведениях
переменных xi, yi, xj , yj , затем комбинируя и разделяя переменные, имеем:

Dα1,α2,...(X3) = 0, Dβ1,β2,...(X1) = 0, Dβ1,β2,...(X2) = 0,

D1,1X1 = a1, D1,2X1 = −b1, D2,2X1 = −a1,
D1,1X2 = b1, D1,2X2 = a1, D2,2X2 = −b1,

D1X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = D1X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = −(γb1 + a1)/2,

D2X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = D2X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = (b1 − γa1)/2,

где αn, βm = 1, 2, n = 2, 3, 4, 5, . . ., m = 3, 4, 5, 6, . . ., a1, a2 = const.
Из последней системы следует:

D1(f1)(zi) = qφ(zi), D1(f2)(zj) = qφ(zj),

где введены сокращающие обозначения: φ(z) =
1√

(D1X3(z))2 + (D2X3(z))2
̸=

0, q = ±
√
(a1 + γb1)2 + (b1 − γa1)2/2 ̸= 0. Тогда, как и выше, будем иметь

систему уравнений (58), решением которой является функция:

f = ψ(ln θ + zi + zj), z = qK(z), ψ(u) = ψ(u/q),

причем аргумент θ имеет явное выражение (3). Далее переходя к прежним
обозначениям координат, получаем функцию (24).
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IV. И, наконец, разложения (18) и (54) подставляем в (52) и сравниваем
коэффициенты слева и справа перед одинаковыми степенями произведений

переменных xi, yi, xj , yj , а также перед степенями
xi − xj

(yi − yj)β
,
(yi − yj)

nβ

(xi − xj)n
,

n = 1, 2, 3, . . . Выражения
xi − xj

(yi − yj)β
,
(yi − yj)

nβ

(xi − xj)n
, входящие в тождество (52), в

окрестности нуля в ряд Тейлора не разлагаются, поэтому коэффициенты перед
ними обращаются в нуль.

Сравнивая коэффициенты перед
xi − xj

(yi − yj)β
и
(yi − yj)

nβ

(xi − xj)n
, n = 1, 2, 3, . . ., име-

ем
F1 = (f1, D1,1(f1), D1,1,1(f1), D1,1,1,1(f1), . . .) = 0,

F2 = (f2, D1,1(f2), D1,1,1(f2), D1,1,1,1(f2), . . .) = 0.

Значит
D1(f1)(zi, zj) ̸= 0, D1(f2)(zi, zj) ̸= 0.

Далее, сравниваем коэффициенты при произведениях переменных xi, yi, xj ,
yj , затем комбинируем и разделяем переменные:

Dα1,α2,...(X3) = 0, Dβ1,β2,...(X1) = 0, Dβ1,β2,...(X2) = 0,

D1,1X1 = a1, D1,2X1 = 0, D2,2X1 = 0, D1,1X2 = 0, D1,2X2 = 0, D2,2X2 = a2,

D1X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = D1X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = a1/2,

D2X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = D2X3(zj)D1(f2)(zi, zj) = −βa2/2,
где αn, βm = 1, 2, n = 2, 3, 4, 5, . . ., m = 3, 4, 5, 6, . . ., a1, a2 = const.

Из последней системы следует:

D1(f1)(zi) = qφ(zi), D1(f2)(zj) = qφ(zj),

где введены сокращающие обозначения: φ(z) =
1√

(D1X3(z))2 + (D2X3(z))2
̸=

0, q = ±
√
(a21 + (βa2)2/2 ̸= 0. Тогда, как и выше, справедлива система уравне-

ний (58), решением которой является функция:

f = ψ(ln θ + zi + zj), z = qK(z), ψ(u) = ψ(u/q),

где аргумент θ имеет явное выражение (4). Потом переходя к прежним обо-
значениям координат, получаем (25). Теорема 1 полностью доказана.

4. Доказательство теоремы 2

Подробно вычислим базисные операторы (35), (37) и (40). Операторы (36),
(38) и (39) уже вычислены в работе [15]. Все вычисления ведутся в окрестно-
сти U(i) × U(j), а базисные операторы записываются в подходящей системе
координат окрестности U(i).

I. Согласно критерию локальной инвариантности (17) записывается функ-
циональное уравнение на операторы алгебры Ли группы движений с двухто-
чечным инвариантом (20):

(59)
{

(xi − xj)(X2(i)−X2(j))− (yi − yj)(X1(i)−X1(j))+
+(xi − xj)

2(X3(i) +X3(j)) = 0.
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Дифференцируем данное уравнение по xi, yi, zi, а результаты — по xj , yj ,
zj :

−X ′
2x(j)−X ′

2x(i) + 2(xi − xj)(X
′
3x(j)−X ′

3x(i))− 2(X3(i) +X3(j)) = 0,

−X ′
2y(j) +X ′

1x(i) + 2(xi − xj)X
′
3y(j) = 0,

−X ′
2z(j) + 2(xi − xj)X

′
3z(j) = 0, −X ′

2z(i)− 2(xi − xj)X
′
3z(i) = 0,

−X ′
2y(i) +X ′

1x(j)− 2(xi − xj)X
′
3y(i) = 0, X ′

1y(i) +X ′
1y(j) = 0,

X ′
1z(j) = 0, X ′

1z(i) = 0.

В полученной системе дифференцируем, разделяем переменные, а затем инте-
грируем:

X1 = −ax2 + cx+ d, X2 = −2axy −mx2 + cy − 2nx+ l, X3 = ay +mx+ n.

Несложно установить, что полученные выражения обращают равенство (59) в
тождество. Далее постоянным a, b, c, d,m, n придавая значений 0 и 1, приходит
к базисным операторам (35).

II. По критению локальной инвариантности (17) записывается функциональ-
ное уравнение на операторы алгебры Ли группы движений с функцией (22):

(60)
{

(xi − xj)(X2(i)−X2(j))− (yi − yj)(X1(i)−X1(j))+
+[(xi − xj)

2 + (yi − yj)
2](X3(i) +X3(j)) = 0.

Дифференцируем данное уравнение по xi, yi, zi, а результаты — по xj , yj ,
zj :

−X ′
2x(j)−X ′

2x(i) + 2(xi − xj)(X
′
3x(j)−X ′

3x(i))− 2(X3(i) +X3(j)) = 0,

−X ′
2y(j) +X ′

1x(i)− 2(yi − yj)X
′
3x(i) + 2(xi − xj)X

′
3y(j) = 0,

−X ′
2z(j) + 2(xi − xj)X

′
3z(j) = 0, −X ′

2z(i)− 2(xi − xj)X
′
3z(i) = 0,

−X ′
2y(i) +X ′

1x(j)− 2(xi − xj)X
′
3y(i) + 2(yi − yj)X

′
3x(j)) = 0,

X ′
1y(i) +X ′

1y(j) + 2(yi − yj)(X
′
3y(j)−X ′

3y(i))− 2(X3(i) +X3(j)) = 0,

X ′
1z(j) + 2(yi − yj)X

′
3z(j)) = 0, X ′

1z(i)− 2(yi − yj)X
′
3z(i) = 0.

Полученную систему дифференцируем по координатам точек i и j, а затем
разделяем переменные:

X1z = X2z = X3z = 0, X ′
3xx = X ′

3yy = X ′
3xy = 0, X3 = ax+ by + c,

X ′
1x = 2ay − 2bx+ d, X ′

1y = 2ax+ 2by + 2c,

X ′
2x = −2ax− 2by − 2c, X ′

2y = 2ay − 2bx+ d,

где a, b, c, d,m, n = const. Интегрируя найденное, получаем

X1 = 2axy − b(x2 − y2) + dx+ 2cy +m,

X2 = −2bxy − a(x2 − y2)− 2cx+ dy + n, X3 = ax+ by + c.

Найденные выражения обращают равенство (60) в тождество. Далее постоян-
ным a, b, c, d,m, n придавая значений 0 и 1, приходим базисным операторам
(37).

III. Критений локальной инвариантности (17) приводит к функциональному
уравнению на операторы для алгебры Ли группы движений с двухточечным
инвариантом (25):

(61)
{
β(xi − xj)(X2(i)−X2(j))− (yi − yj)(X1(i)−X1(j))+
+(xi − xj)(yi − yj)(X3(i) +X3(j)) = 0.
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Далее как и выше, дифференцируем уравнение (61) по xi, yi, zi, а результаты
— по xj , yj , zj :

−β(X ′
2x(i) +X ′

2x(j)) + (yi − yj)(X
′
3x(j)−X ′

3x(i)) = 0,

−βX ′
2y(j) +X ′

1x(i) + (yi − yj)X
′
3y(j)− (xi − xj)X

′
3x(i)− (X3(i) +X3(j)) = 0,

−βX ′
2z(j) + (yi − yj)X

′
3z(j) = 0,

−βX ′
2y(i) +X ′

1x(j)− (yi − yj)X
′
3y(i) + (xi − xj)X

′
3x(j)− (X3(i) +X3(j)) = 0,

X ′
1y(i) +X ′

1y(j) + (xi − xj)(X
′
3y(j)−X ′

3y(i)) = 0,

X ′
1z(j) + (xi − xj)X

′
3z(j) = 0.

Далее поступаем как и выше, получаем:

X1z = X2z = X3z = 0, X ′
3xx = X ′

3yy = X ′
3xy = 0, X3 = ax+ by + c,

X ′
1x = −2ax+ c+ d, X ′

1y = 0, X ′
2x = 0, βX ′

2y = −2by − c+ d,

где a, b, c, d,m, n = const. Интегрируя найденное, получаем

X1 = −ax2 + (c+ d)x+m, X2 = −by2/β + (d− c)y/β + n, X3 = ax+ by + c.

Полученные выражения равенство (61) обращают в тождество. Далее, в преды-
дущих выражениях, постоянным a, b, c, d,m, n придавая значения 0, 1 и β, по-
лучаем базисные операторы (40). Теорема 2 доказана.

Заключение

Итак, выше поставленная задача об аналитическом вложении геометрий
максимальной подвижности с метрическими функциями (1) — (4) полностью
решена. В результате получились трехмерные геометрии максимальной по-
движности с функциями (20) — (25). Оказалось, что функция (22) трехмер-
ной симплициальной геометрии третьего типа не содержится в классификации
В.Х. Лева [17], которая, построена совершенно другим методом и ранее счита-
лась полной. В работе также найдены базисные операторы (35) — (40) алгебр
Ли групп движений этих геометрий.

Аналогично можно поставить и решить задачу об аналитическом вложении
пространства со скалярным произведением, то есть найти все функции вида:

f(i, j) = f(xiyj + yiyj + zizj , wi, wj),

являющиеся двухточечными инвариантами группы преобразований размерно-
сти три. Задачу о вложении можно также поставить и для трехмерной геомет-
рии, то есть когда функции четырехменых геометрий ищутся в виде:

f = χ(g(xi, yi, zi, xj , yj , zj), wi, wj),

где g — метрические функции известных трехмерных геометрий.
Также можно поставить задачу вложения для геометрий двух множеств,

одна из которых решена в работах [18, 19].
Выражаю благодарность профессору Михайличенко Геннадию Григорьеви-

чу за обсуждение полученных результатов.
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