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Abstract. In this paper, we construct a family of minimal isotropic
tori and Klein bottles in CP 3 in terms elementary functions.
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1. Введение

В этой работе мы строим семейство минимальных изотропных торов и буты-
лок Клейна в CP 3. Напомним, что поверхность Σ ⊂ CP 3 называется изотроп-
ной, если на ней зануляется форма Фубини–Штуди. Предположим, что на по-
верхности Σ выбраны изотермические координаты, в которых индуцированная
метрика принимает вид ds2 = 2eυ(x,y)(dx2 + dy2). Если поверхность Σ содер-
жится в некоторой комплексной проективной плоскости Σ ⊂ CP 2 ⊂ CP 3, то
υ(x, y) удовлетворяет уравнению Цицейки и в этом случае Σ является лагран-
жевой поверхностью в CP 2. Такие поверхности изучались, например, в работах
[1] – [4]. Если поверхность Σ не содержится ни в какой комплексной проектив-
ной плоскости, то как показано в [5], функция υ(x, y) удовлетворяет уравнению
sh-Gordon. Отметим, что уравнение sh-Gordon – это солитонное уравнение, ко-
торое часто встречается в геометрии. Например, оно описывает торы постоян-
ной средней кривизны в R3, S3 и H3. Гладкие периодические решения этого
уравнения выражаются через тэта-функции многообразий Якоби спектраль-
ных кривых.
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Основной результат этой работы заключается в следующем. Пусть S7 ⊂ C4 –
единичная сфера, H : S7 → CP 3 — проекция Хопфа. Будем задавать изо-
тропную поверхность Σ как образ композиции отображений φ : R2 → S7 и H.
Пусть m1 и m2 — взаимно простые целые числа. Имеет место теорема.

Теорема 1. Поверхность Σ ⊂ CP 3, заданная как образ композиции отобра-
жений H ◦ φ : R2 → CP 3, где

φ(x, y) = (
sinx√

2
e2πim1y,

cosx√
2
e2πim2y,

sinx√
2
e−2πim1y,

cosx√
2
e−2πim2y), (1)

является минимальной изотропной поверхностью в CP 3.

Индуцированная метрика на Σ в координатах x, y имеет диагональный вид

ds2 = dx2 + 4π2(m2
1 sin

2 x+m2
2 cos

2 x)dy2, (2)

гауссова кривизна равна

K =
(m2

1 −m2
2)(−m2

2 cos
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1 sin
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(m2
2 cos
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Если m1 и m2 — нечетные числа, то

H ◦ φ(x+ π, y) = H ◦ φ(x, y + 1

2
) = H ◦ φ(x, y)

и образом H ◦ φ является погруженный тор. Если одно из чисел m1 или m2

нечетное, а второе — четное, то

H ◦ φ(x+ π, y) = H ◦ φ(π − x, y +
1

2
) = H ◦ φ(x, y)

и образом H◦φ является погруженная бутылка Клейна. Таким образом, теоре-
ма 1 показывает, что если отказаться от изотермических координат, то мини-
мальные изотропные поверхности могут быть описаны не через тэта-функции
спектральных кривых, а через элементарные функции. Образом отображе-
ния φ является минимальная горизонтальная поверхность в S7. Существует
небольшой известный запас явных примеров минимальных торов и бутылок
Клейна в сферах, которые строятся с помощью элементарных функций. К та-
ким примерам относятся торы Оцуки в S3 [6], лоусоновы торы и бутылки Клей-
на τm,k в S3 [7], минимальные торы и бутылки Клейна в S5 [8] (см. также [9]).
Отметим, что метрика на лоусоновых торах и бутылках Клейна в S3 имеет
такой же вид (2) как и для поверхностей построенных в теореме 1. При этом
компоненты вектор – функции φ являются линейными комбинациями коорди-
натных функций поверхностей Лоусона.

Доказательство. Напомним, что эрмитова структура на CP 3 задается сле-
дующим образом. Пусть u1, u2 — касательные векторы к CP 3 в точке p ∈
CP 3, S1

p — слой расслоения Хопфа, отвечающий точке p. Через v1, v2 обозначим
горизонтальные поднятия векторов u1, u2 на S7, векторы v1, v2 — касательные
векторы к S7 в точке p̃ ∈ S1

p и v1, v2 — ортогональны слою S1
p . Тогда эрмитово

произведение векторов u1, u2 определяется по формуле

⟨u1, u2⟩FS = ⟨v1, v2⟩,
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где ⟨·, ·⟩ – эрмитово произведение в C4. Вещественная и мнимая части ⟨·, ·⟩FS

являются соответственно метрикой Фубини–Штуди и симплектической фор-
мой Фубини–Штуди. Из формулы (1) следует, что

φx = (
cosx√

2
e2πim1y,− sinx√

2
e2πim2y,
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2
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Непосредственная проверка показывает, что

< φx, φ >=< φy, φ >= 0.

Следовательно, φ задает горизонтальное отображение. Далее, прямыми вычис-
лениями можно показать, что

< φx, φy >= 0, < φx, φx >= 1,

< φy, φy >= 4π2(m2
1 sin

2 x+m2
2 cos

2 x).

Следовательно, форма Фубини–Штуди зануляется на образе отображения H◦φ
и Σ является изотропной поверхностью с индуцированной метрикой

ds2 = dx2 + 4π2(m2
1 sin

2 x+m2
2 cos

2 x)dy2.

Для доказательства минимальности Σ мы воспользуемся следующей теоре-
мой.(см. [10])

Теорема 2. Пусть М — риманово многообразие размерности m и ψ : M →
Sn ⊂ Rn+1 — изометрическое погружение. Тогда отображение ψ является
минимальным погружением в Sn тогда и только тогда, когда

△ψ = −mψ,

где △ — оператор Лапласа – Бельтрами.

Оператор Лапласа – Бельтрами на нашей поверхности Σ в координатах x, y
имеет вид
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Прямыми вычислениями можно убедиться, что

△φ = −2φ,

где φ задано формулой (1). По теореме 2 поверхность φ(R2) является мини-
мальной в S7. Так как поверхность φ(R2) является горизонтальной, то её образ
при отображении H является минимальной в CP 3. Теорема 1 доказана. �
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