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О РАВНОВЕСИИ ДВУСЛОЙНОЙ КОНСТРУКЦИИ
ПРИ НАЛИЧИИ ДЕФЕКТА
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Abstract. The equilibrium problem of the structure, which consists of
two elastic plates, is considered. It is assumed that the plates are flatly
deformed, and the layers are modeled as elastic bodies. Plates are glued
along a given line. In addition there is a defect along the gluing line in
one of the layers. On the defect faces, nonlinear boundary conditions
containing the damage parameter are established. Using the variational
approach, the solvability of this problem is proved. In the problem, the
passage to the limit is carried out when the damage parameter tends to
zero and to infinity. Differential formulations for the corresponding limit
problems are obtained. The case of the rigidity of one of the layers tends
to infinity is considered; the obtained limit problem is analyzed.

Keywords: two-layer structure, nonpenetration condition, damage pa-
rameter, defect, variational inequality.

1. Введение

Многие применяемые на практике конструкции состоят из упругих тел, пла-
стин и балок, скрепленных между собой. При создании или эксплуатации в
конструкциях могут образовываться дефекты: трещины, отслоения и разрывы
в области скрепления элементов. Наличие дефектов в конструкции влияет на
ее прочность и эффективность в использовании. Поэтому исследование мате-
матических моделей, описывающих деформирование конструкций с дефектами
является актуальной проблемой.
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Для классического подхода к моделированию дефектов, таких как трещи-
ны, характерно задание линейных краевых условий на их берегах, что часто
приводит к физически противоречивому явлению взаимного проникания про-
тивоположных берегов дефекта [1, 2, 3]. С такой точки зрения наиболее подхо-
дящими для описания поведения конструкций с дефектами являются модели
с нелинейными условиями непроникания, допускающими только касание или
расхождение берегов. Последние десятилетия ведется активная работа, отно-
сящаяся к исследованию нелинейных задач с краевыми условиями непроника-
ния (см., например, [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]). Первыми работами, в которых в
рамках моделей с условиями непроникания изучались задачи равновесия для
двуслойных конструкций, являются статьи [12, 13]. В [14] исследована зада-
ча, в которой неизвестными являются прогибы слоев конструкции; в [15] про-
изведено ее численное моделирование. В [16] рассмотрена задача равновесия
для двуслойной конструкции, слои которой склеены на одном из берегов тре-
щины, находящейся в нижнем слое, а вне линии склейки область контакта
слоев заранее неизвестна; искомыми функциями в задаче являются как гори-
зонтальные смещения, так и прогибы слоев. Задачи равновесия для различных
двуслойных конструкций, формулируемые в плоской постановке, изучались в
[17, 18, 19, 20, 21, 22].

В работе рассматривается краевая задача, описывающая равновесие дву-
слойной конструкции, слоями которой являются упругие пластины. Предпо-
лагается, что пластины деформируются в плоскости. Пластины контактируют
по заданной линии, на которой задается условие равенства перемещений пла-
стин. При этом в одном из слоев имеется дефект вдоль линии склейки. На
берегах дефекта задаются нелинейные краевые условия, аналогичные усло-
виям в [23, 24, 25], которые содержат параметр повреждаемости. Этот пара-
метр характеризует дефект: чем больше его значение, тем слабее сцепление
берегов дефекта, и наоборот. С помощью вариационного подхода установлена
разрешимость данной задачи. В задаче осуществлен предельный переход при
стремлении параметра повреждаемости к нулю и к бесконечности. Получены
дифференциальные формулировки для соответствующих предельных задач.
Кроме того, рассмотрен случай стремления жесткости одного из слоев к бес-
конечности; проведен анализ полученной предельной задачи.

2. Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ R2 и ω ⊂ R2 – области, ограниченные гладкими границами ∂Ω и
∂ω (рис. 1). Области Ω и ω соответствуют упругим слоям на плоскости, в кото-
рой они контактируют. Гладкая кривая γ не имеет самопересечений и соответ-
ствует линии соединения пластин, γ̄ ⊂ Ω, γ̄ ⊂ ∂ω; Ωγ = Ω\ γ̄. Через ν = (ν1, ν2)
обозначается нормаль единичной длины к границе ∂ω, (τ1, τ2) = (−ν2, ν1) –
касательный вектор. С помощью направления ν определяется знак берега γ±.
Считается, что вдоль γ+ в нижней пластине имеется дефект, который харак-
теризуется параметром повреждаемости δ, δ ∈ (0,∞). Будет использовано обо-
значение [h] = h+ − h− для скачка функции h на γ, где h± – следы функции h
на берегах γ±.

Пусть A = {aijkl} – симметричный и положительно определенный тензор
модулей упругости:

aijkl = ajikl = aklij , i, j, k, l = 1, 2 ,
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aijklξklξij ≥ C|ξ|2 для всех ξij , ξij = ξji ; C = const > 0 .

Предполагается, что все величины с двумя нижними индексами симметричны
по этим индексам, а также по повторяющимся индексам проводится сумми-
рование. Пусть B = {bijkl} , i, j, k, l = 1, 2 – тензор, обладающий теми же
свойствами. Кроме того, aijkl ∈ L∞(Ω) , bijkl ∈ L∞(ω).

 Ω

 ω

 γ

 ν

Рис. 1

Пусть u = (u1, u2), v = (v1, v2) – горизонтальные смещения точек нижней
и верхней пластин, соответственно. Через ε(w) = {εij(w)} будет обозначаться
тензор деформаций, εij(w) = 1

2 (wi,j + wj,i), i, j = 1, 2. Нижний индекс после
запятой означает дифференцирование по соответствующей координате. Также
вводится обозначение σ = σ(w) = {σij(w)} и p = p(w) = {pij(w)} для тензоров
напряжений. Кроме того, для P ∈ {σ, p} верно: Pν = (P1jνj , P2jνj), Pν =
Pijνjνi, Pτ = Pijνjτi.

Задача равновесия двуслойной упругой конструкции с дефектом под дей-
ствием заданных внешних сил f ∈ L2(Ω)2, g ∈ L2(ω)2 в дифференциальном
виде формулируется следующим образом:
Найти такие функции u = (u1, u2), v = (v1, v2), σ = {σij}, p = {pij}, i, j = 1, 2,
что

(1) −divσ = f , σ −Aε(u) = 0 в Ωγ ,

(2) −div p = g , p−Bε(v) = 0 в ω ,

(3) u = 0 на ∂Ω , pν = 0 на ∂ω \ γ ,

(4) u− = v, [uν ] ≥ 0 на γ ,

σ+
τ =

1

δ
[uτ ] , σ

+
ν ≤ 1

δ
[uν ] ,

(
σ+
ν − 1

δ
[uν ]

)
[uν ] = 0 ,

(5) σ−
ν + pν = σ+

ν , σ−
τ + pτ =

1

δ
[uτ ] на γ .

Соотношения в (1), (2) – это уравнения равновесия и уравнения состояния для
пластин. Первое условие в (4) обеспечивает склейку слоев на γ−, а второе –
непроникание противоположных берегов дефекта друг в друга. Первые три
ограничения в (5) задают связь между нормальными и касательными состав-
ляющими вектора напряжений, перемещениями нижнего слоя и параметром
повреждаемости дефекта на положительном берегу γ; последние два условия
в (5) соответствуют равенству нормальных и касательных составляющих век-
торов напряжений, действующих на линии соединения слоев.
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Задачу равновесия двуслойной конструкции можно сформулировать в виде
задачи минимизации функционала энергии на множестве допустимых переме-
щений. Для этого рассмотрим функционал потенциальной энергии конструк-
ции:

Π(ū, v̄) =
1

2

∫
Ωγ

σ(ū)ε(ū)−
∫
Ωγ

fū+
1

2

∫
ω

p(v̄)ε(v̄)−
∫
ω

gv̄ +
1

2δ

∫
γ

[ū]2 .

Слагаемое 1
2δ

∫
γ

[ū]2 отвечает за работу сил сцепления берегов дефекта. Рассмот-

рим также множество функций

Ke = {(ū, v̄) ∈ H1
∂Ω(Ωγ)

2 ×H1(ω)2| ū− = v̄ , [ūν ] ≥ 0 на γ} .
Через H1

∂Ω(Ωγ) обозначается пространство Соболева

H1
∂Ω(Ωγ) = {v ∈ H1(Ωγ) | v = 0 на ∂Ω} .

Задача минимизации имеет вид:
Найти такое (u, v) ∈ Ke, что

(6) Π(u, v) = inf
(ū,v̄)∈Ke

Π(ū, v̄) .

Задача (6) имеет решение, поскольку множество Ke слабо замкнуто, а функци-
онал Π(ū, v̄) слабо полунепрерывен снизу. Также функционал Π(ū, v̄) является
коэрцитивным на множестве Ke. Действительно, представим Π(ū, v̄) в виде

(7) Π(ū, v̄) =
1

2

∫
Ωγ

σ(ū)ε(ū)−
∫
Ωγ

fū+
1

2

∫
ω

p(v̄)ε(v̄)−
∫
ω

gv̄+
1

2δ

∫
γ

[ū]2 ±α

∫
γ

v̄2 .

Здесь и далее знак ± означает добавление и вычитание одного и того же сла-
гаемого. Параметр α – положительный малый параметр, который выбирается
таким образом, чтобы была справедлива теорема о следе функции из простран-
ства Соболева на границе [26, гл. 3, § 5, п. 1]:

(8) C1∥ū∥2H1
∂Ω(Ωγ)2

− α

∫
γ

v̄2 ≥ 0 .

Через C1 и используемые далее C2, . . . , C20 обозначаются постоянные, не зави-
сящие от оцениваемых функций. По теореме об эквивалентном представлении
нормы в пространстве Соболева из [27, гл. 1, § 1, п. 3] для слагаемых в (7)
верно неравенство

(9)
∫
ω

p(v̄)ε(v̄) + α

∫
γ

v̄2 ≥ C2∥v̄∥2H1(ω)2 .

В силу (8) и (9), с учетом того, что 1
2δ

∫
γ

[v̄]2 ≥ 0, представление (7) влечет

оценку снизу:

Π(ū, v̄) ≥ C3∥ū∥2H1
∂Ω(Ωγ)2

+ C4∥v̄∥2H1(ω)2 − C5∥ū∥H1
∂Ω(Ωγ)2 − C6∥v̄∥H1(ω)2 ,

из которой следует коэрцитивность функционала энергии Π(ū, v̄). Решение
(u, v) задачи (6) удовлетворяет вариационному неравенству:

(10) (u, v) ∈ Ke ,
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(11)
∫
Ωγ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) +

∫
ω

p(v)ε(v̄ − v)−
∫
ω

g(v̄ − v)+

+
1

δ

∫
γ

[u][ū− u] ≥ 0 для всех (ū, v̄) ∈ Ke .

Теорема 1. Формулировки (1)-(5) и (10)-(11) задачи равновесия двуслойной
упругой конструкции с дефектом эквивалентны на классе гладких решений.

Доказательство. Рассмотрим функцию (θ, η) ∈ C∞
0 (Ωγ)

2 × C∞
0 (ω)2 и под-

ставим поочередно в (11) тестовые функции вида (ū, v̄) = (u, v) + (θ, η) и
(ū, v̄) = (u, v)− (θ, η). Тогда уравнения

(12) −divσ = f в Ωγ , −div p = g в ω .

выполнены в смысле обобщенных функций.
Выберем в (11) функцию (ū, v̄) = (u, v) + (φ, 0). При этом функция φ удо-

влетворяет следующим условиям: φ ∈ H1
∂Ω(Ωγ), φν ≥ 0 на γ и supp φ ⊂ B+,

где B+ – окрестность некоторой точки кривой γ (рис. 2). Проинтегрировав по

 

 γ

 ν

 

 

+

-

 0

x0

Рис. 2

частям в (11) при условии, что (ū, v̄) имеет указанный вид, получим неравен-
ство

−
∫
γ

σν+φ+
1

δ

∫
γ

[u]φ ≥ 0 ,

которое можно представить в виде

(13) −
∫
γ

σ+
ν φν +

1

δ

∫
γ

[uν ]φν −
∫
γ

σ+
τ φτ +

1

δ

∫
γ

[uτ ]φτ ≥ 0 .

В силу произвольности φτ и неотрицательности φν заключаем, что

(14) σ+
τ =

1

δ
[uτ ] , −σ+

ν +
1

δ
[uν ] ≥ 0 на γ .

Подставим в (11) поочередно тестовые функции в виде (ū, v̄) = (u, v)+(ψ, ζ)
и (ū, v̄) = (u, v) − (ψ, ζ), причем (ψ, ζ) ∈ Ke, [ψν ] = 0. Предположим, что
supp (ψ, ζ) ⊂ B+ ∪B−, где B+ ∪ B− – окрестность некоторой точки множе-
ства γ (рис. 2). Тогда, проинтегрировав в (11) по частям при таких выбранных
функциях в качестве (ū, v̄), получим равенство

−
∫
γ

[σν ]ψν −
∫
γ

[στψτ ] +

∫
γ

pνζν +

∫
γ

pτζτ +
1

δ

∫
γ

[uτ ][ψτ ] = 0 ,
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из которого, в силу свойств функции (ψ, ζ) и первого соотношения в (14), сле-
дует, что

(15) [σν ] = pν , [στ ] = pτ на γ .

Теперь опустим предположение о носителе функции (ψ, ζ) и получим из (11)
равенство

−
∫
γ

[σν · ψ] +
∫
∂ω

pν · ζ + 1

δ

∫
γ

[uτ ][ψτ ] = 0 ,

которое в силу первого соотношения в (14) и условий в (15) влечет равенство

(16) pν = 0 на ∂ω \ γ .

Пусть для некоторой точки x0 ∈ γ выполняется условие [uν(x0)] > 0. Рас-
смотрим функцию ϑ ∈ H1

∂Ω(Ωγ)
2, причем supp ϑ ⊂ B0, где B0 – малая окрест-

ность точки x0 ∈ γ (рис. 2). Пусть (ū, v̄) = (u, v) − (µϑ, 0), µ – малый поло-
жительный параметр, тогда (ū, v̄) ∈ K. Подставив поочередно такую функцию
(ū, v̄) и функцию (ū, v̄) = (u, v) + (µϑ, 0) в (11) и далее проинтегрировав по
частям, получим

−
∫
γ

σν+ϑ+
1

δ

∫
γ

[u]ϑ = 0 ,

откуда следует, что σ+
ν (x0) +

1
δ [uν(x0)] = 0. Предполагая, что в точке x1 ∈ γ

выполняется σ+
ν (x1) +

1
δ [uν(x1)] < 0, получим равенство [uν(x1)] = 0. Таким

образом,

(17) [uν ]

(
−σ+

ν +
1

δ
[uν ]

)
= 0 на γ .

Покажем, что из (1)-(5) следует (10), (11). Пусть (ū, v̄) ∈ Ke, а (u, v) – реше-
ние задачи (1)-(5). Тогда на основе уравнений равновесия из (1) и (2) получаем
равенство∫

Ωγ

(−divσ − f)(ū− u) +

∫
ω

(−div p− g)(v̄ − v)± 1

δ

∫
γ

[u][ū− u] = 0 ,

которое после интегрирования по частям примет вид

(18)
∫
Ωγ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) +

∫
ω

p(v)ε(v̄ − v)−
∫
ω

g(v̄ − v)+

+

∫
γ

[σν(ū− u)]−
∫
γ

pν(v̄ − v)± 1

δ

∫
γ

[u][ū− u] = 0 .

Чтобы показать, что вариационное неравенство (11) является следствием ра-
венства (18), необходимо проверить выполнение неравенства∫

γ

[σν(ū− u)]−
∫
γ

pν(v̄ − v)− 1

δ

∫
γ

[u][ū− u] ≤ 0 .
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Левую часть в последнем неравенстве можно записать в виде∫
γ

[σν(ū− u)ν ]±
∫
γ

σ+
ν (ū− u)−ν +

∫
γ

[στ (ū− u)τ ]±
∫
γ

σ+
τ (ū− u)−τ +

+

∫
γ

pν(v̄ − v)ν +

∫
γ

pτ (v̄ − v)τ − 1

δ

∫
γ

[uν ][(ū− u)ν ]−
1

δ

∫
γ

[uτ ][(ū− u)τ ]

или

(19)
∫
γ

[σν ](ū− u)−ν +

∫
γ

σ+
ν [(ū− u)ν ] +

∫
γ

[στ ](ū− u)−τ +

∫
γ

σ+
τ [(ū− u)τ ]+

+

∫
γ

pν(v̄ − v)ν +

∫
γ

pτ (v̄ − v)τ − 1

δ

∫
γ

[uν ][(ū− u)ν ]−
1

δ

∫
γ

[uτ ][(ū− u)τ ] .

В силу условий (5) сумма в (19) неположительна, поэтому уравнение (18) вле-
чет неравенство (11). Из уравнений (1), (2) с учетом всех условий в (3)-(5)
следует постановка (10), (11). Таким образом, установлена эквивалентность
формулировок задачи равновесия (1)-(5) и (10), (11) на классе гладких реше-
ний. �

3. Предельный переход по параметру δ в задаче (10), (11)

В этом пункте исследуется поведение решения задачи равновесия двуслой-
ной упругой конструкции с дефектом в случаях, когда параметр повреждаемо-
сти дефекта δ стремится к предельным значениям, δ = 0 и δ = ∞. При каждом
фиксированном δ ∈ (0,∞) задача равновесия (10), (11) имеет вид:

(20) (uδ, vδ) ∈ Ke ,

(21)
∫
Ωγ

σ(uδ)ε(ū− uδ)−
∫
Ωγ

f(ū− uδ) +

∫
ω

p(vδ)ε(v̄ − vδ)−
∫
ω

g(v̄ − vδ)+

+
1

δ

∫
γ

[uδ][ū− uδ] ≥ 0 для всех (ū, v̄) ∈ Ke .

В результате поочередной подстановки функций (ū, v̄) = (0, 0) и (ū, v̄) = 2(uδ, vδ)
в неравенство (21) получим соотношение∫

Ωγ

σ(uδ)ε(uδ) +

∫
ω

p(vδ)ε(vδ) +
1

δ

∫
γ

[uδ]2 =

∫
Ωγ

fuδ +

∫
ω

gvδ ,

из которого следуют равномерные по δ ∈ (0,∞) оценки

(22) ∥uδ∥H1
∂Ω(Ωγ)2 ≤ C7 , ∥vδ∥H1(ω)2 ≤ C8 ,

а также

(23) ∥[uδ]∥L2(γ) ≤ C9δ .
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Теорема 2. Для последовательности решений (uδ, vδ) семейства задач типа
(20), (21) имеют место сходимости при δ → 0:

(24) uδ → u0 слабо в H1
∂Ω(Ωγ)

2 , vδ → v0 слабо в H1(ω)2 ,

(25) [uδ] → 0 сильно в L2(γ)
(
[u0] = 0 п.в. на γ

)
.

При этом функция (u0, v0) является решением вариационной задачи

(26) (u0, v0) ∈ Ke
0 ,

(27)
∫
Ω

σ(u0)ε(ū)−
∫
Ω

fū+

∫
ω

p(v0)ε(v̄)−
∫
ω

gv̄ = 0 для всех (ū, v̄) ∈ Ke
0 ,

где
Ke

0 = {(ū, v̄) ∈ H1
0 (Ω)

2 ×H1(ω)2)| ū = v̄ на γ} ,

Доказательство. Сходимости (24) и (25) при δ → 0 являются следствием оце-
нок (22) и (23). В силу сходимостей (24) и (25) предельная функция (u0, v0)
является элементом множества Ke

0 .
Пусть (ũ, ṽ) ∈ Ke

0 . Подставив в (21) в качестве тестовой функции поочередно
(ū, v̄) = (uδ, vδ) + (ũ, ṽ) и (ū, v̄) = (uδ, vδ)− (ũ, ṽ), получим равенство

(28)
∫
Ωγ

σ(uδ)ε(ũ)−
∫
Ωγ

fũ+

∫
ω

p(vδ)ε(ṽ)−
∫
ω

gṽ = 0 .

Учитывая сходимости (24) и (25), перейдем к пределу в (20) и (28) при δ → 0.
Предельная задача будет иметь вид

(u0, v0) ∈ Ke
0 ,∫

Ωγ

σ(u0)ε(ũ)−
∫
Ωγ

fũ+

∫
ω

p(v0)ε(ṽ)−
∫
ω

gṽ = 0 для всех (ũ, ṽ) ∈ Ke
0 .

Поскольку [u0] = 0 на γ, в последнем уравнении можно заменить область ин-
тегрирования Ωγ на Ω, тогда оно примет вид (27). Теорема доказана.

�

Предельная вариационная задача (26), (27) может быть представлена в сле-
дующем дифференциальном виде:
Найти такие функции u0, v0, σ(u0) = {σij(u0)}, p(v0) = {pij(v0)}, i, j = 1, 2, что

−divσ(u0) = f в Ωγ , σ(u
0)−Aε(u0) = 0 в Ω ,

−div p(v0) = g в ω , p(v0)−Bε(v0) = 0 в ω ,

u0 = 0 на ∂Ω , p(v0)ν = 0 на ∂ω \ γ ,

u0 = v0 , [σ(u0)ν] = p(v0)ν на γ .

Задача (26), (27) описывает равновесие двуслойной упругой конструкции без
дефекта в нижней пластине.

Рассмотрим теперь второй предельный случай.
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Теорема 3. Для последовательности решений (uδ, vδ) семейства задач типа
(20), (21) имеют место сходимости при δ → ∞:

(29) uδ → u∞ слабо в H1
∂Ω(Ωγ)

2 , [uδ] → [u∞] слабо в L2(γ) ,

(30) vδ → v∞ слабо в H1(ω)2 .

При этом функция (u∞, v∞) является решением вариационной задачи

(31) (u∞, v∞) ∈ Ke ,

(32)
∫
Ωγ

σ(u∞)ε(ū− u∞)−
∫
Ωγ

f(ū− u∞) +

∫
ω

p(v∞)ε(v̄ − v∞)−

−
∫
ω

g(v̄ − v∞) ≥ 0 для всех (ū, v̄) ∈ Ke .

Доказательство. По теореме вложения имеем

∥uδ±∥L2(γ) ≤ C10∥uδ∥H1
∂Ω(Ωγ)2 ,

поэтому

(33) ∥[uδ]∥L2(γ) ≤ C11 .

Оценки в (22) и (33) влекут сходимости (29) и (30) при δ → ∞. В силу схо-
димостей (29) и (30) предельная функция (u∞, v∞) принадлежит множеству
Ke. Осуществляя предельный переход в задаче (20), (21) на основе (29) и (30),
получим вариационную задачу в виде (31), (32). Таким образом, утверждения
теоремы справедливы. �

Предельная задача (31), (32) описывает равновесие двуслойной упругой кон-
струкции при наличии трещины с нулевым трением на положительном берегу
γ. Дифференциальную формулировку задачи (31), (32) можно найти в [20]. В
работе [21] исследована аналогичная задача равновесия с условием v = 0 на
∂ω \ γ.

4. Предельный переход по параметру жесткости верхнего слоя

Пусть коэффициенты упругости верхнего слоя зависят от параметра λ ∈
(0, λ0) : B

λ = {λ−1bijkl}. Тогда задача равновесия (10), (11) при каждом фик-
сированном λ примет следующий вариационный вид:

(34) (uλ, vλ) ∈ Ke ,

(35)
∫
Ωγ

σ(uλ)ε(ū− uλ)−
∫
Ωγ

f(ū− uλ) +
1

λ

∫
ω

p(vλ)ε(v̄ − vλ)−
∫
ω

g(v̄ − vλ)

+
1

δ

∫
γ

[uλ][ū− uλ] ≥ 0 для всех (ū, v̄) ∈ Ke .
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Пусть через R(ω) обозначается пространство инфинитезимальных жестких пе-
ремещений:

R(ω) = {ρ = (ρ1, ρ2) |
ρ(x1, x2) = b(x2,−x1) + (c1, c2) , (x1, x2) ∈ ω , b, c1, c2 = const} .

Покажем, что верно следующее утверждение.

Теорема 4. Для последовательности решений (uλ, vλ) семейства задач типа
(34), (35) имеют место сходимости при λ→ 0:

(36) uλ → u0 слабо в H1
∂Ω(Ωγ)

2 , [uλ] → [u0] сильно в L2(γ) ,

(37) vλ → ρ0 слабо в H1(ω)2 .

При этом функция (u0, ρ0) является решением вариационной задачи

(38) (u0, ρ0) ∈ Kr ,

(39)
∫
Ωγ

σ(u0)ε(ū− u0)−
∫
Ωγ

f(ū− u0) +
1

δ

∫
γ

[u0][ū− u0]−
∫
ω

g(ρ̄− ρ0) ≥ 0

для всех (ū, ρ̄) ∈ Kr ,

где

Kr = {(ū, ρ̄) ∈ H1
∂Ω(Ωγ)

2 ×R(ω) | [ūν ] ≥ 0, ū− = ρ̄ на γ} .

Доказательство. Из вариационного неравенства (35) можно получить равен-
ство ∫

Ωγ

σ(uλ)ε(uλ) +
1

λ

∫
ω

p(vλ)ε(vλ) +
1

δ

∫
γ

[uλ]2 =

∫
Ωγ

fuλ +

∫
ω

gvλ ,

из которого следуют равномерные по λ ∈ (0, λ0) оценки

(40) ∥uλ∥H1
∂Ω(Ωγ)2 ≤ C12 , ∥vλ∥H1(ω)2 ≤ C13 .

Кроме того, справедливо неравенство

(41)
∫
ω

p(vλ)ε(vλ) ≤ C14λ ,

из которого следует, что предельная функция для vλ при λ → 0 является
функцией пространства R(ω). Итак, в силу (40) и (41) выполняются сходимости
(36) и (37) при λ→ 0. Выбирая (ū, ρ̄) ∈ Kr в качестве тестовой функции в (35)
и переходя к пределу в задаче (34), (35) на основе сходимостей (36) и (37),
получим вариационную задачу (38), (39). Теорема верна.

�

Предельная задача (38), (39) описывает равновесие конструкции, состоящей
из упругого и жесткого слоев, с дефектом в упругой пластине.
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5. Эквивалентная формулировка задачи (38), (39)

Получим теперь дифференциальную формулировку задачи равновесия кон-
струкции, состоящей из упругого и жесткого слоев. Обозначим решение (u0, ρ0)
задачи (38), (39) через (u, ρ). Пусть пробная функция в (39) поочередно при-
нимает вид (ū, ρ̄) = (u, ρ)+(ϕ, 0) и (ū, ρ̄) = (u, ρ)−(ϕ, 0), ϕ ∈ C∞

0 (Ωγ)
2. Тогда из

(39) следует, что в смысле распределений выполняется уравнение равновесия

−div σ = f в Ωγ .

Из неравенства (39) можно получить условия

σ+
τ =

1

δ
[uτ ] , −σ+

ν +
1

δ
[uν ] ≥ 0 , [uν ]

(
−σ+

ν +
1

δ
[uν ]

)
= 0 на γ

тем же способом, которым ранее условия (14) и (17) были получены из нера-
венства (11). Опустим соответствующие рассуждения.

Далее, рассмотрим функции (ū, ρ̄) = (u, ρ) + (η, ζ) и (ū, ρ̄) = (u, ρ) − (η, ζ),
(η, ζ) ∈ Kr и [ην ] = 0. Используя поочередно такие функции (ū, ρ̄) в качестве
тестовой и далее интегрируя по частям в (39), получим

−
∫
γ

[σν · η] + 1

δ

∫
γ

[u][η]−
∫
ω

gζ = 0 .

Это соотношение можно записать в другом виде, добавив слагаемые ±
∫
γ

σ+
τ η

−
τ :

−
∫
γ

[σν ]ην −
∫
γ

[στ ]η
−
τ −

∫
γ

σ+
τ [ητ ] +

1

δ

∫
γ

[uτ ][ητ ]−
∫
ω

gζ = 0 .

Откуда, учитывая структуру функции (η, ζ), получим

−
∫
γ

[σν]ζ −
∫
ω

gζ = 0 для всех ζ ∈ R(ω) .

Таким образом, из вариационной формулировки задачи равновесия двуслой-
ной конструкции (38), (39) следуют условия, совокупность которых представ-
ляет собой дифференциальную формулировку задачи. А именно, требуется
найти такие функции u = (u1, u2), σ = {σij}, i, j = 1, 2, ρ ∈ R(ω), что

(42) −divσ = f в Ωγ , σ −Aε(u) = 0 в Ωγ ,

(43) u = 0 на ∂Ω , u− = ρ , [uν ] ≥ 0 на γ ,

(44) σ+
τ =

1

δ
[uτ ] , σ

+
ν − 1

δ
[uν ] ≤ 0 ,

(
σ+
ν − 1

δ
[uν ]

)
[uν ] = 0 на γ ,

(45)
∫
γ

[σν]ρ̄+

∫
ω

gρ̄ = 0 для всех ρ̄ ∈ R(ω) .

Уравнения в (42) – это уравнение равновесия и обобщенный закон Гука для
упругой пластины. Условия в (43) соответствуют закреплению упругой пласти-
ны на внешней границе, а также склейке перемещений пластин на линии их
соединения. В (44) содержатся краевые условия, которые исключают взаимное
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проникание берегов дефекта, а также условия на напряжения в зоне дефекта.
Уравнение (45) описывает равновесие жесткой пластины.

Теорема 5. Формулировки задачи равновесия (38)-(39) и (42)-(45) эквива-
лентны на классе достаточно гладких решений.

Доказательство. Дифференциальная формулировка (42)-(45) выведена из ва-
риационной постановки (38), (39). Нужно проверить, что из (42)-(45) можно
получить (38), (39). Для этого рассмотрим функцию (ū, ρ̄) ∈ Kr. Из (42) и (45)
следует, что верно равенство∫

Ωγ

(−divσ − f)(ū− u)−
∫
γ

[σν](ρ̄− ρ)−
∫
ω

g(ρ̄− ρ)± 1

δ

∫
γ

[u][ū− u] = 0 .

Отсюда после интегрирования по частям получим

(46)
∫
Ωγ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) +

∫
γ

[σν(ū− u)]

−
∫
γ

[σν](ρ̄− ρ)−
∫
ω

g(ρ̄− ρ)± 1

δ

∫
γ

[u][ū− u] = 0 .

Рассмотрим сумму слагаемых из (46):∫
γ

[σν(ū− u)]−
∫
γ

[σν](ρ̄− ρ)− 1

δ

∫
γ

[u][ū− u] ,

которая представима в виде

(47)
∫
γ

σν+[ū− u] +

∫
γ

[σν](ū− u)− −
∫
γ

[σν](ρ̄− ρ)− 1

δ

∫
γ

[u][ū− u] .

В силу второго условия из (43) и условий (44), (45), сумма в (47) неположи-
тельна. Поэтому из равенства (46) следует выполнение неравенства∫

Ωγ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) +
1

δ

∫
γ

[u][ū− u]−
∫
ω

g(ρ̄− ρ) ≥ 0 ,

которое совпадает с вариационным неравенством (39). Таким образом, из диф-
ференциальной постановки задачи (42)-(45) следует ее вариационная поста-
новка (38), (39), и, следовательно, формулировки эквивалентны при условии
достаточной гладкости решения задачи (38), (39). �

6. Предельный переход по параметру δ в задаче (38), (39)

В этом пункте будут получены предельные задачи в случае стремления па-
раметра повреждаемости δ к нулю и к бесконечности в задаче (38), (39). При
каждом фиксированном δ ∈ (0,∞) задача равновесия в вариационной форме
имеет вид:

(48) (uδ, ρδ) ∈ Kr ,
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(49)
∫
Ωγ

σ(uδ)ε(v − uδ)−
∫
Ωγ

f(ū− uδ) +
1

δ

∫
γ

[uδ][ū− uδ]−
∫
ω

g(ρ̄− ρδ) ≥ 0

для всех (ū, ρ̄) ∈ Kr .

Из неравенства (49) можно получить соотношение

(50)
∫
Ωγ

σ(uδ)ε(uδ) +
1

δ

∫
γ

[uδ]2 =

∫
Ωγ

fuδ +

∫
ω

gρδ .

Поскольку норма для ρδ ∈ R(ω) имеет вид

∥ρδ∥2H1(ω)2 =

∫
γ

(ρδ)2 = ∥ρδ∥2L2(γ) ,

в силу теоремы вложения

∥ρδ∥L2(γ) = ∥uδ−∥L2(γ) ≤ C15∥uδ∥H1
∂Ω(Ωγ)2 ,

для слагаемых в правой части (50) верна оценка∫
Ωγ

fuδ +

∫
ω

gρδ ≤ C16∥uδ∥H1
∂Ω(Ωγ)2 .

Кроме того, для слагаемых в левой части (50) выполняется неравенство∫
Ωγ

σ(uδ)ε(uδ) +
1

δ

∫
γ

[uδ]2 ≥ C17∥uδ∥2H1
∂Ω(Ωγ)2

.

Таким образом, из (50) следуют равномерные оценки по δ ∈ (0,∞):

(51) ∥uδ∥H1
∂Ω(Ωγ)2 ≤ C18 , ∥ρδ∥H1(ω)2 ≤ C19 ,

(52) ∥[uδ]∥L2(γ) ≤ C20δ .

Теорема 6. Для последовательности решений (uδ, ρδ) семейства задач типа
(48), (49) имеют место сходимости при δ → 0:

(53) uδ → u0 слабо в H1
∂Ω(Ωγ)

2 , ρδ → ρ0 слабо в H1(ω)2 ,

(54) [uδ] → 0 сильно в L2(γ)
(
[u0] = 0 п.в. на γ

)
.

При этом функция u0 является решением вариационной задачи

(55) u0 ∈ Kr
0 ,

(56)
∫
Ω

σ(u0)ε(ū)−
∫
Ω

fū−
∫
ω

gρ̄ = 0 для всех ū ∈ Kr
0 ,

где
Kr

0 = {ū ∈ H1
0 (Ω)

2 | ū = ρ̄ на γ , ρ̄ ∈ R(ω)} .
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Доказательство. На основе (51) и (52) получаем, что при δ → 0 выполняются
сходимости (53), (54). В силу сходимостей (53) и (54) предельная функция u0
является элементом пространства H1

0 (Ω)
2. Пусть ũ ∈ Kr

0 , тогда ũ− = ρ̃ на
γ, и (ũ, ρ̃) ∈ Kr. Подставив в (49) в качестве тестовой функции поочередно
(ū, ρ̄) = (uδ, ρδ) + (ũ, ρ̃) и (ū, ρ̄) = (uδ, ρδ)− (ũ, ρ̃), получим равенство

(57)
∫
Ωγ

σ(uδ)ε(ũ)−
∫
Ωγ

fũ−
∫
ω

gρ̃ = 0 .

Переходя к пределу в (48), (57) при δ → 0 на основе (53), (54), получим задачу
в виде

u0 ∈ Kr
0 ,∫

Ωγ

σ(u0)ε(ũ)−
∫
Ωγ

fũ−
∫
ω

gρ̃ = 0 для всех ũ ∈ Kr
0 .

Предельная задача равносильна задаче (55), (56), поскольку [u0] = 0 на γ.
Таким образом, теорема верна.

�

При условии достаточной гладкости решения задачу (55), (56) можно сфор-
мулировать в эквивалентном дифференциальном виде:
Найти функции u0, σ(u0) = {σij(u0)}, i, j = 1, 2, ρ0 ∈ R(ω) такие, что

−divσ(u0) = f в Ωγ , σ(u
0)−Aε(u0) = 0 в Ω ,

u0 = 0 на ∂Ω , u0 = ρ0 на γ ,∫
γ

[σ(u0)ν]ρ̄+

∫
ω

gρ̄ = 0 для всех ρ̄ ∈ R(ω) .

Задача (55), (56) описывает равновесие конструкции, состоящей из упругой и
жесткой пластин, соединяющихся по линии, но без дефекта в упругом слое.

Рассмотрим случай, когда параметр повреждаемости δ стремится к беско-
нечности.

Теорема 7. Для последовательности решений (uδ, ρδ) семейства задач типа
(48), (49) имеют место сходимости при δ → ∞:

(58) uδ → u∞ слабо в H1
∂Ω(Ωγ)

2 , [uδ] → [u∞] слабо в L2(γ) ,

(59) ρδ → ρ∞ слабо в H1(ω)2 .

При этом функция (u∞, ρ∞) является решением вариационной задачи

(60) (u∞, ρ∞) ∈ Kr ,

(61)
∫
Ωγ

σ(u∞)ε(ū−u∞)−
∫
Ωγ

f(ū−u∞)−
∫
ω

g(ρ̄−ρ∞) ≥ 0 для всех (ū, ρ̄) ∈ Kr .

Доказательство. Оценки в (51) влекут сходимости (58), (59) при δ → ∞. В
силу (58) и (59) для функции (u∞, ρ∞) верна принадлежность (u∞, ρ∞) ∈ Kr.
Переходя к пределу в вариационной задаче (48) и (49) при δ → ∞, получим
задачу в виде (60), (61). Теорема доказана. �
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Предельная вариационная задача (60), (61) является задачей равновесия
двуслойной конструкции, состоящей из упругой и жесткой пластин, при нали-
чии трещины, при этом на берегах трещины полностью отсутствует сцепление.
Исследование данной задачи проведено в работе [20].

7. Заключение

В работе исследована задача о равновесии двуслойной упругой конструкции
с дефектом. Для описания дефекта применялись нелинейные краевые условия,
зависящие от параметра повреждаемости. Установлено, что сформулирован-
ная задача разрешима. Получена предельная задача при стремлении элемен-
тов тензора модулей упругости верхнего слоя к бесконечности, описывающая
равновесие конструкции с дефектом, в которой один из слоев жесткий. В за-
даче равновесия упругой конструкции и в предельной задаче для конструкции
с жестким и упругим слоями изучено поведение решения при стремлении па-
раметра повреждаемости дефекта к нулю и к бесконечности. Установлено, что
предельные задачи при стремлении параметра повреждаемости к бесконечно-
сти соответствуют задачам равновесия, ранее исследованным в рамках моделей
с нелинейными краевыми условиями на берегах трещины. Предельные задачи
при стремлении параметра повреждаемости дефекта к нулю в обоих случаях
описывают равновесие конструкций без дефектов.
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