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ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ×Ó Â ÊÀÒÅÃÎÐÈÈ

Chu(S −Act)

À.À. ÑÒÅÏÀÍÎÂÀ, Å.Å. ÑÊÓÐÈÕÈÍ, À.Ã. ÑÓÕÎÍÎÑ

Abstract. The necessary conditions for the existence of products of
Chu spaces in the category Chu(S − Act) over the category of S-acts
are obtained. It is proved the existence of a product of Chu spaces ri :
Ai ⊗Xi −→ Di (i ∈ I) in the category Chu(S −Act) in the cases of Xi

are zero polygons for any i ∈ I or Di are zero polygons for any i ∈ I.
Keywords: chu spaces, ñhu construction, S-Act, monoidal category,
limit, functor, product.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü V � ìîíîèäàëüíàÿ êàòåãîðèÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì ⊗ : V × V → V. Ïðî-
ñòðàíñòâîì ×ó íàä êàòåãîðèåé V íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì r : A ⊗
X → D êàòåãîðèè V. Ñîâîêóïíîñòè âñåõ ïðîñòðàíñòâ ×ó íàä V ñ ôèêñèðî-
âàííûì îáúåêòîì D ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êàòåãîðèÿ Chu(V, D) [1]. Ïðè ýòîì
ìîðôèçìîì èç îáúåêòà r1 : A1⊗X1 → D â îáúåêò r2 : A2⊗X2 → D íàçûâàåòñÿ
ïàðà ìîðôèçìîâ (f, g), f : A1 → A2, g : X2 → X1 òàêèå, ÷òî r1 ◦ (1A1

⊗ g) =
r2 ◦ (f ⊗ 1X2

). Êàòåãîðèÿ Chu(V, D) äëÿ ðàçëè÷íûõ êàòåãîðèé V èçó÷àëàñü
[2, 6] â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþ èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ ×ó
ðàçëè÷íûå îáúåêòû òîïîëîãèè, àëãåáðû, computer science, òåîðèè èãð.

Â ðàáîòàõ [7, 8] ðàññìàòðèâàëèñü êàòåãîðèè ïðîñòðàíñòâ ×ó äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà V ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé S-ïîëèãîíîâ, ãäå S � êîììóòàòèâíûé ìîíîèä. Ïðè
ýòîì íàðÿäó ñ êàòåãîðèåé Chu(V, D) ðàññìàòðèâàëàñü êàòåãîðèÿ Chu(V), âñåõ
ïðîñòðàíñòâ ×ó r : A⊗X → D, ãäå D íå ôèêñèðîâàíî. Åñëè r1 : A1⊗X1 → D1
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è r2 : A2 ⊗ X2 → D2 � ïðîñòðàíñòâà ×ó, òî ìîðôèçìîì (f, g, h) : (A1 ⊗ X1 →
D1) −→ (A2 ⊗ X2 → D2) â êàòåãîðèè Chu(V) íàçûâàåòñÿ òðîéêà ìîðôèçìîâ
f : A1 −→ A2, g : X2 −→ X1, h : D1 −→ D2 êàòåãîðèè V òàêàÿ, ÷òî äèàãðàììà

A1 ⊗X2 A2 ⊗X2

A1 ⊗X1 D1 D2

-
f⊗1X2

?

1A1
⊗g

?

r2

-
r1

-
h

êîììóòàòèâíà, ò.å. h ◦ r1 ◦ (1A1
⊗ g) = r2 ◦ (f ⊗ 1X2

).
Â îòëè÷èè îò êàòåãîðèè Chu(V, D), îáëàäàþùåé "õîðîøèìè"êàòåãîðíûìè

ñâîéñòâàìè, êàòåãîðèÿ Chu(V) îêàçûâàåòñÿ íå ïîëíîé, òàê ÷òî âñòàåò âîïðîñ
îá óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ è êîïðåäåëîâ. Â [7] äîêàçàíî, ÷òî êîïðî-
èçâåäåíèÿ è êîóðàâíèòåëè â êàòåãîðèè Chu(V) ñóùåñòâóþò, à òàêæå ïðèâåäåí
ïðèìåð, êîãäà ó ïàðû ìîðôèçìîâ íå ñóùåñòâóåò óðàâíèòåëÿ. Â ïðåäñòàâëåííîé
ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå êëàññû ïðîñòðàíñòâ ×ó, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâó-
þò ïðîèçâåäåíèÿ. Äàþòñÿ óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî óëîâëåòâîðÿòü ïðîèçâåäå-
íèå, åñëè îíî ñóùåñòâóåò. Îäíàêî îáùèé âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ è
îïèñàíèÿ ïðåäåëîâ â êàòåãîðèè Chu(V) îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïðèâîäèìûå íèæå ïîíÿòèÿ è ôàêòû èç òåîðèè ïîëèãîíîâ ìîæíî íàéòè â
[3, 4].

Ïóñòü S � ìîíîèä, 1 � åäèíèöà ìîíîèäà S. ÌíîæåñòâîA íàçûâàåòñÿ ëåâûì S-
ïîëèãîíîì (èëè ïðîñòî ïîëèãîíîì), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå S×A −→ A,
(s, a) 7→ sa, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ A è s, t ∈ S

1a = a è s(ta) = (st)a.

Èíûìè ñëîâàìè, ïîëèãîí � ýòî ìíîæåñòâî A, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî äåéñòâèå
ìîíîèäà S, ïðè÷åì åäèíèöà S äåéñòâóåò íà A òîæäåñòâåííî. Ýëåìåíò θ ∈ A
òàêîé, ÷òî sθ = θ äëÿ ëþáîãî s ∈ S, íàçûâàåòñÿ íóëåì ïîëèãîíà A. Îäíîýëå-
ìåíòíûé ïîëèãîí Θ = {θ} íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ïîëèãîíîì.

Êîíãðóýíöèåé ïîëèãîíà A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè θ íà A
òàêîå, ÷òî

(a, b) ∈ θ ⇒ (sa, sb) ∈ θ
äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, s ∈ S. Êëàññ êîíãðóýíöèè θ ïîëèãîíà A ñ ïðåäñòàâèòåëåì a
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a/θ. Êîíãðóýíöèåé ïîëèãîíà A, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì
I ⊆ A2, íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ êîíãðóýíöèÿ ïîëè-
ãîíà A, ñîäåðæàùàÿ I.

Îòîáðàæåíèå f : A −→ B òàêîå, ÷òî f(sa) = sf(a) äëÿ ëþáûõ a ∈ A, s ∈ S,
íàçûâàåòñÿ ìîðôèçìîì èç ïîëèãîíà A â ïîëèãîí B. Ïóñòü g1, g2 : B → A �
ìîðôèçìû. ×åðåç ν(g1, g2) îáîçíà÷èì êîíãðóýíöèþ ïîëèãîíà A, ïîðîæäåííóþ
ìíîæåñòâîì {(g1(b), g2(b))} | b ∈ B}. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç ïîëèãîíà
A â ïîëèãîí A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 1A.

Êëàññ âñåõ ïîëèãîíîâ íàä ìîíîèäîì S ñ ìîðôèçìàìè îáðàçóåò êàòåãîðèþ,
êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S −Act.
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Ïóñòîé ïîëèãîí ÿâëÿåòñÿ èíèöèàëüíûì îáúåêòîì êàòåãîðèè S−Act, íóëåâîé
ïîëèãîí ÿâëÿåòñÿ òåðìèíàëüíûì îáúåêòîì êàòåãîðèè S −Act.

Â êàòåãîðèè S − Act ïðîèçâåäåíèåì ïîëèãîíîâ Ai, i ∈ I, ÿâëÿåòñÿ äåêàð-
òîâîå ïðîèçâåäåíèå

∏
i∈I

Ai, äåéñòâèå ìîíîèäà S íà êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî-

êîìïîíåíòíî; êîïðîèçâåäåíèåì ïîëèãîíîâ Ai, i ∈ I, ÿâëÿåòñÿ èõ äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå

∐
i∈I

Ai.

Äëÿ êîììóòàòèâíîãî ìîíîèäà S òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå A ⊗ B ïîëèãîíîâ
A è B îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð-ïîëèãîí ïîëèãîíà A×B ïî êîíãðóýíöèè, ïî-
ðîæäåííîé ìíîæåñòâîì {(sa, b), (a, sb) | a ∈ A, b ∈ B, s ∈ S}. Äëÿ a ∈ A è b ∈ B
êëàññ êîíãðóýíöèè ñ ïðåäñòàâèòåëåì (a, b) áóäåì îáîçíà÷àòü a ⊗ b. Çàìåòèì,
÷òî äåéñòâèå ìîíîèäà S íà ìíîæåñòâå A⊗B îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

s(a⊗ b) = sa⊗ b = a⊗ sb

äëÿ ëþáûõ a ∈ A, b ∈ B, s ∈ S.
Â ðàáîòå [7] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî S − Act � ñèììåòðè÷íàÿ ìîíîèäàëüíî çà-

ìêíóòàÿ êàòåãîðèÿ è ïðèìåíÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ×ó ê êàòåãîðèè S −Act, ãäå S
� êîììóòàòèâíûé ìîíîèä, ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå êàòåãîðèÿ Chu(S −Act).

3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Íàïîìíèì, ÷òî îáúåêò A êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòîì îáúåêòà B êà-
òåãîðèè C [5], åñëè ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû f : A −→ B è g : B −→ A êàòåãîðèè
C òàêèå, ÷òî g ◦ f = idA.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü r : A⊗X −→ D è ri : Ai⊗Xi −→ Di ( i ∈ I) � ïðîñòðàíñòâà
×ó â êàòåãîðèè Chu(S − Act), (fi, gi, hi) : r −→ ri ( i ∈ I) � ïðåîáðàçîâàíèÿ
×ó è ïðîñòðàíñòâî ×ó r âìåñòå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ×ó (fi, gi, hi) ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ ×ó ri (i ∈ I). Òîãäà

1) ïîëèãîí
⊔
i∈I

Xi ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêò ïîëèãîíà X;

2) ïîëèãîí
∏
i∈I

Di ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïîëèãîíà D;

3) åñëè äëÿ ëþáîãî i ∈ I â ïîëèãîíå Xi ñóùåñòâóåò îäíîýëåìåíòíûé ïîä-
ïîëèãîí Θi = {θi}, òî ïîëèãîí

∏
i∈I

Ai ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïîëèãîíà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ.
Äîêàæåì 1). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ×ó t : A⊗

⊔
i∈I

Xi −→ D çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: t(a⊗xi) = r(a⊗gi(xi)), ãäå a ∈ A è xi ∈ Xi; g
′
i � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå

ïîëèãîíà Xi â ïîëèãîí
⊔
i∈I

Xi. Èç ðàâåíñòâ

hi ◦ t(a⊗ g′i(xi)) = hi ◦ t(a⊗ xi) = hi ◦ r(a⊗ gi(xi)) = ri(fi(a)⊗ xi),

ãäå a ∈ A è xi ∈ Xi (i ∈ I), ñëåäóåò, ÷òî (fi, g
′
i, hi) : t −→ ri � ïðåîáðàçîâàíèå ×ó

(i ∈ I). Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî ×ó r âìåñòå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ×ó (fi, gi, hi)
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ ×ó ri, i ∈ I, òî ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâà-
íèå ×ó (ϕ,ψ, χ) : t −→ r òàêîå, ÷òî (fi, gi, hi) ◦ (ϕ,ψ, χ) = (fi, g

′
i, hi) äëÿ ëþáîãî

i ∈ I. Ñëåäîâàòåëüíî, g′i = ψ ◦ gi äëÿ ëþáîãî i ∈ I.
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Ïóñòü ãîìîìîðôèçì ïîëèãîíîâ g :
⊔
i∈I

Xi −→ X çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: g(xi) = gi(xi) äëÿ ëþáîãî xi ∈ Xi. Òîãäà

ψ(g(xi)) = ψ(gi(xi)) = g′i(xi) = xi

äëÿ ëþáîãî xi ∈ Xi, ò.å. ψ ◦g = id ⊔
i∈I

Xi
. Ñëåäîâàòåëüíî,

⊔
i∈I

Xi ÿâëÿåòñÿ ðåòðàê-

òîì X.
Äîêàæåì 2). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ×ó t : A⊗X −→

∏
i∈I

Di çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: t(a ⊗ x) = (hj ◦ r(a ⊗ x))j∈I , ãäå a ∈ A è x ∈ X; h′i :
∏
j∈I

Dj −→ Di

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì h′i((dj)j∈I) = di äëÿ ëþáîãî (dj)j∈I ∈
∏
j∈I

Dj . Èç ðàâåíñòâ

h′i ◦ t(a⊗ gi(xi)) = h′i ◦ (hj ◦ r(a⊗ gi(xi)))j∈I = hi ◦ r(a⊗ gi(xi)) = ri(fi(a)⊗ xi),
ãäå a ∈ A è xi ∈ Xi (i ∈ I), ñëåäóåò, ÷òî (fi, gi, h

′
i) : t −→ ri � ïðåîáðàçîâàíèå ×ó

(i ∈ I). Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî ×ó r âìåñòå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ×ó (fi, gi, hi)
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ ×ó ri (i ∈ I), òî ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâà-
íèå ×ó (ϕ,ψ, χ) : t −→ r òàêîå, ÷òî (fi, gi, hi) ◦ (ϕ,ψ, χ) = (fi, gi, h

′
i) äëÿ ëþáîãî

i ∈ I. Ñëåäîâàòåëüíî, h′i = hi ◦ χ äëÿ ëþáîãî i ∈ I.
Ïóñòü ãîìîìîðôèçì ïîëèãîíîâ h : D −→

∏
i∈I

Di çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: h(d) = (hi(d))i∈I äëÿ ëþáîãî d ∈ D. Òîãäà

h(χ((dj)j∈I)) = (hi(χ((dj)j∈I)))i∈I = (h′i((dj)j∈I))i∈I = (di)i∈I

äëÿ ëþáîãî di ∈ Di ∈
∏
i∈I

Di, ò.å. h ◦ χ = id∏
i∈I

Di
. Ñëåäîâàòåëüíî,

∏
i∈I

Di

ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì D.
Äîêàæåì 3). Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i ∈ I â ïîëèãîíå Xi ñóùåñòâóåò îäíîýëåìåíò-

íûé ïîäïîëèãîí Θi = {θi}. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ×ó t :
∏
i∈I

Ai ⊗
⊔
i∈I

Xi −→
∏
i∈I

Di

çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: t((aj)j∈I ⊗ xi) = (rj(aj ⊗ yj))j∈I , ãäå (aj)j∈I ∈∏
i∈I

Ai, yi = xi ∈ Xi è yk = θk äëÿ ëþáîãî k ∈ I\{i}. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ

(aj)j∈I ∈
∏
i∈I

Ai, xi ∈ Xi, s ∈ S è i ∈ I èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

t((aj)j∈I ⊗ sxi) = t(s(aj)j∈I ⊗ xi) = t((saj)j∈I ⊗ xi) =

= (rj(saj ⊗ yj))j∈I = (rj(aj ⊗ syj))j∈I
è syk = sθk = θk = yk, ãäå k ∈ I\{i}, òî ãîìîìîðôèçì t îïðåäåëåí êîððåêò-
íî. Ïóñòü f ′i :

∏
j∈I

Aj −→ Ai çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì f ′i((aj)j∈I) = ai äëÿ ëþáîãî

(aj)j∈I ∈
∏
j∈I

Aj , h
′
i :

∏
j∈I

Dj −→ Di çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì h′i((dj)j∈I) = di äëÿ

ëþáîãî (dj)j∈I ∈
∏
j∈I

Dj , g
′
i � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ïîëèãîíà Xi â ïîëèãîí⊔

i∈I
Xi (i ∈ I). Èç ðàâåíñòâ

h′i ◦ t((aj)j∈I ⊗ g′i(xi)) = h′i((rj(aj ⊗ yj))j∈I) =

= ri(ai ⊗ xi) = ri(f
′
i((aj)j∈I)⊗ xi),

ãäå (aj)j∈I ∈
∏
j∈I

Aj , yi = xi ∈ Xi, yk = θk, (k ∈ I\{i}) è i ∈ I, ñëåäóåò, ÷òî

(f ′i , g
′
i, h
′
i) : t −→ ri � ïðåîáðàçîâàíèå ×ó (i ∈ I). Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî ×ó
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r âìåñòå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ×ó (fi, gi, hi) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ
×ó ri (i ∈ I), òî ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ×ó (ϕ,ψ, χ) : t −→ r òàêîå, ÷òî
(fi, gi, hi) ◦ (ϕ,ψ, χ) = (f ′i , g

′
i, h
′
i) äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Ñëåäîâàòåëüíî, f ′i = fi ◦ ϕ,

g′i = ψ ◦ gi, h′i = hi ◦ χ äëÿ ëþáîãî i ∈ I.
Ïóñòü ãîìîìîðôèçì ïîëèãîíîâ f : A −→

∏
i∈I

Ai çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: f(a) = (fi(a))i∈I äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Òîãäà
f(ϕ((aj)j∈I)) = (fi(ϕ((aj)j∈I)))i∈I = (f ′i((aj)j∈I))i∈I = (aj)j∈I

äëÿ ëþáîãî ai ∈ Ai ∈
∏
i∈I

Ai, ò.å. f ◦ϕ = id∏
i∈I

Ai
. Ñëåäîâàòåëüíî,

∏
i∈I

Ai ÿâëÿåòñÿ

ðåòðàêòîì A. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ri : Ai ⊗ Xi −→ Θi, � ïðîñòðàíñòâà ×ó â êàòåãîðèè
Chu(S−Act), Θi = {θi} � îäíîýëåìåíòíûé ïîëèãîí (i ∈ I). Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ×ó ri, i ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ, ïðîñòðàíñòâî ×ó r :∏
i∈I

Ai⊗
⊔
i∈I

Xi −→ Θ, ãäå Θ = {θ} � îäíîýëåìåíòíûé ïîëèãîí, çàäàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: r((aj)j∈I⊗xi) = θ, ãäå (aj)j∈I ∈
∏
i∈I

Ai è xi ∈ Xi; fi :
∏
j∈I

Aj −→ Ai

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì fi((aj)j∈I) = ai äëÿ ëþáîãî (aj)j∈I ∈
∏
j∈I

Aj , hi : Θ −→ Θi

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì hi((dj)j∈I) = di è gi � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ïîëèãîíà Xi

â ïîëèãîí
⊔
i∈I

Xi. ßñíî, ÷òî (fi, gi, hi) : r −→ ri � ïðåîáðàçîâàíèåì ×ó.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ×ó r âìåñòå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ×ó (fi, gi, hi) :
r −→ ri ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ ×ó ri, i ∈ I. Ïóñòü t : B⊗Y −→ D
� ïðîñòðàíñòâî ×ó, (f ′i , g

′
i, h
′
i) : t −→ ri � ïðåîáðàçîâàíèÿ ×ó (i ∈ I). Ïîñêîëüêó∏

i∈I
Ai � ïðîèçâåäåíèå ïîëèãîíîâ Ai (i ∈ I), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìî-

ìîðôèçì ϕ : B −→
∏
i∈I

Ai ïîëèãîíîâ òàêîé, ÷òî fi ◦ ϕ = f ′i . Ïîñêîëüêó
⊔
i∈I

Xi

� êîïðîèçâåäåíèå ïîëèãîíîâ Xi (i ∈ I), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîð-
ôèçì ψ :

⊔
i∈I

Xi −→ Y ïîëèãîíîâ òàêîé, ÷òî ψ ◦ gi = g′i. Ïóñòü χi : D −→ Θ.

Òîãäà (ϕ,ψ, χ) : t −→ r � ïðåîáðàçîâàíèå ×ó. �

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ri : Ai ⊗ Θi −→ Di, � ïðîñòðàíñòâà ×ó â êàòåãîðèè
Chu(S − Act) è Θi = {θi} � îäíîýëåìåíòíûå ïîëèãîíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ×ó ri, i ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ, {θjii | ji ∈ Ji} � âñå

íóëè ïîëèãîíîâ Di, ri(ai⊗ θi) = θ
γ(ai)
i , ãäå ai ∈ Ai, γ(ai) ∈ Ji, J0

i = {γ(ai) | ai ∈
Ai}. Ïóñòü

L = {l ∈ (
∏
i∈I

J
J0
i

i )I | ∀i ∈ I∀ai ∈ Ai((l(i))(i)(γ(ai)) = γ(ai)∧

∧∀n ∈ I(n 6= i⇒ |(l(i))(n)(γ(J0
n))| = 1)).

Ïóñòü Aln � êîïèè ïîëèãîíà An, a
l
n � êîïèè ýëåìåíòîâ an ∈ An (n ∈ I, l ∈

L) è ïðîñòðàíñòâî ×ó r :
∐
l∈L

∏
n∈I

Aln ⊗
⊔
n∈I

Θn −→
∏
n∈I

Dn çàäàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: r(ā ⊗ θi) = (θ
n(ā,i,l)
n )n∈I , ãäå ā = (aln)n∈I ∈

∏
n∈I

Aln, n(ā, i, l) =
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((l(i))(n))(γ(an)) ∈ Jn, l ∈ L, i ∈ I. Çàìåòèì, ÷òî i(ā, i, l) = ((l(i))(i))(γ(ai)) =
γ(ai) äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Äëÿ i ∈ I ïóñòü fi :

∐
l∈L

∏
n∈I

Aln −→ Ai çàäàåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì fi((a
l
n)n∈I) = ai äëÿ ëþáûõ (aln)n∈I ∈

∏
n∈I

Aln, l ∈ L; hi :
∏
n∈I

Dn −→ Di

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì hi((dn)n∈I) = di äëÿ ëþáîãî (dn)n∈I ∈
∏
n∈I

Dn; gi � åñòå-

ñòâåííîå âëîæåíèå ïîëèãîíà Θi â ïîëèãîí
⊔
n∈I

Θn. Èç ðàâåíñòâ

hi ◦ r(ā⊗ gi(θi)) = hi ◦ r(ā⊗ θi) = hi((θ
n(ā,i,l)
n )n∈I) =

= θ
i(ā,i,l)
i = θ

γ(ai)
i = ri(ai ⊗ θi) = ri(fi(ā)⊗ θi),

ãäå ā = (aln)n∈I ∈
∏
n∈I

Aln, l ∈ L, ñëåäóåò, ÷òî (fi, gi, hi) : r −→ ri � ïðåîáðàçîâà-

íèå ×ó.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ×ó r âìåñòå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ×ó (fi, gi, hi) :

r −→ ri ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ ×ó ri, i ∈ I. Ïóñòü t : B ⊗
Y −→ D � ïðîñòðàíñòâî ×ó, (f ′i , g

′
i, h
′
i) : t −→ ri � ïðåîáðàçîâàíèÿ ×ó (i ∈ I).

Çàìåòèì, ÷òî g′i(θi) � íîëü â ïîëèãîíå Y , òîãäà t(b⊗g′i(θi)) � íîëü â ïîëèãîíå D;
ñëåäîâàòåëüíî, h′n ◦ t(b⊗ g′i(θi)) = θ

n̄(b,i)
n � íîëü â ïîëèãîíå Dn, ãäå n̄(b, i) ∈ Jn,

b ∈ B, i, n ∈ I. Òàê êàê h′i ◦ t(b ⊗ g′i(θi)) = ri(f
′
i(b) ⊗ θi) = θ

γ(f ′
i(b))

i , òî ī(b, i) =
γ(f ′i(b)).

Ïîñêîëüêó
⊔
n∈I

Θn � êîïðîèçâåäåíèå ïîëèãîíîâ Θn (n ∈ I), òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ψ :
⊔
i∈I

Θi −→ Y òàêîé, ÷òî ψ ◦ gi = g′i, à èìåííî,

ψ(θi) = g′i(θi) äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Ïîñêîëüêó
∏
n∈I

Dn � ïðîèçâåäåíèå ïîëèãîíîâ

Dn (n ∈ I), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì χ : D −→
∏
n∈I

Dn òàêîé,

÷òî hi ◦ χ = h′i, à èìåííî, χ(d) = (h′n(d))n∈I äëÿ ëþáîãî d ∈ D. Ïîñòðîèì
ãîìîìîðôèçì ϕ : B −→

∐
l∈L

∏
n∈I

Aln ñëåäóþùèì îáðàçîì: ϕ(b) = ((f ′n(b))lb)n∈I ,

ãäå b ∈ B è lb ∈ L îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

((lb(i))(i))(γ(ai)) = γ(ai),

((lb(i))(n))(γ(an)) = n̄(b, i)

äëÿ ëþáûõ i, n ∈ I, n 6= i, ai ∈ Ai, an ∈ An. Òàê êàê

fi(ϕ(b)) = fi(((f
′
n(b))lb)n∈I) = f ′i(b)

äëÿ ëþáîãî b ∈ B, òî fi ◦ ϕ = f ′i .
Ïîêàæåì, ÷òî (ϕ,ψ, χ) : t −→ r � ïðåîáðàçîâàíèå ×ó. Ïóñòü b ∈ B è i ∈ I.

Èç îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîðôèçìîâ χ è ψ ñëåäóåò

χ ◦ t(b⊗ ψ(θi)) = (h′n ◦ t(b⊗ g′i(θi)))n∈I = (θn̄(b,i)
n )n∈I .

Ïî îïðåäåëåíèþ ϕ(b) èìååì ϕ(b) = ((f ′n(b))lb)n∈I . Òîãäà

r(ϕ(b)⊗ θi) = r(((f ′n(b))lb)n∈I ⊗ θi) = (θn(f ′(b),i,lb)
n )n∈I ,

ãäå f ′(b) = ((f ′n(b))lb)n∈I . Ïîêàæåì, ÷òî n(f ′(b), i, lb) = n̄(b, i) äëÿ ëþáîãî n ∈ I.
Äåéñòâèòåëüíî, i(f ′(b), i, lb) = γ(f ′i(b)) = ī(b, i) è

n(f ′(b), i, lb) = ((lb,i(i))(n))(γ(f ′n(b))) = n̄(b, i)

äëÿ ëþáîãî n ∈ I, n 6= i. Ñëåäîâàòåëüíî, χ ◦ t(b⊗ ψ(θi)) = r(ϕ(b)⊗ θi).
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Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ×ó (ϕ,ψ, χ) : t −→ r òàêîãî, ÷òî
fi ◦ ϕ = f ′i , ψ ◦ gi = g′i è hi ◦ χ = h′i äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Ïóñòü (ϕ′, ψ′, χ′) : t −→ r
� ïðåîáðàçîâàíèå ×ó, fi ◦ ϕ′ = f ′i , ψ

′ ◦ gi = g′i è hi ◦ χ′ = h′i äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Â
ñèëó åäèíñòâåííîñòè ãîìîìîðôèçìîâ ψ è χ èìååì ψ′ = ψ è χ′ = χ. Íåîáõîäèìî
äîêàçàòü, ÷òî ϕ = ϕ′. Ïóñòü b ∈ B è i ∈ I. Èç ðàâåíñòâà fi ◦ ϕ′ = f ′i ñëåäóåò
ϕ′(b) = ((f ′n(b))l)n∈I äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ L. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî l = lb.
Òàê êàê l, lb ∈ L, òî ((l(i))(i))(γ(ai)) = γ(ai) = ((lb(i))(i))(γ(ai)) äëÿ ëþáîãî
ai ∈ Ai. Ïóñòü n 6= i. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà ×ó r èìååì r(ϕ′(b)⊗ θi) =

(θ
n(f ′(b),i,l)
n )n∈I , ãäå f ′(b) = ((f ′n(b))l)n∈I . Ïîñêîëüêó

r(ϕ′(b)⊗ θi) = χ ◦ t(b⊗ ψ(θi)) = (θn̄(b,i)
n )n∈I ,

òî n̄(b, i) = n(f ′(b), i, l), ò.å.

((lb,i(i))(n))(γ(an)) = n̄(b, i) = n(f ′(b), i, l) = ((l(i))(n))(γ(f ′n(b))).

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà L ñëåäóåò, ÷òî ((l(i))(n))(γ(an)) = ((l(i))(n))(γ(f ′n(b)))
äëÿ ëþáîãî an ∈ An. Òàêèì îáðàçîì, l = lb è ϕ(b) = ϕ′(b).

�
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