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×ÀÑÒÈ×ÍÎÌ ÓËÜÒÐÀÊËÎÍÅ ÐÀÍÃÀ 2

Ñ.À. ÁÀÄÌÀÅÂ, È.Ê. ØÀÐÀÍÕÀÅÂ

Abstract. The problem of classi�cation of minimal bases of multifunctions
in full partial ultraclone of rank 2 is considered. A description of all types
of minimal bases is obtained using the classi�cation of multifunctions
with respect to belonging to the maximal partial ultraclones.

Keywords: partial function, multifunction, many-valued logic, superposition,
partial ultraclone.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà çàâåðøàåò èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â [1, 2, 3], è îêîí÷à-
òåëüíî ðåøàåò âîïðîñ îá îïèñàíèè âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìóëüòèôóíê-
öèé ïî îòíîøåíèþ ïðèíàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíàì.
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë ïîëó÷èòü îïèñàíèå âñåõ òèïîâ ìèíèìàëüíûõ áàçèñîâ
â ïîëíîì ÷àñòè÷íîì óëüòðàêëîíå ðàíãà 2.

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü A = {0, 1} è F = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæå-
ñòâà ôóíêöèé:
P ∗2,n = {f |f : An → F}, P ∗2 =

⋃
n
P ∗2,n,

P ∗2,n = {f |f ∈ P ∗2,n è |f(α̃)| ≤ 1 äëÿ âñåõ α̃ ∈ An}, P ∗2 =
⋃
n
P ∗2,n.

P−2,n = {f |f ∈ P ∗2,n è 1 ≤ |f(α̃)| ≤ 2 äëÿ âñåõ α̃ ∈ An}, P−2 =
⋃
n
P−2,n.

Badmaev, S.A., Sharankhaev, I.K., On minimal bases in full partial ultraclone of

rank 2.
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P2,n = {f |f ∈ P ∗2,n è |f(α̃)| = 1 äëÿ âñåõ α̃ ∈ An}, P2 =
⋃
n
P2,n.

Ôóíêöèè èç P2 íàçûâàþò ôóíêöèÿìè àëãåáðû ëîãèêè, èç P ∗2 � ÷àñòè÷íûìè
ôóíêöèÿìè íà A, èç P−2 � ãèïåðôóíêöèÿìè íà A, èç P ∗2 � ìóëüòèôóíêöèÿìè
íà A.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóïåðïîçèöèÿ

f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)),

ãäå f, f1, . . . , fn ∈ P ∗2 , îïðåäåëÿëà ìóëüòèôóíêöèþ g(x1, . . . , xm), ñëåäóÿ [4, 5],
îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ìóëüòèôóíêöèè f íà íàáîðàõ èç ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
A ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè (α1, . . . , αm) ∈ Am, òî

g(α1, . . . , αm) =


⋂

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), åñëè ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî;⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå áåðóòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì
(β1, . . . , βn), ãäå βi ∈ fi(α1, . . . , αm).

Íà íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ ∅, ìóëüòèôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ∅.
Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå f(x1, . . . , xn) íà ëþáîì íà-

áîðå (σ1, . . . , σn) ∈ Fn.
Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ÷àñòè÷íîãî óëüòðàêëîíà. Äëÿ

óïðîùåíèÿ çàïèñè äîãîâîðèìñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ êîäèðîâêó: ∅ ↔ ∗,
{0} ↔ 0, {1} ↔ 1, {0, 1} ↔ −. Ìóëüòèôóíêöèþ, êîòîðàÿ íà âñåõ íàáîðàõ
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ∗, áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî ∗.

Èç [6] èçâåñòíî, ÷òî â ïîëíîì ÷àñòè÷íîì óëüòðàêëîíå ðàíãà 2 ìàêñèìàëüíû-
ìè ÷àñòè÷íûìè óëüòðàêëîíàìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå 12 ìíîæåñòâ:

1) K1 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , ïðèíèìàþùèõ íà
íóëåâîì íàáîðå ëèáî çíà÷åíèå 0, ëèáî çíà÷åíèå ∗;

2) K2 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , ïðèíèìàþùèõ íà
åäèíè÷íîì íàáîðå ëèáî çíà÷åíèå 1, ëèáî çíà÷åíèå ∗;

3) K3 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

• f(0̃) = ∗ èëè f(1̃) = ∗;
• f(0̃) = 0 è f(1̃) = 1.

4) K4 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî íà ëþáîì
äâîè÷íîì íàáîðå α̃ âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òðåõ óñëîâèé:

• f(α̃) = f( ¯̃α) = −;
• f(α̃) = f( ¯̃α) = ∗;
• f(α̃) = f( ¯̃α), ãäå f(α̃) ∈ {0, 1}.

5) K5 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî íà ëþáîì
äâîè÷íîì íàáîðå α̃ âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

• f(α̃) = ∗ èëè f( ¯̃α) = ∗;
• f(α̃) = f( ¯̃α), ãäå f(α̃) ∈ {0, 1}.

6) K6 = P−2 ∪ {∗};
7) K7 = P ∗2 ;
8) K8 � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùèõ

òðåì óñëîâèÿì:
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• åñëè f(α̃), f(β̃), f(γ̃) ∈ {0, 1}, òî

f

α̃β̃
γ̃

 ∈

0

0
0

 ,

0
0
1

 ,

0
1
0

 ,

1
1
1

 ,

ãäå α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn), γ̃ = (γ1, . . . , γn) � äâîè÷íûå íà-
áîðû òàêèå, ÷òî (αiβiγi) ∈ {(000), (001), (010), (111)} äëÿ ëþáîãî i ∈
{1, . . . , n};
• åñëè ñóùåñòâóåò äâîè÷íûé íàáîð α̃ òàêîé, ÷òî f(α̃) = −, òî äëÿ ëþáîãî
äâîè÷íîãî íàáîðà β̃ âåðíî f(β̃) 6= 1;

• ïóñòü äâîè÷íûå íàáîðû α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn) òàêèå, ÷òî

αi ≤ βi äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}, òîãäà, åñëè f(α̃) = ∗, òî f(β̃) = ∗.
9) K9 � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùèõ

òðåì óñëîâèÿì:

• åñëè f(α̃), f(β̃), f(γ̃) ∈ {0, 1}, òî

f

α̃β̃
γ̃

 ∈

0

0
0

 ,

0
1
1

 ,

1
0
1

 ,

1
1
1

 ,

ãäå α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn), γ̃ = (γ1, . . . , γn) � äâîè÷íûå íà-
áîðû òàêèå, ÷òî (αiβiγi) ∈ {(000), (011), (101), (111)} äëÿ ëþáîãî i ∈
{1, . . . , n};

• åñëè ñóùåñòâóåò äâîè÷íûé íàáîð α̃ òàêîé, ÷òî f(α̃) = −, òî äëÿ ëþáîãî
äâîè÷íîãî íàáîðà β̃ âåðíî f(β̃) 6= 0;

• ïóñòü äâîè÷íûå íàáîðû α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn) òàêèå, ÷òî

αi ≤ βi äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}, òîãäà, åñëè f(β̃) = ∗, òî f(α̃) = ∗.
10) K10 � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò:

R10 =


0 0 0 0 1 1 1 1 − α
0 0 1 1 1 1 0 0 − β
0 1 0 1 1 0 1 0 − γ
0 1 1 0 1 0 0 1 − δ

, ãäå (α, β, γ, δ)t � âñåâîçìîæíûå

ñòîëáöû, â êîòîðûõ α, β, γ, δ ∈ {0, 1,−, ∗} îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþò äâóì
óñëîâèÿì:

• â ëþáîì ñòîëáöå (αβγδ)t ñðåäè α, β, γ, δ êàê ìèíèìóì äâà ïðèíèìàþò
çíà÷åíèå ∗;

• â ëþáîì ñòîëáöå (αβγδ)t, åñëè ñðåäè α, β, γ, δ âñòðå÷àåòñÿ 0 èëè 1, òî
âñå îíè íåðàâíû −.

11) K11 � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R11 =

 0 0 0 1 1 0 0 − − 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 1 0 1 0 − 0 − ∗ ∗ ∗ 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 0 0 1 − 0 0 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 − ∗

 .

12) K12 � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R12 =

 0 0 1 1 1 1 1 − − 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 0 1 1 1 − 1 − ∗ ∗ ∗ 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 1 0 1 − 1 1 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 − ∗

 .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç α̃0 è α̃1 óòî÷íåíèÿ íàáîðà α̃, â êîòîðûõ âñå çíà÷åíèÿ −
çàìåíèëè íà 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ êàæäîé ìóëüòèôóíêöèè f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð ïðèíàä-
ëåæíîñòè τ(f) = (τ1, . . . , τ12) êëàññàì K1 − K12, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî i ∈
{1, . . . , 12}

τi =

{
0, åñëè f ∈ Ki;
1, åñëè f /∈ Ki.

Îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì K1−K12 ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè è ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå P ∗2 íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, ó ìóëü-
òèôóíêöèé èç îäíîãî êëàññà âåêòîðû ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì K1 −K12

ñîâïàäàþò.
Ïîä áàçèñîì áóäåì ïîíèìàòü ïîëíîå ìíîæåñòâî ìóëüòèôóíêöèé â ïîëíîì

÷àñòè÷íîì óëüòðàêëîíå ðàíãà 2. Áàçèñ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè ïîñëå
óäàëåíèÿ èç íåãî ëþáîé ìóëüòèôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ
áàçèñîì.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäè-
ìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P ∗2 \ (P ∗2 ∪ P−2 ) ñïðàâåäëèâî, ÷òî:

1) åñëè f ∈ K8, òî f(0̃) 6= ∗ è f(1̃) = ∗;
2) åñëè f ∈ K9, òî f(0̃) = ∗ è f(1̃) 6= ∗;
3) åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð α̃ òàêîé, ÷òî f(α̃) ∈ {0, 1}, òî f /∈ K10.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé K8, K9, K10. �

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P ∗2 \ (P ∗2 ∪ P−2 ) ñïðàâåäëèâî, ÷òî:
1) åñëè f ∈ K1 ∩K2, òî f ∈ K3;
2) åñëè f /∈ K1 ∪K2, òî f /∈ K3;
3) åñëè f ∈ K1 ∩K2 ∩K10, òî f /∈ K8 ∪K9;
4) f /∈ K8 ∩K9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé â ïóíêòàõ 1) è 2) î÷åâèäíà.
3) Òàê êàê f ∈ K1 ∩K2, òî f(0̃) ∈ {0, ∗} è f(1̃) ∈ {1, ∗}. Åñëè f(0̃) = 0 èëè

f(1̃) = 1, òî â ñèëó ïóíêòà 3) ëåììû 1 ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå óñëîâèþ f ∈ K10.
Ïîýòîìó f(0̃) = f(1̃) = ∗. Òîãäà ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò èç
ïóíêòîâ 1) è 2) ëåììû 1.

4) Åñëè f(0̃) = ∗, òî èç ïóíêòà 1) ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî f /∈ K8. Åñëè f(0̃) 6= ∗,
òî èç ïóíêòà 2) ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî f /∈ K9. �

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P ∗2 \ (P ∗2 ∪ P−2 ) ñïðàâåäëèâî, ÷òî:
1) åñëè f ∈ K11, òî f ∈ (K1 ∩K3 ∩K5) \ (K2 ∪K4 ∪K8 ∪K12);
2) åñëè f ∈ K11, òî ëèáî f ∈ K9 ∩K10, ëèáî f /∈ K9 ∪K10;
3) åñëè f ∈ K12, òî f ∈ (K2 ∩K3 ∩K5) \ (K1 ∪K4 ∪K9 ∪K11);
4) åñëè f ∈ K12, òî ëèáî f ∈ K8 ∩K10, ëèáî f /∈ K8 ∪K10.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî óñëîâèþ ëåììû íàéäóòñÿ íàáîðû α̃ è β̃ òàêèå, ÷òî

f(α̃) = − è f(β̃) = ∗. Åñëè f(0̃) = λ 6= ∗, òî f

0̃

β̃
0̃

 =

λ∗
λ

 /∈ R11. Çíà÷èò
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f(0̃) = ∗, ò. å. f ∈ K1 ∪ K3. Åñëè f(1̃) = µ 6= −, òî f

α̃1̃
α̃

 =

−µ
−

 /∈ R11.

Ïîýòîìó f(1̃) = −, ò. å. f /∈ K2. Â ñèëó ïóíêòà 1 ëåììû 1 èìååì f /∈ K8. Òàê

êàê f(0̃) = ∗ è f(1̃) = −, òî f /∈ K4. Ïîñêîëüêó f

1̃

β̃
1̃

 =

−∗
−

 /∈ R12 èìååì

f /∈ K12. Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî f /∈ K5, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ
íàáîðà γ̃ òàêîãî, ÷òî f(γ̃) = α 6= ∗ è f(¯̃γ) = β 6= ∗, ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ,

ïîñêîëüêó f

0̃
γ̃
¯̃γ

 =

∗λ
λ

 /∈ R11. Ïîýòîìó f ∈ K5.

2) Ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî äîêàæåì, ÷òî ñèòóàöèÿ f ∈ K9 \K10 íåâîçìîæíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî f ∈ K9, íî f /∈ K10. Ïîêà-
æåì, ÷òî ôóíêöèè, îáëàäàþùåé òàêèìè ñâîéñòâàìè â êëàññàõ K9 è K11 íå ñó-
ùåñòâóåò, èíà÷å èç íåå ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè ñ ôóíêöèÿìè èç ýòèõ êëàññîâ
(ñ êîíñòàíòàìè 0, 1, − è ïðîåêöèÿìè) ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ, íåïðèíàäëå-
æàùóþ ýòèì êëàññàì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èõ çàìêíóòîñòè.

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî f(δ̃) ∈ {−, ∗} äëÿ ëþáîãî íàáîðà δ̃, èíà÷å, åñëè f(δ̃) =
0, òî f íå óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óñëîâèþ â îïðåäåëåíèè êëàññà K8, à åñëè

f(δ̃) = 1, òî f

τ̃δ̃
α̃

 =

η1
−

 /∈ R11, ãäå η ∈ {0, 1,−, ∗}, à íàáîð τ̃ òàêîé, ÷òî

(τiδiαi)
t ∈ R11 äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}.

Òàê êàê f íå ñîõðàíÿåò R10, òî íàéäóòñÿ íàáîðû α̃i = (αi1, . . . , α
i
n), ãäå

i ∈ {1, 2, 3, 4}, òàêèå, ÷òî (α1
jα

2
jα

3
jα

4
j )
t ∈ R10 äëÿ ëþáîãî j, íî çíà÷åíèå ôóíê-

öèè f íà ýòèõ íàáîðàõ ïðåäñòàâëÿåò íàáîð, êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò R10, à
èìåííî îäèí èç íàáîðîâ (−−−∗)t, (−−∗−)t, (−∗−−)t, (∗−−−)t. Îáîçíà÷èì
÷åðåçM ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ñòîëáöîâ (α1

jα
2
jα

3
jα

4
j )
t ∈ R10, ãäå j ∈ {1, . . . , n}.

Åñëè â ìàòðèöå M íåò êàêèõ-òî ñòîëáöîâ èç R10, òî âñòàâèì èõ â M , äîáàâèâ
íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîçèöèè â ôóíêöèþ f ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå. Åñëè â M
âñòðå÷àþòñÿ ñòîëáöû ñî ∗ íà ïîçèöèÿõ i1, i2, òî çàìåíèì èõ íà ñòîëáöû èçM , â
êîòîðûõ íà ïîçèöèÿõ i1, i2 íå âñòðå÷àåòñÿ ∗, à íà äðóãèõ ïîçèöèÿõ òå æå çíà÷å-
íèÿ, ÷òî è â çàìåíÿåìîì ñòîëáöå. Äàëåå, åñëè â ìàòðèöåM âñòðå÷àþòñÿ îäèíà-
êîâûå ñòîëáöû, òî â ôóíêöèè f îòîæäåñòâèì ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñòîëáöàì
ïåðåìåííûå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôóíêöèþ f ′(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9),
êîòîðàÿ íå ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò R10, ò. å. f

′(M) /∈ R10, ãäå ìàòðèöà M ñîñòîèò
èç ñòîëáöîâ (0000)t, (0011)t, (0101)t, (1010)t, (1100)t, (1111)t, (0110)t, (1001)t,
(−−−−)t. Íèæå ïðåäñòàâëåí ïðèìåð îäíîãî èç âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû M ïîñëå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé

M =


0 0 0 1 1 1 0 1 −
0 0 1 0 1 1 1 0 −
0 1 0 1 0 1 1 0 −
0 1 1 0 0 1 0 1 −

 .

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî íàáîðû (0110)t, (1001)t, êîòîðûå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ â
M , ìîæíî çàìåíèòü íà äðóãèå íàáîðû èç M áåç ∗ è ïðè ýòîì f ′(M) /∈ R10.
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Òàê êàê ïåðåñòàíîâêà ñòðîê â ìàòðèöå M íå ìåíÿåò å¼, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
f ′(M) = (−−−∗)t.

Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé (0110)t, ñëó÷àé (1001)t àíàëîãè÷åí.
Çàìåíèì â M ñòîëáåö (0110)t íà (1111)t, ïîëó÷èì f ′(M) = (σ1 − −σ2)t,

ãäå σ1, σ2 ∈ {0, 1,−, ∗}. Åñëè ñðåäè σ1, σ2 âñòðå÷àåòñÿ îäíà ∗ èëè äâå ∗, òî â
ïåðâîì ñëó÷àå çàìåíó (0110)t íà (1111)t îñòàâèì áåç èçìåíåíèé, à âî âòîðîì
ñëó÷àå çàìåíèì (0110)t íà (−−−−)t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñòîëáåö, â êîòîðîì
âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäíî çíà÷åíèå ∗. Åñëè ñðåäè σ1, σ2 íåò ∗, òî âìåñòî ñòîëáöà
(0110)t ïîäñòàâèì ñòîëáåö (1100)t è ïîëó÷èì f ′(M) = (σ1 − τ∗)t. Åñëè τ 6= ∗,
òî çàìåíó îñòàâèì áåç èçìåíåíèé. Åñëè τ = ∗, òî ñòîëáåö (0110)t çàìåíèì íà
ñòîëáåö (0101)t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñòîëáåö, â êîòîðîì âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî
îäíî çíà÷åíèå ∗.

Äàëåå çàìåíèì ñòîëáöû (0110)t,(1001)t íà äðóãèå ñòîëáöû èç M áåç ∗, çàòåì
îòîæäåñòâèì ïåðåìåííûå è ïîäñòàâèì êîíñòàíòû 0, 1, −. Ïîëó÷èì ôóíêöèþ
g(x1, x2, x3, x4) òàêóþ, ÷òî g(M) /∈ R10, ãäå ìàòðèöà M ñîñòîèò èç ñòîëáöîâ
(0011)t, (0101)t, (1010)t, (1100)t.

Òàê êàê ïåðåñòàíîâêà ñòðîê â ìàòðèöå M ðàâíîñèëüíà ïåðåñòàíîâêå ïåðå-
ìåííûõ â g, à äîêàçàòåëüñòâî íèæå íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû M , òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà

g


0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 0 0

 =


−
−
−
∗

 .

Èìååì g(0000) = ∗, èíà÷å g
(

0 0 0 0
1 1 0 0

)
=

(
−
∗

)
, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò g ∈ K9.

Îòñþäà g

0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1

 =

∗−
−

, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò g ∈ K11.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ K10 \K9. Â ñèëó ïóíêòà 3) ëåììû 1 ôóíêöèÿ
f ìîæåò ïðèíèìàòü â êà÷åñòâå çíà÷åíèé òîëüêî − è ∗, ïîýòîìó íå âûïîëíÿåòñÿ
òðåòüå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè êëàññà K9. Íàéäóòñÿ íàáîðû σ̃1 è σ̃2 òàêèå, ÷òî

σ1
i ≤ σ2

i äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n} è f(σ̃1) = −, f(σ̃2) = ∗. Òîãäà f

σ̃1

σ̃2

σ̃1

 =

−∗
−

 /∈

R11. Ïðîòèâîðå÷èå.
3) Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1).
4) Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 2). �

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P ∗2 \ (P ∗2 ∪ P−2 ) ñïðàâåäëèâî, ÷òî:
1) åñëè f ∈ K4, òî f /∈ K5 ∪K8 ∪K9 ∪K11 ∪K12;
2) åñëè f ∈ K4, òî ëèáî f ∈ K1 ∩K2, ëèáî f /∈ K1 ∪K2;
3) åñëè f /∈ K4 ∪K5, òî f /∈ K10.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî óñëîâèþ ëåììû íàéäóòñÿ íàáîðû α̃ è β̃ òàêèå, ÷òî

f(α̃) = − è f(β̃) = ∗. Çàìåòèì, ÷òî åñëè f(0̃) 6= ∗, òî f(1̃) 6= ∗, à åñëè f(0̃) = ∗,
òî f(1̃) = ∗. Ïîýòîìó èç ïóíêòîâ 1) è 2) ëåììû 1 ïîëó÷èì f /∈ K8 ∪ K9. Èç
f ∈ K4 ñëåäóåò, ÷òî f( ¯̃α) = −, ïîýòîìó f /∈ K5. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî
f /∈ K11 ∪K12.
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2) Èç f ∈ K4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè f(0̃) ∈ {0, ∗}, òî f(1̃) ∈ {1, ∗}, à åñëè f(0̃) ∈
{1,−}, òî f(1̃) ∈ {0,−}. Ïîýòîìó ëèáî f ∈ K1 ∩K2, ëèáî f /∈ K1 ∪K2.

3) Òàê êàê f /∈ K4 ∪K5, òî ëèáî íàéäåòñÿ íàáîð γ̃ òàêîé, ÷òî f(γ̃) ∈ {0, 1},
ëèáî íàáîðû σ̃ è δ̃ òàêèå, ÷òî f(σ̃) = f(¯̃σ) = − è f(δ̃) = −, f(

¯̃
δ) = ∗. Â ïåðâîì

ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ïóíêòà 3) ëåììû 1. Âî âòîðîì

ñëó÷àå èìååì f


σ̃
¯̃σ

δ̃
¯̃
δ

 =


−
−
−
∗

 /∈ R10, ò. å. f 6∈ K10. �

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P ∗2 \ (P ∗2 ∪ P−2 ) ñïðàâåäëèâî, ÷òî:
1) åñëè f /∈ K1, òî f /∈ K9 ∪K11;
2) åñëè f /∈ K2, òî f /∈ K8 ∪K12.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê f(0̃) ∈ {1,−}, òî f /∈ K9. Â ñèëó ïóíêòà 1) ëåììû
3 ïîëó÷èì, ÷òî f /∈ K11.

2) Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1). �

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P ∗2 \ (P ∗2 ∪ P−2 ) ñïðàâåäëèâî, ÷òî:
1) åñëè f ∈ K9 ∩K10, òî f ∈ K11;
2) åñëè f ∈ K8 ∩K10, òî f ∈ K12.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f /∈ K11. Äîïóñòèì, ñó-
ùåñòâóþò íàáîðû α̃i = (αi1, . . . , α

i
n), ãäå i ∈ {1, 2, 3}, òàêèå, ÷òî (α1

jα
2
jα

3
j )
t ∈ R11

äëÿ ëþáîãî j, íî çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà ýòèõ íàáîðàõ ïðåäñòàâëÿåò íàáîð,
êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò R11. Òàê êàê f ∈ K10, òî ïî ïóíêòó 3) ëåììû 1

ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå çíà÷åíèé òîëüêî − è ∗. Ïîýòîìó f

α̃1

α̃2

α̃3

 ∈
−−
∗

 ,

−∗
−

 ,

∗−
−

. Òàê êàê ïåðåñòàíîâêà ñòðîê â R11 íå ìåíÿåò åãî, òî äî-

ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé f

α̃1

α̃2

α̃3

 =

−−
∗

. Òîãäà f

α̃1

α̃2

α̃3

τ̃

 =


−
−
∗
µ

,
ãäå íàáîð τ̃ òàêîé, ÷òî (α1

iα
2
iα

3
i τi)

t ∈ R10 äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Åñëè µ = ∗, òî

f

(
α̃1

τ̃

)
=

(
−
∗

)
, ïðè ýòîì (α1

i τi)
t ∈ {(00)t, (01)t, (11)t} äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}.

Ïðîòèâîðå÷èå f ∈ K9, ïîýòîìó µ = −. Íî â ýòîì ñëó÷àå èìååì ïðîòèâîðå÷èå
óñëîâèþ f ∈ K10.

2) Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1). �

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P ∗2 \ (P ∗2 ∪ P−2 ) ñïðàâåäëèâî, ÷òî:
1) åñëè f ∈ K1 \ (K2 ∪K3), òî f /∈ K4 ∪K5 ∪K8 ∪K9 ∪K10 ∪K11 ∪K12;
2) åñëè f ∈ K2 \ (K1 ∪K3), òî f /∈ K4 ∪K5 ∪K8 ∪K9 ∪K10 ∪K11 ∪K12.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê f(0̃) = 0, f(1̃) ∈ {0,−}, òî f /∈ K4 ∪ K5. Â ñèëó
ëåììû 1 ïîëó÷èì, ÷òî f /∈ K8∪K9∪K10. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî f /∈ K11∪K12.

2) Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1). �
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Ëåììà 8. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P ∗2 \ (P ∗2 ∪ P−2 ) âåðíî, ÷òî åñëè f /∈ K1 ∪
K2 ∪K4, òî f /∈ K8 ∪K9 ∪K10 ∪K11 ∪K12.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê f(0̃) ∈ {1,−}, f(1̃) ∈ {0,−}, òî â ñèëó ëåììû 1
ïîëó÷èì, ÷òî f /∈ K8 ∪K9. Åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð γ̃ òàêîé, ÷òî f(γ̃) ∈ {0, 1},
òî èç ïóíêòà 3) ëåììû 1 ïîëó÷èì, ÷òî f /∈ K10. Ïîýòîìó f(0̃) = f(1̃) = −.
Òàê êàê f /∈ K4, òî ñóùåñòâóåò íàáîð δ̃ òàêîé, ÷òî f(δ̃) = −, f(

¯̃
δ) = ∗. Òîãäà

f


0̃

δ̃
¯̃
δ
1̃

 =


−
−
∗
−

 /∈ R10. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî f /∈ K11 ∪K12. �

3. Îïèñàíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìóëüòèôóíêöèé

Òåîðåìà 1. [1] Ñóùåñòâóåò ðîâíî 15 êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé àë-
ãåáðû ëîãèêè ïî îòíîøåíèþ ïðèíàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì ÷àñòè÷íûì óëü-
òðàêëîíàì ðàíãà 2.

Òåîðåìà 2. [2] Ñóùåñòâóåò ðîâíî 49 êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷àñòè÷íûõ
ôóíêöèé ïî îòíîøåíèþ ïðèíàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì ÷àñòè÷íûì óëü-
òðàêëîíàì ðàíãà 2.

Òåîðåìà 3. [3] Ñóùåñòâóåò ðîâíî 28 êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ãèïåðôóíêöèé
ïî îòíîøåíèþ ïðèíàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíàì
ðàíãà 2.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 29 êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé èç P ∗2 \
(P ∗2 ∪ P−2 ) ïî îòíîøåíèþ ïðèíàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì ÷àñòè÷íûì óëü-
òðàêëîíàì ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïóíêòîâ 1) è 2) ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f , ó êîòîðîé âåêòîð ïðèíàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíàì
K1−K12 èìååò âèä (τ1τ2τ3τ4τ511τ8τ9τ10τ11τ12), íàáîð (τ1τ2τ3) äîëæåí ñîâïàäàòü
ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ íàáîðîâ (000), (010), (011), (100), (101), (111). Ðàññìîò-
ðèì âñå âàðèàíòû.

Ïóñòü (τ1τ2τ3) = (000), ò. å. f ∈ K1 ∩K2 ∩K3. Åñëè f ∈ K4, òî â ñèëó ïóíêòà
1) ëåììû 4 ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ f . Èç ëåìì 2, 3
è 4 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Åñëè f ∈ K5 ∩ K10, òî ñóùåñòâóåò
íå áîëåå îäíîãî êëàññà, ñîäåðæàùåãî f . Åñëè f ∈ K5 \ K10, òî ñóùåñòâóåò
íå áîëåå òðåõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ f . Åñëè f 6∈ K5 ∪ K10, òî ñóùåñòâóåò íå
áîëåå òðåõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ f . Ñëó÷àé, êîãäà f ∈ K10 \ K5, íåâîçìîæåí.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, â êîòîðûå âõîäÿò ôóíêöèè,
îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàùèå K1, K2, K3, íå ïðåâîñõîäèò 9.

Ïóñòü (τ1τ2τ3) = (010) (ïðè (τ1τ2τ3) = (100) ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà). Åñëè
f ∈ K11 (f ∈ K12), òî ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ
f . Èç ëåìì 3, 4, 5, 6 ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈ K5 \K2 (f ∈ K5 \K1), òî ñóùåñòâóåò
íå áîëåå òðåõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ f , à åñëè f 6∈ K2 ∪ K5 (f 6∈ K1 ∪ K5), òî
ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ f . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå ñîäåðæàò ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó
(K1 ∪K3) \K2 ((K2 ∪K3) \K1), íå ïðåâîñõîäèò 7.

Ïóñòü (τ1τ2τ3) = (011) (ïðè (τ1τ2τ3) = (101) ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà). Â ýòîì
ñëó÷àå ïî ëåììå 7 ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî êëàññà, ñîäåðæàùåãî f .
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Ïóñòü (τ1τ2τ3) = (111). Åñëè f ∈ K4, òî ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ
êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ f , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ëåììå 7 òàêæå ñóùåñòâóåò íå
áîëåå äâóõ êëàññîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, â êîòîðûå
âõîäÿò ôóíêöèè, íå ïðèíàäëåæàùèå íè îäíîìó èç K1, K2, K3, íå ïðåâîñõîäèò
4.

Âñå âàðèàíòû ðàññìîòðåíû. Â èòîãå ñóùåñòâóåò íå áîëåå 29 êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû.

Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò (ïîëíûé ïåðåáîð) óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ ôóíêöèé
îò òðåõ ïåðåìåííûõ èç P ∗2 \ (P ∗2 ∪ P−2 ) ñóùåñòâóåò ðîâíî 29 êëàññîâ. Íèæå â
òàáëèöå ïðèâåäåíû âåêòîðû ïðèíàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì ÷àñòè÷íûì óëü-
òðàêëîíàì è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíêöèè.

� τ(f) f(x1, x2, x3) � τ(f) f(x1, x2, x3)
1 (000011111011) (∗ − − ∗ ∗ − −∗) 16 (010111111111) (∗000000−)
2 (000011111111) (00− ∗ ∗ −11) 17 (011111111111) (000000 ∗ −)
3 (000101101111) (000− ∗ ∗ ∗∗) 18 (100101101010) (−−−− ∗ ∗ ∗∗)
4 (000101110111) (∗1 ∗ 1 ∗ − ∗ 1) 19 (100101101111) (−000 ∗ ∗ ∗ ∗)
5 (000101111011) (∗ − − ∗ ∗ ∗ ∗∗) 20 (100101111011) (− ∗ ∗ − ∗ − −∗)
6 (000101111111) (000− ∗111) 21 (100101111110) (−111 ∗ ∗ ∗ ∗)
7 (000111101111) (000000− ∗) 22 (100101111111) (100− ∗11∗)
8 (000111110111) (∗11111− 1) 23 (100111101111) (−000000∗)
9 (000111111111) (000001− ∗) 24 (100111111111) (100000− ∗)
10 (010101110001) (∗ − ∗ − ∗ − ∗−) 25 (101111111111) (10000− ∗1)
11 (010101110111) (∗1 ∗ 1 ∗ 1 ∗ −) 26 (111011111011) (−− ∗ ∗ ∗ ∗ −−)
12 (010101111011) (∗ − − ∗ − ∗ ∗−) 27 (111011111111) (10− ∗ ∗ −10)
13 (010101111101) (∗0 ∗ 0 ∗ 0 ∗ −) 28 (111101111111) (100− ∗110)
14 (010101111111) (∗000111−) 29 (111111111111) (100000 ∗ −)
15 (010111110111) (∗111111−)

�

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 91 êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ìóëüòèôóíêöèé
ïî îòíîøåíèþ ïðèíàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíàì
ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 1, 2, 3 è 4. �

4. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ ïîëíîå îïèñàíèå âåêòîðîâ ïðèíàäëåæíîñòè ìóëüòè-
ôóíêöèé ìàêñèìàëüíûì ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíàì, ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ îïèñàíèå
âñåõ òèïîâ ìèíèìàëüíûõ áàçèñîâ. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ñ++ áû-
ëî âûÿñíåíî, ÷òî èìååòñÿ 1 òèï òàêèõ áàçèñîâ ìîùíîñòè 1, 690 òèïîâ áàçèñîâ
ìîùíîñòè 2, 7940 òèïîâ áàçèñîâ ìîùíîñòè 3, 2830 òèïîâ áàçèñîâ ìîùíîñòè 4,
ìèíèìàëüíûõ áàçèñîâ áîëüøåé ìîùíîñòè íå ñóùåñòâóåò.
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