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ÎÁ ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÒÅÎÐÅÌÅ ÂÅÄÄÅÐÁÅÐÍÀ ÄËß

ÏÐÀÂÎÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÍÛÕ ÑÓÏÅÐÀËÃÅÁÐ ÅÌÊÎÑÒÈ 1

Î.Â. ØÀØÊÎÂ

Abstract. The Wedderburn's principal theorem is proved for �nite
dimensional right alternative superalgebras under the following restrictions:

1) the even part is representable as the sum of a simple noncommutative
subalgebra and radical;

2) the superalgebra is an alternative bimodule over its even part.

Keywords: right alternative superalgebra, nilpotent radical.

Íàïîìíèì, ÷òî ñóïåðàëãåáðîé A = A0 ⊕ A1 íàçûâàåòñÿ Z2-ãðàäóèðîâàííàÿ
àëãåáðà. Ïóñòü M�ïðîèçâîëüíîå ìíîãîîáðàçèå àëãåáð, G = G0 ⊕ G1 � àññî-
öèàòèâíàÿ àëãåáðà Ãðàññìàíà ñ åäèíèöåé 1 è ñòàíäàðòíîé ãðàäóèðîâêîé; ñó-
ïåðàëãåáðà A = A0 ⊕ A1 íàçûâàåòñÿ M-ñóïåðàëãåáðîé, åñëè åå ãðàññìàíîâà
îáîëî÷êà G (A) = A0 ⊗G0 ⊕A1 ⊗G1 ÿâëÿåòñÿ M-àëãåáðîé [1].

Ïðîñòûå êîíå÷íîìåðíûå àññîöèàòèâíûå ñóïåðàëãåáðû îïèñàíû â [2]. Ïðî-
ñòûå àëüòåðíàòèâíûå ñóïåðàëãåáðû è ïðîñòûå (−1, 1)-ñóïåðàëãåáðû ïî ìîäóëþ
àññîöèàòèâíûõ ñóïåðàëãåáð îïèñàíû â ðàáîòàõ [3] è [4].

Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíîé [5], åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæ-
äåñòâó

(a, b, b) = 0,

ãäå (a, b, c) = (ab)c− a(bc)� àññîöèàòîð ýëåìåíòîâ a, b, c.
Ñóïåðàëãåáðà B = A ⊕M ÿâëÿåòñÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ âûïîëíåíî ñóïåðòîæäåñòâî:

(p, q, r) + (−1)|q|·|r|(p, r, q) = 0,

ãäå |q|�÷¼òíîñòü ýëåìåíòà q ∈ A∪M , òî åñòü |q| = 0, åñëè q ∈ A è |q| = 1, åñëè
q ∈M .

Shashkov, O.V., On the Wedderburn's principal theorem in right alternative

superalgebras of capacity 1.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïðàâîàëüòåðíàòèâíûå óíèòàëüíûå ñóïåðàë-
ãåáðû (ñóïåðàëãåáðû ñ åäèíèöåé 1).

×åòíàÿ ÷àñòü ñóïåðàëãåáðû íàçûâàåòñÿ ñèëüíî àëüòåðíàòèâíîé (ñèëüíî àñ-
ñîöèàòèâíîé), åñëè ñóïåðàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíûì (àññîöèàòèâíûì)
áèìîäóëåì íàä ñâîåé ÷åòíîé ÷àñòüþ. Â [6] îïèñàíî ñòðîåíèå êîíå÷íîìåðíûõ
óíèòàëüíûõ ñóïåðàëãåáð ñ ïîëóïðîñòîé ñèëüíî àëüòåðíàòèâíîé ÷åòíîé ÷àñòüþ.
Ïðîñòûå ïðàâîàëüòåðíàòèâíûå óíèòàëüíûå ñóïåðàëãåáðû ñ ñèëüíî àññîöèàòèâ-
íîé ÷¼òíîé ÷àñòüþ ðàíåå èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [7]�[10]. Òàê, â [7] áûëè êëàññèôè-
öèðîâàíû êîíå÷íîìåðíûå ñóïåðàëãåáðû àáåëåâà òèïà; â [8] èçó÷àëèñü ïðîñòûå
ñóïåðàëãåáðû àáåëåâà òèïà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, ÷åòíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì (íåêîòîðûì ðàñøèðåíèåì îñíîâíîãî ïîëÿ); â [9] äîêàçàíî, ÷òî
ïðîñòûå êîíå÷íîìåðíûå ñóïåðàëãåáðû ñ ïîëóïðîñòîé ñèëüíî àññîöèàòèâíîé
÷åòíîé ÷àñòüþ èñ÷åðïûâàþòñÿ àññîöèàòèâíûìè ñóïåðàëãåáðàìè è ñóïåðàëãåá-
ðàìè àáåëåâà òèïà; â [10] äîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòîé êîíå÷íîìåðíîé ñóïåðàëãåáðå
íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ÷åòíàÿ ÷àñòü ïîëóïðîñòà ïðè óñëîâèè åå
ñèëüíîé àññîöèàòèâíîñòè.

Â ðàáîòàõ [11] è [12] áûëè îïèñàíû ïðîñòûå ñóïåðàëãåáðû ñ íèëü-óíèòàëü-
íîé è àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé ÷åòíîé ÷àñòüþ áåç êàêèõ-ëèáî áèìîäóëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé.

Ñóïåðàëãåáðà B = A ⊕ M èìååò åìêîñòü 1, åñëè ôàêòîðàëãåáðà ÷åòíîé
÷àñòè A ïî åå íèëü-ðàäèêàëó R = NilA ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé àëãåáðîé S. Ïðè
ýòîì àëãåáðó S áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé êîìïîíåíòîé ÷åòíîé ÷àñòè, åñëè
A = S ⊕R.

Â [13] èçó÷àëîñü ñòðîåíèå ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ óíèòàëüíûõ ñóïåðàëãåáð
B = A ⊕ M åìêîñòè 1. Ïðîñòàÿ êîìïîíåíòà S êîíå÷íîìåðíîé ÷åòíîé ÷àñòè
A = S ⊕ R ïðåäïîëàãàëàñü íåêîììóòàòèâíîé. Òàì áûëî äîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ
ñóïåðàëãåáðà B íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì Φ õàðàêòåðèñòèêè íå 2
ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó B = B̌⊕B, ãäåB = R⊕M� ãðàäóèðîâàííûé èäå-
àë ñóïåðàëãåáðû ñ ÷åòíîé ÷àñòüþ R è íå÷åòíîé�M, à B̌ �ïðîñòàÿ àëüòåðíà-
òèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà, â ÷àñòíîñòè ïðîñòàÿ àëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñóïåðàëãåáðîé
ñ íóëåâîé ÷åòíîé ÷àñòüþ.

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì [13] è ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó
ëèøü òîãî, ÷òî îòùåïëåííûé â [13] èäåàë B íèëüïîòåíòåí:

Òåîðåìà. Ïóñòü B = A ⊕M �ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà ñ ñèëüíî
àëüòåðíàòèâíîé ÷åòíîé ÷àñòüþ ¼ìêîñòè 1 íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì Φ õàðàêòåðèñòèêè íå 2; S �ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ íåêîììóòàòèâ-
íàÿ êîìïîíåíòà àëãåáðû A, ïðè÷åì åäèíèöà àëãåáðû S ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé
â B; B � àëüòåðíàòèâíûé óíèòàëüíûé áèìîäóëü íàä A. Òîãäà B = B̌ ⊕ B,
ãäå B̌ �ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà, à B�íèëüïîòåíòíûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë
ñóïåðàëãåáðû B.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî àññîöèàòèâíîãî äóáëÿ Óîëëà Mn[
√

1] è
ïðîñòîé àëüòåðíàòèâíîé ñóïåðàëãåáðû Øåñòàêîâà S4|2 :

1. Mn[
√

1] = Mn ⊕Mnu, ãäå u =
√

1, ò.å. u2 = 1, è ýëåìåíò u ïåðåñòàíîâî÷åí
ñ ýëåìåíòàìè èç Mn.

2. Ïóñòü char Φ = 3, S4|2 = A⊕M � ñóïåðàëãåáðà íàä Φ, A = M2, M = C2 =
Φm1 + Φm2 � ñòàíäàðòíûé áèìîäóëü Êýëè ñ áàçèñîì m1, m2 è äåéñòâèåì

eijmk = mkeij = δkjmi,
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ãäå e11 = e22, e22 = e11, e12 = −e12, e21 = −e21; δkj � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Óìíîæåíèå íà M îïðåäåëåíî ðàâåíñòâàìè

mimj = eji,

ãäå m1 = m2, m2 = −m1.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû íàïîìíèì íåêîòîðûå õî-

ðîøî èçâåñòíûå ôàêòû. Åñëè A�êîíå÷íîìåðíàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà, òî A
ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé íèëüïîòåíòíûé èäåàëR (íèëü-ðàäèêàë
àëãåáðû A) è àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîñòûõ àëãåáð è ðàäèêàëà
R; âñÿêàÿ ïðîñòàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà ëèáî àññîöèàòèâíà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé Êýëè íàä ñâîèì öåíòðîì [14, 15, 16]. Ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ïðàâî-
àëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà àëüòåðíàòèâíà [5].

Íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì Φ âîçìîæíû ñëåäóþùèå 3 ñëó÷àÿ äëÿ
ïðîñòîé íåêîììóòàòèâíîé êîìïîíåíòû S:

1) S = Mn (n ≥ 3);
2) S = C;
3) S = H,
ãäå H, C�ðàñùåïëÿåìûå êîìïîçèöèîííûå àëãåáðû ðàçìåðíîñòè 4 è 8. Äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçîáüåì íà òðè ïðåäëîæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìè
ñëó÷àÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè S-áèìîäóëü B àññîöèàòèâåí, òî èäåàë B íèëüïîòåí-
òåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S-áèìîäóëü B àññîöèàòèâåí. Ïîñêîëüêó ïî [17, òåî-
ðåìà 18.1] óíèòàëüíûé àëüòåðíàòèâíûé C-áèìîäóëü B ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóì-
ìîé ðåãóëÿðíûõ C-áèìîäóëåé, òî S íå ìîæåò áûòü àëãåáðîé Êýëè C, à çíà÷èò,
S = Mn ïðè n ≥ 2. Òîãäà ïî [13, Ëåììà 1.7] ñóïåðàëãåáðà B àññîöèàòèâíà è
ïî [13, Ïðåäëîæåíèÿ 2, 3] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå B = B̌ + B, ãäå B̌ �ïðîñòàÿ

ñóïåðàëãåáðà Mn[
√

1] èëè ïðîñòàÿ àëãåáðà Mn, à B = R + M� ãðàäóèðîâàí-
íûé èäåàë B ñ ÷åòíîé ÷àñòüþ R è íå÷åòíîé M. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
M2 ⊆ R.

Äîêàæåì, ÷òî èäåàëB íèëüïîòåíòåí. Ïóñòü ρ�èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè ðà-
äèêàëà R. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ρ′ = 2ρ2−2ρ+1 = (ρ−1)2ρ+1 îäíîðîäíûõ
ýëåìåíòîâ èäåàëà B. Åñëè â ýòîì ïðîèçâåäåíèè âñòðåòèëèñü ρ ÷åòíûõ ýëåìåí-
òîâ, èäóùèõ ïîäðÿä, òî îíî ðàâíî íóëþ. Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ρ ÷åòíûõ
ýëåìåíòîâ íå èäóò ïîäðÿä. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ïðîèçâåäåíèè íàéäåòñÿ õîòÿ
áû 2ρ íå÷åòíûõ ýëåìåíòîâ.

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ýëåìåíòà � íå÷åòíûé ýëåìåíò, òî
äàííîå ïðîèçâåäåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì íå ìåíåå 2ρ íå÷åòíûõ ýëåìåí-
òîâ. À òàê êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ íå÷åòíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, òî è
â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îíî ðàâíî íóëþ. �

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè ðàññìîòðèì ñëó÷àé S = C, ãäå C�ðàñùåïëÿå-
ìàÿ àëãåáðà Êýëè. Íàïîìíèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ â àëãåáðå C = H⊕ vH:

v2 = 1, v̄ = −v, av = vā,
a · vb = v · āb, vb · a = v · ab, va · vb = bā,

ãäå 1 = e11 + e22 � åäèíèöà àëãåáðû C, H� àëãåáðà ìàòðèö 2-ãî ïîðÿäêà, a, b ∈
H, eij �ìàòðè÷íûå åäèíèöû H.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè S = C, òî èäåàë B íèëüïîòåíòåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî [13] èäåàë B ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåïðèâîäèìûõ ðå-
ãóëÿðíûõ C-áèìîäóëåé [C]i

B =

t⊕
i=1

[C]i,

êàæäûé èç êîòîðûõ� ëèíåéíàÿ êîïèÿ àëãåáðû Êýëè C. Ýëåìåíò áèìîäóëÿ [C]i,
ñîîòâåòñòâóþùèé a ∈ C îáîçíà÷àåòñÿ [a]i.

Ñ ýòîé ïðÿìîé ñóììîé ñâÿçàí íàáîð íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæå-
íèé ci : C → [C]i : a 7→ [a]i. Òîãäà a

ci = [a]i. Ïóñòü b =
∑t

i=1 βici �ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ ci. Òîãäà a
b =

∑t
i=1 βia

ci =
∑t

i=1 βi[a]i. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíîðîäíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè b, òî åñòü òàêèå, ÷òî
âñå ýëåìåíòû ci ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èìåþò îäíó ÷åòíîñòü. ×åòíîñòü îäíî-
ðîäíîãî ýëåìåíòà ab îáîçíà÷èì |b|, òî åñòü |b| = 0, åñëè ab ∈ A è |b| = 1, åñëè
ab ∈M .

Â [13, ëåììà 3.5] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìáèíàöèé a è b èìååòñÿ
òàêàÿ êîìáèíàöèÿ ab, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ C âûïîëíåíî

aabb = (ab)ab. (∗)

Ïóñòü ρ�èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè ðàäèêàëà R, ρ′ = 2ρ2 − 2ρ + 1 êàê è â
ïðåäëîæåíèè 1. Ðàññìîòðèì w�ïðîèçâåäåíèå 2ρ′ ýëåìåíòîâ èäåàëà B. Òàê
êàê ýëåìåíòû eckij è (veij)

ck ïðè k = 1, t, i, j ∈ {1, 2} îáðàçóþò áàçèñ èäåàëà B,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîèçâåäåíèè âñå ñîìíîæèòåëè�
áàçèñíûå ýëåìåíòû. Â ýòîì ñëó÷àå ïî (∗) èìååòñÿ òàêàÿ êîìáèíàöèÿ d, ÷òî
w = ad, ãäå ëèáî a = eij , ëèáî a = veij .

Ïóñòü w èìååò âèä ed11. Åñëè ab = e11, òî ïî (∗) aabb = eab11 = ea11e
b
11, ïîýòîìó

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñîìíîæèòåëè â w èìåþò âèä eci11. Â ýòîì ñëó÷àå ïðî-
èçâåäåíèå w àññîöèàòèâíî. Â ñàìîì äåëå, ïî (∗) è ïðàâîé àëüòåðíàòèâíîñòè
èìååì

ea11e
b
11 · ec11 = ea12e

b
22 · ec21 =

= ea12 · eb22ec21 − (−1)|b||c|(ea12e
c
21 · eb22 − ea12 · ec21eb22) =

= ea12 · eb22ec21 = ea11 · eb11ec11.

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå w àññîöèàòèâíî, òî íà îñíîâàíèè ðàññóæäåíèé ïðåäëî-
æåíèÿ 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî ed11 = 0. Èç ðåãóëÿðíîñòè C-áèìîäóëåé [C]k ñëåäóåò,
÷òî

w = edij = edi1e1j = ei1e
d
11 · e1j = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî (veij)
d = vedij = 0. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì èç ñëó÷àåâ

w = 0. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé S = H. Òàê æå,
êàê â [13] â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâèì èäåàë B â âèäå ñóììû íåïðèâîäèìûõ
H-áèìîäóëåé [H]i è [C2]j :

B =

t′⊕
i=1

[H]i ⊕
t⊕

i=t′+1

[C2]i,

ãäå [H]i �ðåãóëÿðíûå àññîöèàòèâíûå áèìîäóëè, èõ ýëåìåíòû îáîçíà÷àþòñÿ [a]i
äëÿ a ∈ H; [C2]j � ñòàíäàðòíûå áèìîäóëè Êýëè, èõ ýëåìåíòû îáîçíà÷àþòñÿ [c]j
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äëÿ c ∈ C2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ba ñóììó ðåãóëÿðíûõ àññîöèàòèâíûõ áèìîäóëåé
[H]i, à ÷åðåç Bc � áèìîäóëåé Êýëè [C2]j . Òî åñòü B = Ba + Bc.

Ñ ðàññìîòðåííûì ðàçëîæåíèåì B â ñóììó íåïðèâîäèìûõ áèìîäóëåé ñâÿ-
çàí íàáîð íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé hi : H → [H]i : a 7→ [a]i è

ci : C2 → [C2]i : c 7→ [c]i. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Chi

2 = Hcj = 0.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå êîìáèíàöèè b =
∑t′

i=1 βihi è c =
∑t

i=t′+1 γici. Êàê è

ðàíåå, ab =
∑t′

i=1 βi[a]i äëÿ ýëåìåíòà a ∈ H; cc =
∑t

i=t′+1 γi[c]i äëÿ c ∈ C2.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíîðîäíûå ëèíåéíûå êîì-

áèíàöèè, òî åñòü òàêèå, ÷òî áåðóòñÿ òîëüêî ïî ÷åòíûì èëè òîëüêî ïî íå÷åòíûì
êîìïîíåíòàì. ×åòíîñòü îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà ab îáîçíà÷èì |b|, òî åñòü |b| = 0,
åñëè ab ∈ A è |b| = 1, åñëè ab ∈M .

Äâà ýëåìåíòà x è y èç B íàçîâåì îäíîòèïíûìè (x ∼ y), åñëè îíè ëåæàò
â îäíîì íåïðèâîäèìîì H-áèìîäóëå, òî åñòü åñëè îäèí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç
äðóãîãî öåïî÷êîé óìíîæåíèé íà ýëåìåíòû èç H.

Ââåäåì óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ áèìîäóëÿ Êýëè C2 ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äå-
ëàëîñü â ñóïåðàëãåáðå Øåñòàêîâà S4|2. À èìåííî:

mimj = eji,

ãäå
m1 = m2, m2 = −m1.

Òåì ñàìûì ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ èç C2, íà-
ïðèìåð, m1m2 = −m2m2 = −e22 èëè m1m1 = −m2m1 = −e12.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ áèìîäóëåé,
äîêàçàííûå â [13].

Ëåììà 1. Âûïîëíåíû ñâîéñòâà:
à) ma

i e
b
jk = (−1)|a||b|ebjkm

a
i = (miejk)ab;

á) ma
im

b
j = −(−1)|a||b|mb

im
a
j = (mimj)

ab;

â) eaije
b
kl = (eijekl)

ab.

Â ýòîé ëåììå ÷åðåç ab îáîçíà÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ íîâàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
îòîáðàæåíèé hi èëè cj , îïðåäåëÿåìàÿ êîìáèíàöèÿìè a è b.

Çàìåòèì, ÷òî ïóíêò à) ëåììû ïðè |a| = |b| = 1 äîêàçàí â [13, ëåììà 1.1]; ïðè
|a|+|b| = 1 äîêàçàí â [13, ëåììû 1.2, 1.3]; à ïðè |a| = |b| = 0 ìîæåò áûòü äîêàçàí
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî [13, ëåììà 1.2]. Ïóíêò á) ëåììû ïðè |a| = |b| = 1 äîêàçàí
â [13, ëåììà 1.5]; ïðè |a|+ |b| = 1 äîêàçàí â [13, ëåììà 1.4]; à ïðè |a| = |b| = 0
ìîæåò áûòü äîêàçàí ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî. Ïóíêò â) ëåììû äîêàçàí â [13,
ëåììà 1.6].

Ëåììà 2. Åñëè x, y ∈ Ba, z ∈ Bc, òî xy · z = (−1)|y|·|z|xz · y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 ïðîèçâåäåíèå eaije
b
jk · mc

1 = eabikm
c
1 ìîæåò áûòü

íåíóëåâûì òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: eab22m
c
1 è e

ab
21m

c
1.

Ïåðâûé ñëó÷àé âîçìîæåí â äâóõ âàðèàíòàõ, êîòîðûå ìû è ðàññìîòðèì.
Ïî ïðàâîé àëüòåðíàòèâíîñòè èìååì

ea21e
b
12 ·mc

1 = −(−1)|b||c|ea21m
c
1 · eb12 + ea21(eb12 ◦mc

1),

ãäå p ◦ q = pq + (−1)|p||q|qp äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ p, q èäåàëà B. Òîãäà ïî
ëåììå 1 à)

eb12 ◦mc
1 = eb12m

c
1 + eb12m

c
1 = eb12m

c
1 − eb12mc

1 = 0.



1576 Î.Â. ØÀØÊÎÂ

Òî åñòü

ea21e
b
12 ·mc

1 = −(−1)|b||c|ea21m
c
1 · eb12 = (−1)|b||c|ea21m

c
1 · eb12.

Äàëåå,

ea22e
b
22 ·mc

1 = ea21e
b
12 ·mc

1 = (−1)|b||c|ea21m
c
1 · eb12 =

= (−1)|b||c|+|a||c|mc
1e

a
21 · eb12 = (−1)|b||c|+|a||c|mc

1e
a
21 · eb12 =

= (−1)|b||c|+|a||c|mca
2 e

b
12 = (−1)|b||c|+|a||c|mca

1 e
b
11 =

= (−1)|b||c|+|a||c|mc
1e

a
11 · eb11 = (−1)|b||c|ea22m

c
1 · eb11 =

= (−1)|b||c|ea22m
c
1 · eb22.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé ñëó÷àé: ea22e
b
21 · mc

1. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì
ïåðâîãî ñëó÷àÿ, èìååì eb21 ◦mc

1 = 0, òî åñòü

ea22e
b
21 ·mc

1 = (−1)|b||c|ea22m
c
1 · eb21.

Äàëåå,

ea21e
b
11 ·mc

1 = ea22e
b
21 ·mc

1 = (−1)|b||c|ea22m
c
1 · eb21 =

= (−1)|b||c|+|a||c|mc
1e

a
11 · eb21 = −(−1)|b||c|+|a||c|mc

1e
a
11 · eb21 =

= −(−1)|b||c|+|a||c|mc
1e

a
21 · eb22 = (−1)|b||c|ea21m

c
1 · eb22 =

= (−1)|b||c|ea21m
c
1 · eb22 = (−1)|b||c|ea21m

c
1 · eb11.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 3. Åñëè x, z ∈ Bc, y ∈ Ba, òî xy · z = (−1)|y|·|z|xz · y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ma
1e

b
21 ·mc

1. Â ëåììå 2 áûëî äîêà-
çàíî, ÷òî eb21 ◦mc

1 = 0. Çíà÷èò, ïî ïðàâîé àëüòåðíàòèâíîñòè èìååì

ma
1e

b
21 ·mc

1 = −(−1)|b||c|ma
1m

c
1 · eb21 = (−1)|b||c|ma

1m
c
1 · eb21.

Äàëåå,

ma
2e

b
22 ·mc

1 = ma
1e

b
21 ·mc

1 = (−1)|b||c|ma
1m

c
1 · eb21 =

= −(−1)|b||c|ma
1m

c
1 · eb21 = (−1)|b||c|ma

2m
c
1 · eb21 =

= (−1)|b||c|eac12e
b
21 = (−1)|b||c|eac11e

b
11 = (−1)|b||c|ma

1m
c
1 · eb22 =

= (−1)|b||c|ma
2m

c
1 · eb22.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé:

ma
2e

b
12 ·mc

1 = −(−1)|b||c|ma
2m

c
1 · eb12 = (−1)|b||c|ma

2m
c
1 · eb12.

Äàëåå,

ma
1e

b
11 ·mc

1 = ma
2e

b
12 ·mc

1 = −(−1)|b||c|ma
2m

c
1 · eb12 =

= −(−1)|b||c|eac11e
b
12 = −(−1)|b||c|eac12e

b
22 =

= (−1)|b||c|ma
1m

c
1 · eb22 = (−1)|b||c|ma

1m
c
1 · eb11.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 4. Äëÿ âñÿêèõ ýëåìåíòîâ x ∈ Ba, y, z ∈ Bc èìåþòñÿ òàêèå ýëåìåíòû
x̃ ∼ x, ỹ ∼ y è z̃ ∼ z, ÷òî x · yz = ỹz̃ · x̃.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

ea12 ·mb
1m

c
2 = −ea12 ·mb

2m
c
2 = −ea12ebc22.

Òàê êàê
ea12 ·mc

2m
b
1 = ea12 ·mc

1m
b
1 = ea12e

cb
11 = 0,

òî

ea12 ·mb
1m

c
2 = ea12(mb

1 ◦mc
2) = ea12m

b
1 ·mc

2 + (−1)|b||c|ea12m
c
2 ·mb

1 =

= (−1)|b||c|ea12m
c
2 ·mb

1 =Ë. 1 (−1)|a||c|+|b||c|mc
2e

a
12 ·mb

1 =Ë. 3

= (−1)|a||b|+|a||c|+|b||c|mc
2m

b
1 · ea12 =Ë. 1 −(−1)|a||b|+|a||c|mb

2m
c
1 · ea12.

×òî è òðåáîâàëîñü â ýòîì ñëó÷àå.
Äàëåå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

−ea12ebc22 = −(−1)|a||b|+|a||c|mb
2m

c
1 · ea12 =

= −(−1)|a||b|+|a||c|mb
1m

c
1 · ea12 = −(−1)|a||b|+|a||c|ebc11e

a
12.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 1 â) çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ H âûïîëíåíî

aabbc = (−1)|a||b|+|a||c|abcba,

åñëè b è c�ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ci.
Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ëåãêî ñëåäóþò îñòàëüíûå ñëó÷àè. Íàïðèìåð,

ea11 ·mb
2m

c
1 = ea11e

bc
11 = (−1)|a||b|+|a||c|ebc11e

a
11 = (−1)|a||b|+|a||c|mb

2m
c
1 · ea11.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè S = H, òî èäåàë B íèëüïîòåíòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì w�ïðîèçâåäåíèå 2N îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ èäå-
àëà B. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, òî
èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

w = w1Tw2
Tw3
· · ·TwN

,

ãäå wi � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû èç B, Ta ∈ {Ra, La}, Ra è La � îïåðàòîðû ïðà-
âîãî è ëåâîãî óìíîæåíèÿ: xRa = xa, xLa = ax.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî w1 ∈ Bc. Â ñàìîì äåëå, åñëè wi ∈ Ba ïðè i = 1, ρ′,
ãäå ρ′ = 2ρ2 − 2ρ + 1, ρ�èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè ðàäèêàëà R, òî w = 0.
Ïîýòîìó, åñëè w 6= 0, òî íàéäåòñÿ wj ∈ Bc ïðè j ≤ ρ′. Ïóñòü j �ìèíèìàëüíûé
èíäåêñ ñ òàêèì ñâîéñòâîì, òîãäà â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè Ba ïîñëå íåêîòîðîé
ïåðåíóìåðàöèè èíäåêñîâ i = 1, j − 1 èìååì

w = w1Rw2 · · ·Rwj−1Twj · · ·TwN
.

Åñëè Twj
= Lwj

, òî ïî ëåììå 1 à)

w = w̃1Rw̃2
· · ·Rw̃j−1

Rwj
· · ·TwN

äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ w̃i ∼ wi òîãî æå òèïà, è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Twj =
Rwj .

Åñëè Twj
= Rwj

, òî, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ëåììó 2, ïîëó÷àåì, ÷òî

w = (−1)(|w2|+|w3|+···+|wj−1|)|wj |w1Rwj
Rw2
· · ·Rwj−1

Twj+1
· · ·TwN

.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 à), ïîëó÷èì, ÷òî

w = (−1)(|w1|+|w2|+···+|wj−1|)|wj |wjRw1
· · ·Rwj−1

Twj+1
· · ·TwN

.
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Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

w = w1Rw2
· · ·Rwl−1

Lwl
Twl+1

· · ·TwN
,

ãäå w1 ∈ Bc. Çàìåòèì, ÷òî ïî ëåììàì 1 à), 2 è 3 ýëåìåíòû wi ïðè i = 1, l − 1 â
ýòîé öåïî÷êå ïåðåñòàíîâî÷íû ñ çàìåíîé íà îäíîòèïíûå ýëåìåíòû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè çàìåíå ýëåìåíòîâ wi (i = 1, l) íà îäíîòèïíûå îïåðàòîð
Lwl

ìîæåò áûòü çàìåíåí íà Rwl
. Åñëè wl ∈ Bc, òî ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 1 à),

á). Åñëè æå wl ∈ Ba, òî èç ëåììû 4.
Òàêèì îáðàçîì, äâèãàÿñü ïî öåïî÷êå ñëåâà íàïðàâî, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî

ïðåîáðàçîâàòü âñå îïåðàòîðû ëåâîãî óìíîæåíèÿ â îïåðàòîðû ïðàâîãî è ïîëó-
÷èòü öåïî÷êó w = w1Rw2

· · ·RwN
. Ïðè÷åì, ïî ëåììàì 1 à), 2 è 3 âñå ýëåìåíòû

wi â öåïî÷êå ïåðåñòàíîâî÷íû ñ çàìåíîé íà ýëåìåíòû òîãî æå òèïà. Ïîýòîìó,
åñëè ñðåäè wi ýëåìåíòîâ èç Ba ìíîãî (áîëüøå ρ′), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè
ñòîÿò ïåðâûìè, à òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0. Åñëè æå èõ ìàëî, òî ìíîãî
(ò.å. áîëüøå, ÷åì 2ρ′) ýëåìåíòîâ èç Bc. Òîãäà, óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
èç Bc íà 2, óâåëè÷èâàåì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ èç Ba íà 1 ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïåðåñòàâëÿåì wi òàê, ÷òîáû w1, w2 ∈ Bc. Ïî ëåììå 1 á) ïðîèçâåäåíèå
w1Rw2

= w1w2 ∈ Ba. Ââîäèì çàìåíó

w1w2 7→ w1, w3 7→ w2, . . . , wN 7→ wN−1.

Ïðèìåíÿÿ ýòó îïåðàöèþ íåñêîëüêî ðàç, ìû óâåëè÷èì êîëè÷åñòâî wi ∈ Ba äî
ρ′ è ïîëó÷èì, ÷òî w = 0. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ýòèì ïðåäëîæåíèåì çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ñóùåñòâîâàíèå ñóïåðàëãåáð

B ñ ìàêñèìàëüíûì íèëüïîòåíòíûì îòùåïëÿåìûì èäåàëîì B. Ïóñòü B = A⊕
M � ñóïåðàëãåáðà ñ ÷åòíîé ÷àñòüþ A = [H]1 ⊕ [H]2 è íå÷åòíîé M = [C2]3 ⊕
[C2]4; õàðàêòåðèñòèêà B ðàâíà 3. Íåíóëåâîå óìíîæåíèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ â
B çàäàäèì ïî ïðàâèëàì, îïèñàííûì â ëåììå 1:

[eij ]1[ejk]n = [eij ]n[ejk]1 = [eik]n (n ∈ {1, 2}),
[ēij ]1[mj ]n = [mj ]n[eij ]1 = [mi]n (n ∈ {3, 4}),
[mi]3[mj ]3 = [mimj ]1,
[mj ]3[eij ]2 = [ēij ]3[mj ]2 = [mi]4,
[mi]3[mj ]4 = [mi]4[mj ]3 = [mimj ]2.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêàÿ ñóïåðàëãåáðà B ÿâëÿåòñÿ óíèòàëüíîé ïðàâî-
àëüòåðíàòèâíîé ñóïåðàëãåáðîé åìêîñòè 1. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ S = [H]1,
R = [H]2, B̌ = S4|2 = [H]1 + [C2]3, B = [H]2 ⊕ [C2]4. Çàìåòèì, ÷òî èäåàë B
íèëüïîòåíòåí èíäåêñà 2, à ñàìà ñóïåðàëãåáðà B � àëüòåðíàòèâíà.

Òî÷íî òàêæå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû äëÿ äðóãèõ ïðî-
ñòûõ êîìïîíåíò B̌ è íèëüïîëüòåíîãî èäåàëà B èíäåêñà 2. Âñå ïîñòðîåííûå
ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè ñóïåðàëãåáðàìè. Íàì íå èçâåñòíî ñóùå-
ñòâóåò ëè ïðèìåð íå àëüòåðíàòèâíîé ñóïåðàëãåáðû ñ ñèëüíî àëüòåðíàòèâíîé
÷åòíîé ÷àñòüþ åìêîñòè 1.
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