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Abstract. A mixed variational formulation based on a discontinuous
Galerkin method for solving the Darcy problem with a tensor permeability
coe�cient is considered. Two special hierarchical basis systems in Hdiv

space for velocity and in H1 space for pressure are constructed. The
in�uence of these basis on the properties of the matrix of the discrete
analogue is investigated.
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1. Ââåäåíèå

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ôèëüòðàöèè ôëþèäà â ãåòå-
ðîãåííîé íåîäíîðîäíîé ãåîëîãè÷åñêîé ñðåäå ñ âêëþ÷åíèÿìè èñïîëüçóåòñÿ ìî-
äåëü Äàðñè, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî ïîçâîëÿåò îïèñàòü äâèæåíèå æèäêîñòè
â ïîðèñòîé ñðåäå ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ [1, 2]. Ñïåêòð ïðèëîæåíèé çàäà÷ òåî-
ðèè ôèëüòðàöèè âåñüìà îáøèðåí è âêëþ÷àåò â ñåáÿ îäíó èç îñíîâîïîëàãàþùèõ
îòðàñëåé ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè � íåôòåãàçîäîáûâàþùèé ñåêòîð. Ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ èíòåíñèôèêàöèåé (ãèäðàâëè÷åñêèé ðàçðûâ
ïëàñòà ãîðíîé ïîðîäû) è ðàçðàáîòêîé ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ, âîçíèêà-
åò êëàññ çàäà÷, êîòîðûå íå ïðåäóñìàòðèâàþò îïðåäåëåíèÿ ÿâíîãî ïîâåäåíèÿ
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äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ, îäíàêî çàäàþò ïîâåäåíèå íîð-
ìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ òàêîãî ðîäà ïðèêëàä-
íûõ ïðîáëåì îáóñëàâëèâàåò èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ñìåøàííûõ
âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê.

Òåðìèí �ñìåøàííûé ìåòîä� ïîÿâèëñÿ â 1960-õ ãîäàõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷
òåîðèè óïðóãîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûìè ìåòîäàìè, â êîòîðûõ îäíîâðåìåííî
àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïîëÿ ñìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ïðÿìûõ ïî-
ñòàíîâîê, èñïîëüçîâàíèå ñìåøàííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðñè ïîç-
âîëÿåò ñðàçó îïðåäåëèòü êàê äàâëåíèå, òàê è ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ôëþèäà, ïðè
ýòîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê êðèòè÷åñêîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíà-
ëà â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïðîñòðàíñòâå äîïóñòèìûõ ïðîáíûõ ôóíêöèé, êîòîðîå
ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ñëîæíîñòü ìåòîäà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèîíàëà � ñåäëîâàÿ òî÷êà [3, 4, 5], ò.å.
ðåøåíèå çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà â îáùåì ñëó÷àå íå
åäèíñòâåííî è äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé êîððåêòíîñòè òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íàÿ èíôîðìàöèÿ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ïîäõîä � ââåäåíèå ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà èëè îïðåäåëåíèå êîíå÷íîýëåìåíòíîãî áàçèñà èç ïðîñòðàíñòâà Hdiv,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëàäûæåíñêîé-Áàáóøêà-Áðåööè [26, 27]. Òà-
êîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôèçèêå ìîäåëèðóåìûõ
ïðîöåññîâ [6, 7, 8].

Â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ âñ¼ ÷àùå ïðèìåíÿåòñÿ ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàë¼ðêèíà (DG-ìåòîä). Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ
íà êàæäîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå è îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ íà ìåæýëåìåíòíûõ ãðà-
íèöàõ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñëåäà ôóíêöèé � ¾÷èñëåííûõ ïî-
òîêîâ¿. Ïîòîêè ââîäÿòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê
ôèçè÷åñêè ðåëåâàíòíîìó ðåøåíèþ áåç îñöèëëÿöèé âáëèçè ðàçðûâîâ. Â çàâèñè-
ìîñòè îò âèäà ïîòîêîâ ìîæíî ïîëó÷èòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ñ ðàçëè÷íûìè
ñâîéñòâàìè [9].

Ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàë¼ðêèíà èìååò ïðåèìóùåñòâà ïåðåä ñòàíäàðòíûì ìåòî-
äîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â ñëîæíî ïîñòðîåííûõ ãåîëîãè-
÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì DG-ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ãèáêîå ïðèìå-
íåíèå p, h, p-h ñòðàòåãèé, òî åñòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íåñîãëàñîâàí-
íûõ ñåòîê, à òàêæå íåçàâèñèìûé âûáîð ïîðÿäêà ïîëèíîìèàëüíûõ áàçèñîâ íà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ. Îäíàêî, ïîäîáíûå ïðåèìóùåñòâà ñîïðîâîæäàþòñÿ íåäî-
ñòàòêàìè, ê êîòîðûì ñëåäóåò îòíåñòè âû÷èñëèòåëüíûå è âðåìåííûå çàòðàòû
ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè, òàê êàê äëÿ DG-ìåòîäà êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû çíà÷èòåëü-
íî áîëüøå, ÷åì äëÿ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà. Ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå
ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè äèñêðåòíîãî àíàëîãà (óõóäøåíèå îáóñëîâëåííîñòè
è èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ìàòðèöû ÑËÀÓ), ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû ðàçðàáîòêîé
ñïåöèàëüíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ðåøàòåëåé è âûáîðîì èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà.

Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ íåêîíôîðìíûõ ñìåøàííûõ âà-
ðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê äëÿ çàäà÷è Äàðñè ñ òåíçîðíûì êîýôôèöèåíòîì ïðîíè-
öàåìîñòè â ãåòåðîãåííûõ ñðåäàõ - âû÷èñëèòåëüíàÿ íåóñòîé÷èâñòü. Ïîâûøåíèå
óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñõåì äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷¼ò äîïîëíèòåëüíîé ñòàáèëèçàöèè âà-
ðèàöèîííîé ïîñòàíîâêè, âûáîðà ñïåöèàëüíîãî áàçèñà èëè ñïåöèàëüíîãî ðåøà-
òåëÿ. Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûé èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ,



ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÀÇÈÑ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ Hdiv 1743

ïîâûøàþùèé óñòîé÷èâîñòü äèñêðåòíîãî àíàëîãà âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêè áåç
èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñòàáèëèçàòîðîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ñëîæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ïðèíè-
ìàòü â ðàññìîòðåíèå òðè ýòàïà ìîäåëèðîâàíèÿ è ó÷èòûâàòü ñîãëàñîâàííîñòü
ýòèõ ýòàïîâ ìåæäó ñîáîé:

• âûáîð ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîñòðîåíèå âàðèàöèîííîé ïîñòà-
íîâêè;
• êîíñòðóèðîâàíèå áàçèñíûõ ñèñòåì â ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ, âûáîð ìåòîäà äèñêðåòèçàöèè, à òàêæå îïðåäåëåíèå
ñòðóêòóðû ìàòðèöû ÑËÀÓ;
• ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî ðåøàòåëÿ ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùèõ ýòàïîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïîäðîáíî àíàëèçèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñïåöè-
àëüíîãî èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Äàðñè DG-ìåòîäîì â ñìå-
øàííîé ïîñòàíîâêå íà êëàññå ìîäåëüíûõ çàäà÷, èìåþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü ïóáëèêàöèé ïîñâÿùåíà ïî-
ñòðîåíèþ ñïåöèàëüíûõ âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê íà áàçå ìíîãîìàñøòàáíûõ
êîíôîðìíûõ è íåêîíôîðìíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìåòîäîâ. Ïðàêòè÷åñêè âñå
ïóáëèêàöèè ïî äàííîé ïðîáëåìå ñ 90-õ ãîäîâ è äî 2020 ãîäà ïîñâÿùåíû àïðè-
îðíûì îöåíêàì ïîãðåøíîñòè äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ, ðàññìàòðèâàåìûå áàçèñû �
Raviart-Thomas-ýëåìåíòû ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Íè â îäíîé èç ðàáîò íå èñïîëü-
çóåòñÿ èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ è íå ðåàëèçóåòñÿ ïîäðîáíûé àíàëèç ñâîéñòâ ìàòðè-
öû ÑËÀÓ. Â ðàáîòå [10] äëÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû ïðèìåíÿþò
ýëåìåíòû Raviart-Thomas ïîðÿäêà k äëÿ ñêîðîñòè, êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå
ôóíêöèè ñòåïåíè k äëÿ äàâëåíèÿ è íåïðåðûâíûå êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå
ôóíêöèè ñòåïåíè k + 1 äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Àâòîðû
ðàáîòû [11] ñòàâÿò öåëüþ ðàçðàáîòêó òàêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû, êîòîðàÿ áû
ïîçâîëèëà äëÿ ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷àòü ðåøåíèå ñî âòîðûì ïî-
ðÿäêîì òî÷íîñòè. Ïðåäëàãàåòñÿ îáîãàùåíèå (enrichment), ïîëó÷àåìîå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñâÿçè ìåæäó îñíîâíîé ïåðåìåííîé è ïåðåìåííîé ïîòîêà, êîòîðàÿ ÿâíî
äîñòóïíà â óçëàõ â ñìåøàííîé ôîðìóëèðîâêå. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû
äâà ïîäõîäà: íåñèììåòðè÷íîå îáîãàùåíèå è ñèììåòðè÷íîå îáîãàùåíèå, êîòîðîå
ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ïîëíûé àíàëèç îøèáîê â êëàññè÷åñêîì êîíòåêñòå êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ. Â ðàáîòå [12] ïðîâîäèòñÿ àíàëèç àïðèîðíûõ îöåíîê ñòàáèëèçè-
ðîâàííîãî ñìåøàííîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è Äàðñè. Ñòàáè-
ëèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ â âàðèàöèîííóþ
ïîñòàíîâêó îñîáûõ ñëàãàåìûõ øòðàôà, âîçíèêàþùèõ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ìàññû. Â ðàáîòå [13] ðàññìàòðèâàåòñÿ âñòðîåííûé ãèáðèäèçèðîâàííûé ðàçðûâ-
íûé ìåòîä Ãàë¼ðêèíà (embedded-hybridized discontinuous Galerkin (EDG-HDG)
method) äëÿ çàäà÷è Ñòîêñà-Äàðñè. Àâòîðû óòâåðæäàþò, ÷òî â äàííîì ïîäõîäå
òî÷å÷íî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ÷òî ïðèâîäèò ê äèâåðãåíòíî-
êîíôîðìíîìó ïîëþ ñêîðîñòåé âî âñåé îáëàñòè. Â ðàáîòå [14] ðàññìàòðèâàåòñÿ
àäàïòèâíûé ñìåøàííûé îáîáù¼ííûé ìíîãîìàñøòàáíûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ (Generilized Multiscale Finite Element Method (GMsFEM)) äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Äàðñè â ãåòåðîãåííîé ñðåäå. Ïðåäëàãàåòñÿ ñòðàòåãèÿ àïîñòåðèîðíûõ
îöåíîê: â êàæäîé ãðóáîé îêðåñòíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè ââîäèòñÿ èí-
äèêàòîð ëîêàëüíîé îøèáêè êàê ïðîèçâåäåíèå íîðì íåâÿçêè ïðÿìîãî è äóàëü-
íîãî âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé. Â [15] èññëåäóåòñÿ ñòðàòåãèÿ óòî÷íåíèÿ ðåøå-
íèÿ, îñíîâàííàÿ íà îöåíêàõ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè,
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äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé îäíîôàçíîé æèäêî-
ñòè â ïîðèñòîé ñðåäå. Àâòîðàìè ââîäÿòñÿ àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè
äëÿ ðàñøèðåííîãî ñìåøàííîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (Enhanced Velocity
Mixed Finite Element Method). Â äàííîé ðàáîòå ñðàâíèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîä-
õîäû (ÿâíûå è íåÿâíûå) ê îöåíèâàíèþ îøèáêè âû÷èñëåíèé è íà îñíîâå ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äåìîíñòðèðóþòñÿ ïðåèìóùåñòâà íåêîòîðûõ ïîäõîäîâ.
Â ðàáîòå [16] ðàçðàáàòûâàåòñÿ âàðèàöèîííûé ìíîãîìàñøòàáíûé èíòåðïîëÿöè-
îííûé ñåòî÷íî-ñâîáîäíûé ìåòîä Ãàë¼ðêèíà (Variational Multiscale Interpolating
Element-free Galerkin (VMIEFG) method), îñíîâàííûé íà âàðèàöèîííîé ìíî-
ãîìàñøòàáíîé ôîðìóëèðîâêå T.J.R. Hughes, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðñè. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé ôîðìû èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ. Àâòîðû óòâåðæäàþò, ÷òî â ìåòîäå VMIEFG ñíèìàþòñÿ îãðàíè÷å-
íèÿ, íàêëàäûâàåìûå óñëîâèåì Áàáóøêà-Áðåööè (Babuska-Brezzi). Òàêèì îáðà-
çîì, âîçìîæåí âûáîð îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà áàçèñà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñêîðîñòè
è äàâëåíèÿ. Â ðàáîòå [17] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñ-
êðåòèçàöèÿ îáîáù¼ííîé ìîäåëè Äàðñè-Ôîðõãåéìåðà íà êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ è
êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ýëåìåíòàõ. Àâòîðàìè ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ
ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Lm è Lm/m+1 äëÿ ëþáîãî m ∈ (1, 2]. Â
ðàáîòå [18] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìîäèôèêàöèè âàðèàöèîííîé ôîðìó-
ëèðîâêè ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ñ âíóòðåííèì øòðàôîì äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Ñòîêñà. Â ðàáîòå [19] ïðåäñòàâëåí ìåòîä íåñîãëàñîâàííûõ êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ (un�tted �nite element method) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðñè â ðàñ÷¼òíîé
îáëàñòè, ïðåäñòàâëåííîé ñåòüþ òðåùèí â ïîðèñòîé ìàòðèöå. Ñèñòåìà òðåùèí
ðàñïîëàãàåòñÿ â îáëàñòè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ïðè ýòîì ãðàíèöû òðåùèí íå
îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò ñ ãðàíèöàìè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîäõîä ê ðåøåíèþ
îñíîâàí íà ìîäèôèêàöèè ñòàáèëèçèðîâàííîé ôîðìóëèðîâêè Hughes�Masud,
âûïîëíåííîé ïóò¼ì âêëþ÷åíèÿ â ôîðìóëèðîâêó ñëàãàåìûõ øòðàôà. Àâòîðà-
ìè îöåíèâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïðè ïîìîùè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ,
ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñõîäèìîñòè. Â ðàáîòå [20] ðàññìàòðèâàþòñÿ âàðèàöèîííûå
ôîðìóëèðîâêè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòîêñà, çà-
äà÷è Ñòîêñà-Äàðñè è çàäà÷è Áðèíêìàíà, ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ðàçðûâíàÿ,
H1-êîíôîðìíàÿ è Hdiv-êîíôîðìíàÿ àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñêîðîñòè.

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîãî èåðàðõè÷å-
ñêîãî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Hdiv è âëèÿíèå äàííîãî áàçèñà íà ñâîéñòâà ìàò-
ðèöû äèñêðåòíîãî àíàëîãà.

2. Ñìåøàííàÿ âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà íà áàçå ðàçðûâíîãî

ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ n-ìåðíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω = ΓD, ìîäåëü
Äàðñè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè u è äàâëåíèÿ p:

(1)

 u = −K∇p in Ω
∇ · u = f in Ω
u · n = g on ∂Ω

ãäå K � ñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé òåíçîð.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà L2(Ω) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (v, w)L2(Ω) =∫

Ω

vwdΩ è íîðìîé ‖v‖L2(Ω) = (v, v)
1/2
L2(Ω) è ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñêàëÿðíûõ
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è âåêòîðíûõ ôóíêöèé:

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω), ∂v/∂xi ∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ n}

Hdiv(Ω) = {v ∈ (L2(Ω))n,∇ · v ∈ L2(Ω)}
Ñìåøàííàÿ ôîðìóëèðîâêà äëÿ çàäà÷è Äàðñè (1) èìååò âèä [22]: íàéòè (u, p) ∈

Hdiv(Ω)× L2(Ω) òàêèå, ÷òî:

(2)

{
(K−1u,v)L2(Ω) − (p,∇ · v)L2(Ω) = 0 ∀v ∈ Hdiv(Ω)
(∇ · u, q)L2(Ω) = (f, q)L2(Ω) ∀q ∈ L2(Ω)

Ïóñòü Ξh = {T} � ðàçáèåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû T .
Òîãäà Γ =

⋃
T

∂T � ìíîæåñòâî ãðàíèö ýëåìåíòîâ T , Γ0 = Γ\∂Ω. Ââåä¼ì êîíå÷íî-

ýëåìåíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(3) Qh = {q ∈ L2(Ω) : q |T∈ Pl(T ) ∀T ∈ Ξh}

(4) Vh = {v ∈ (L2(Ω))n : v |T∈ (Pl(T ))n ∀T ∈ Ξh}

ãäå Pl(T ) � ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè l ≥ 1, îïðåäåëåííîå íà ýëåìåíòå
T .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [8], ñìåøàííàÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà ðàçðûâíîãî ìå-
òîäà Ãàë¼ðêèíà èìååò âèä:

(5)



∫
Ω

K−1u · vdΩ−
∫
Ω

p∇ · vdΩ +
∫
Γ0

[p]{v}dS +
∫

ΓD

(pn) · vdS−

−θ
∫
Ω

(K−1u +∇p) · vdΩ = 0

−
∫
Ω

∇ · uqdΩ +
∫
Γ0

{u}[q]dS +
∫

ΓD

u · (qn)dS + δθ
∫
Ω

(u +K∇p) · ∇qdΩ =

=
∫
Ω

fqdΩ−
∫

ΓD

gqdS

ãäå θ � ïàðàìåòð ñòàáèëèçàöèè, δ = ±1, [·] � îïåðàòîð ñêà÷êà, {·} � îïåðàòîð
ñðåäíåãî.

3. Áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ Hdiv è H1

Ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (3) � (4) íåîáõîäèìî âû-
ïîëíÿòü ñ ó÷åòîì òåîðåì âëîæåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà [31]. Äèàãðàììà DeRham'à
äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ R2:

H1 ∇×−−→ Hdiv ∇·−→ L2

∪ ∪ ∪
Qh

∇×−−→ Vh
∇·−→ Sh

Ðàññìîòðèì îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ èåðàðõè÷åñêîãî êîíôîðìíîãî áàçè-
ñà â ïðîñòðàíñòâå Hdiv. Êîíôîðìíîñòü ïîäðàçóìåâàåò âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ
íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò áàçèñíûõ ôóíêöèé íà ìåæýëåìåíòíûõ
ãðàíèöàõ.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé ýëåìåíò, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 1,

T div
quad =

(
Tquad, Vquad,Σ

div
quad

)
,

ãäå Tquad � ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü âèäà:

Tquad = {ξ ∈ R2; −1 < ξ1, ξ2 < 1}
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Ðèñ. 1. Ïðÿìîóãîëüíûé ìàñòåð-ýëåìåíò

Êîíå÷íûé ýëåìåíò T div
quad áóäåò îñíàùåí ïîëèíîìèàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì:

Vquad = {v ∈ Qpb,1+1,pb,2 ×Qpb,1,pb,2+1, v · n |ej∈ Ppej (ej), j = 1, 4}

ãäå pb,1, pb,2, � ñòåïåíè ïîëèíîìîâ äëÿ bubble-ôóíêöèé, pej � ñòåïåíè ïîëèíî-
ìîâ äëÿ edge-ôóíêöèé. Ìíîæåñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû Σdiv

quad îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ âûáîðîì áàçèñà â Vquad.

Áàçèñíûå ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ êàê ðåçóëüòàò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îðòî-
ãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ, çàäàííûõ íà äàííîì íîñèòåëå, ñàìî ïðîñòðàíñòâî ïðè
ýòîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ: ïîäïðîñòðàí-
ñòâà äèâåðãåíòíî ñâîáîäíûõ ôóíêöèé è ïîäïðîñòðàíñòâà íåäèâåðãåíòíî ñâî-
áîäíûõ ôóíêöèé [23].

Ðàññìîòðèì èåðàðõè÷åñêèé êîíôîðìíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Hdiv, ïîñòðî-
åííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðèðîâàííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà [24]:

(6) ln (x) =

x∫
−1

Ln−1(ξ)dξ, x ∈ [−1, 1], n ≥ 2

ïðè ýòîì ln(−1) = ln(1) = 0. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Ln (x) îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå:

(7)
L0(x) = 1,
L1(x) = x,

Ln+1(x) = 2n+1
n+1 xLn(x)− n

n+1Ln−1(x), n ≥ 1

Ââåäåì áèëèíåéíûå ôóíêöèè λi, ðàâíûå åäèíèöå â âåðøèíå i è íóëþ â
îñòàëüíûõ âåðøèíàõ, è ëèíåéíûå ôóíêöèè σi [24]:

λ1 = (1− x)(1− y), σ1 = (1− x) + (1− y),
λ2 = x(1− y), σ2 = x+ (1− y),
λ3 = xy, σ3 = x+ y,
λ4 = (1− x)y σ4 = (1− x) + y

Â êà÷åñòâå edge-ôóíêöèé íèçêîãî ïîðÿäêà âûáåðåì ôóíêöèè äëÿ Raviart-
Thomas êîíå÷íîãî ýëåìåíòà [25], ïðè ýòîì íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà áóäåò ðàâíà
åäèíèöå íà ðåáðå, ñ êîòîðûì àññîöèèðîâàíà, è íóëþ íà âñåõ îñòàëüíûõ ðåáðàõ.

(8) ψRT0
e1 =

1

2
rot(σ4 − σ1)(λ4 + λ1),
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(9) ψRT0
e2 =

1

2
rot(σ3 − σ2)(λ3 + λ2),

(10) ψRT0
e3 =

1

2
rot(σ2 − σ1)(λ2 + λ1),

(11) ψRT0
e4 =

1

2
rot(σ3 − σ4)(λ3 + λ4),

ãäå rot(q) = ( ∂q
∂y , −

∂q
∂x ).

Edge-ôóíêöèè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ñâÿçàíû ñ èíòåãðèðîâàííûìè ïîëèíîìà-
ìè Ëåæàíäðà è ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñëåä íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû
íå ðàâåí íóëþ òîëüêî íà òîì ðåáðå, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ:

(12) ψk
e1 = rot(lk+2(σ4 − σ1)(λ4 + λ1)),

(13) ψk
e2 = rot(lk+2(σ3 − σ2)(λ3 + λ2)),

(14) ψk
e3 = rot(lk+2(σ2 − σ1)(λ2 + λ1)),

(15) ψk
e4 = rot(lk+2(σ3 − σ4)(λ3 + λ4)),

ãäå 0 ≤ k ≤ pei − 1, i = 1, 4 � ïîðÿäîê áàçèñíîé ôóíêöèè. Íà ðèñóíêå 2
ïðåäñòàâëåíû edge-ôóíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ðèñ. 2. Edge-ôóíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, ñâÿçàííûå ñ èíòåãðè-
ðîâàííûìè ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà

Bubble-ôóíêöèè òàêæå ñâÿçàíû ñ èíòåãðèðîâàííûìè ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà
è ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñëåäû íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ðàâíû íóëþ íà
âñåõ ðåáðàõ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà:

(16)
ψb1
k1,k2

= rot(lk1+2(2x− 1)lk2+2(2y − 1)) =

= 2(l
′

k1+2(2x− 1)lk2+2(2y − 1)τ2 − lk1+2(2x− 1)l
′

k2+2(2y − 1)τ1),

(17) ψb2
k1,k2

= l
′

k1+2(2x− 1)lk2+2(2y − 1)τ2 + lk1+2(2x− 1)l
′

k2+2(2y − 1)τ1,

(18) ψb3
k1

= lk1+2(2y − 1)τ2,

(19) ψb3
k1+pb3

= lk1+2(2y − 1)τ1,

ãäå 0 ≤ k1, k2 ≤ pbi−1, i = 1, 3, à τ1 = (1, 0) è τ2 = (0, 1) � âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ.
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Ðèñ. 3. Bubble-ôóíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, ñâÿçàííûå ñ èíòå-
ãðèðîâàííûìè ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà

Âûïîëíèì ïîñòðîåíèå èåðàðõè÷åñêîé áàçèñíîé ñèñòåìû äëÿ äàâëåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå H1 [23]. Ðàññìîòðèì èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 1 ìàñòåð-ýëåìåíò

T 1
quad =

(
Tquad,Wquad,Σ

1
quad

)
,

êîòîðûé îñíàùåí ïîëèíîìèàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì:

Wquad = {w ∈ Qpb,1,pb,2 ; w |ej∈ Ppej (ej), j = 1, 4}

ãäå Qp,q = span{ξi1ξ
j
2 (ξ1, ξ2) ∈ Tquad, i = 0, p, j = 0, q)}. Ìíîæåñòâî ñòåïåíåé

ñâîáîäû Σ1
quad îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì áàçèñà â Wquad.

Èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ ïîëèíîìèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Wquad îïðåäåëÿåòñÿ
íàáîðîì èç vertex-, edge- è bubble-ôóíêöèé. Vertex-ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå â
âåðøèíå ïðÿìîóãîëüíèêà Tquad, ñ êîòîðîé ôóíêöèÿ àññîöèèðîâàíà, è íóëþ âî
âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèíàõ.

(20) ϕv1
quad (ξ1, ξ2) = l0(ξ1)l0(ξ2)

(21) ϕv2
quad (ξ1, ξ2) = l1(ξ1)l0(ξ2)

(22) ϕv3
quad (ξ1, ξ2) = l1(ξ1)l1(ξ2)

(23) ϕv4
quad (ξ1, ξ2) = l0(ξ1)l1(ξ2)

ãäå l0(x) = 1−x
2 , l1(x) = x+1

2 .

Ðèñ. 4. Vertex-ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà H1

Edge-ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñëåä ôóíêöèè íà ðåáðå, ñ êîòî-
ðûì îíà àññîöèèðîâàíà, ñâÿçàí ñ ôóíêöèåé Ëîáàòòî è ðàâåí íóëþ íà îñòàëüíûõ
ðåáðàõ.

(24) ϕe1
k,quad (ξ1, ξ2) = l0(ξ1)lk(ξ2), 2 ≤ k ≤ pe1

(25) ϕe2
k,quad (ξ1, ξ2) = l1(ξ1)lk(ξ2), 2 ≤ k ≤ pe2

(26) ϕe3
k,quad (ξ1, ξ2) = lk(ξ1)l0(ξ2), 2 ≤ k ≤ pe3



ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÀÇÈÑ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ Hdiv 1749

(27) ϕe4
k,quad (ξ1, ξ2) = lk(ξ1)l1(ξ2), 2 ≤ k ≤ pe4

Ôóíêöèè Ëîáàòòî èìåþò âèä:

lk (x) =
1

‖Lk−1‖

x∫
−1

Lk−1(ξ)dξ, k ≥ 2

ãäå ‖Lk−1‖ =
√

2/(2k − 1).

Ðèñ. 5. Edge-ôóíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà èç ïðîñòðàíñòâà H1

Bubble-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî å¼ çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ
íà ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà Tquad.

(28) ϕb
n1,n2,quad (ξ1, ξ2) = ln1

(ξ1)ln2
(ξ2), 2 ≤ n1 ≤ pb,1, 2 ≤ n2 ≤ pb,2

Ðèñ. 6. Bubble-ôóíêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà èç ïðîñòðàíñòâà H1

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñìåøàííûõ ìåòîäîâ êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñîâìåñòèìîñòè, ïîëó÷åííîìó Ëàäûæåíñêîé (1969),
Áàáóøêà (1970) è Áðåööè (1974). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êîíå÷-
íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ËÁÁ óñëîâèå [26, 27]:

(29) inf
p∈Qh

sup
v∈Vh

=
(∇ · v, p)L2(Ω)

‖p‖L2(Ω)‖v‖[H1(Ω)]3
≥ α > 0

ãäå α íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè.

4. Äèñêðåòíûé àíàëîã è ñòðóêòóðà ìàòðèöû ÑËÀÓ

Îïðåäåëèì èñêîìûå ñêîðîñòü è äàâëåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì
ôóíêöèÿì èç ïîäïðîñòðàíñòâ (3) � (4) ñîîòâåòñòâåííî:

(30) p =

Np∑
i=1

qpi ψ
p
i , ψ

p
i ∈ Qh

(31) u =

Nu∑
i=1

qui ψ
u
i , ψ

u
i ∈ Vh
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Ïîäñòàâèâ (30) � (31) â (5), ïîëó÷èì äèñêðåòíûé àíàëîã âàðèàöèîííîé ïîñòà-
íîâêè:
(32)

∫
Ω

K−1

(
Nu∑
j=1

quj ψ
u
j

)
· ψu

i dΩ−
∫
Ω

(
Nu+Np∑
j=Nu+1

qpjψ
p
j−Nu

)
∇ · ψu

i dΩ+

+
∫
Γ0

[(
Nu+Np∑
j=Nu+1

qpjψ
p
j−Nu

)]
{ψu

i }dS +
∫

ΓD

(
Nu+Np∑
j=Nu+1

qpjψ
p
j−Nu

)
n · ψu

i dS−

−θ
∫
Ω

K−1

(
Nu∑
j=1

quj ψ
u
j

)
· ψu

i dΩ− θ
∫
Ω

(
Nu+Np∑
j=Nu+1

qpj∇ψ
p
j−Nu

)
· ψu

i dΩ = 0, i = 1, Nu

−
∫
Ω

∇ ·

(
Nu∑
j=1

quj ψ
u
j

)
ψp
i dΩ +

∫
Γ0

{(
Nu∑
j=1

quj ψ
u
j

)}
[ψp

i ] dS+

+
∫

ΓD

(
Nu∑
j=1

quj ψ
u
j

)
· (ψp

i n)dS + δθ
∫
Ω

(
Nu∑
j=1

quj ψ
u
j

)
· ∇ψp

i dΩ+

+δθ
∫
Ω

K

(
Nu+Np∑
j=Nu+1

qpj∇ψ
p
j−Nu

)
· ∇ψp

i dΩ =
∫
Ω

(
Nu∑
j=1

fuj ψ
u
j +

Np∑
j=1

fpj ψ
p
j

)
ψp
i dΩ−

−
∫

ΓD

(
Nu∑
j=1

guj ψ
u
j +

Np∑
j=1

gpjψ
p
j

)
ψp
i dS,

i = Nu + 1, Nu +Np

Â èòîãå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

(33) Ãq̃ = f̃

ñ ìàòðèöåé, èìåþùåé áëî÷íóþ ñòðóêòóðó:

(34)

(
A B
C D

)(
qu

qp

)
=

(
0
f

)
ãäå ýëåìåíòû áëîêîâ ìàòðèöû è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì:

(35) aij =

∫
Ω

K−1ψu
j · ψu

i dΩ− θ
∫
Ω

K−1ψu
j · ψu

i dΩ

(36)

bij = −
∫
Ω

ψp
j∇ · ψu

i dΩ +
∫
Γ0

[
ψp
j

]
{ψu

i } dS +
∫

ΓD

(
ψp
jn
)
· ψu

i dS−

−θ
∫
Ω

∇ψp
j · ψu

i dΩ, i = 1, Nu, j = 1, Np

(37)

cij = −
∫
Ω

∇ · ψu
j ψ

p
i dΩ +

∫
Γ0

{
ψu
j

}
[ψp

i ] dS +
∫

ΓD

ψu
j · (ψ

p
i n) dS+

+δθ
∫
Ω

ψu
j · ∇ψ

p
i dΩ, i = 1, Np, j = 1, Nu

(38) dij = δθ

∫
Ω

K∇ψp
j · ∇ψ

p
i dΩ, i = 1, Np, j = 1, Np
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(39)

fi =
∫
Ω

(
Nu∑
i=1

fui ψ
u
i +

Np∑
i=1

fpi ψ
p
i

)
ψp
j dΩ−

−
∫

ΓD

(
Nu∑
i=1

gui ψ
u
i +

Np∑
i=1

gpi ψ
p
i

)
ψp
j dS, j = 1, Np

Ðåàëèçàöèÿ ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèé íóìåðàöèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ñòåïå-
íåé ñâîáîäû ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàòðèöó ÑËÀÓ îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû.
Ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû äèñêðåòíîãî àíàëîãà ðàçðûâíî-
ãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà, èñïîëüçóåì íóìåðàöèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò îïòèìèçèðî-
âàòü ñòðóêòóðó ìàòðèöû.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå äâóìåðíîé ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè. Êî-
íå÷íûå ýëåìåíòû ïðîíóìåðóåì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: ñíèçó-ââåðõ è ñëåâà-
íàïðàâî. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðîíóìåðóåì ñòåïåíè ñâîáîäû äëÿ ñêîðîñòè íà âñåõ
êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ, à çàòåì � äëÿ äàâëåíèÿ, ïðè ýòîì ñíà÷àëà ïðîèçâîäèò-
ñÿ íóìåðàöèÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû äëÿ ñêîðîñòè íà îäíîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå, è
òîëüêî ïîòîì ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ýëåìåíòó (äëÿ äàâëåíèÿ ñòðàòåãèÿ ïî-
âòîðÿåòñÿ).

Ïðè ïðèìåíåíèè òàêîé èäåîëîãèè áëîêè ìàòðèöû ÑËÀÓ èìåþò òàêæå áëî÷-
íóþ ñòðóêòóðó, ïðè÷¼ì ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì âíåäèàãîíàëüíûõ íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ. Íà ðèñóíêå 7 ïîêàçàí ïîðòðåò ìàòðèöû, ñôîðìèðîâàííîé íà
100 ïðÿìîóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì èåðàðõè÷åñêîãî áà-
çèñà äëÿ ñêîðîñòè (8) � (19) èç ïðîñòðàíñòâà Hdiv è áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ
äàâëåíèÿ (20) � (28) èç ïðîñòðàíñòâà H1. Íà ðèñóíêàõ 8�10 ïîêàçàíî ñòðîå-

Ðèñ. 7. Ïîðòðåò ìàòðèöû ÑËÀÓ

íèå âíóòðåííèõ áëîêîâ, ðàñïîëîæåííûõ â áëîêå A ãëîáàëüíîé ìàòðèöû ÑËÀÓ.
Ðàçìåð äàííûõ áëîêîâ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé, âêëþ÷àåìûõ
â èåðàðõè÷åñêóþ áàçèñíóþ ñèñòåìó äëÿ ñêîðîñòè èç ïðîñòðàíñòâà Hdiv.
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Ðèñ. 8. Ôðàãìåíò âåðõíåãî ëåâîãî áëîêà ïðè èñïîëüçîâàíèè
Edge-ôóíêöèé Raviart-Thomas (RT) è ôóíêöèé 0 ïîðÿäêà äëÿ
ñêîðîñòè (8 ôóíêöèé)

Ðèñ. 9. Ôðàãìåíò âåðõíåãî ëåâîãî áëîêà ïðè èñïîëüçîâàíèè
Edge-ôóíêöèé Raviart-Thomas (RT) è ôóíêöèé 0 ïîðÿäêà è
bubble-ôóíêöèé 1 òèïà äëÿ ñêîðîñòè (12 ôóíêöèé)

Ðèñ. 10. Ôðàãìåíò âåðõíåãî ëåâîãî áëîêà ïðè èñïîëüçîâàíèè
Edge-ôóíêöèé Raviart-Thomas (RT) è ôóíêöèé 0 ïîðÿäêà è
bubble-ôóíêöèé 1, 2 òèïà äëÿ ñêîðîñòè (16 ôóíêöèé)
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Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ñèíãóëÿð-
íîãî ðàçëîæåíèÿ (singular values decomposition (SVD)) ìàòðèö ÑËÀÓ, ñôîðìè-
ðîâàííûõ ïðè ðàçíîì êîëè÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ ñêîðîñòè.

Òàáëèöà 1. Ðàíã ìàòðèöû ÑËÀÓ è ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà

Êîýôôèöèåíò
ïðîíèöàåìîñòè
ñðåäû

Áàçèñíûå ôóíêöèè Ðàçìåð-
íîñòü
ìàòðè-
öû

Ðàíã
ìàò-
ðèöû

Ïåðâîå
ñèíãó-
ëÿðíîå
÷èñëî

Ïîñëåäíåå
ñèíãóëÿð-
íîå ÷èñëî

K =

[
1 0
0 1

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

1700 1700 427.1731 3.84e-04

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

2100 2100 427.1731 3.12e-05

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

2500 2500 427.1733 3.74e-05

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1, 2 è 3
òèïà

2900 2900 427.1733 1.85e-05

K =

[
1 0
0 0.001

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

1700 1700 215.7337 5.96e-05

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

2100 2100 215.7337 5.96e-05

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

2500 2500 215.7341 6.08e-05

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1, 2 è 3
òèïà

2900 2900 215.7344 1.70e-05

Àíàëèç òàáëèöû 1 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî óâåëè÷åíèå êîíòðàñòíîñòè
òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè â 103 ðàç ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ìèíèìàëüíîå ñèí-
ãóëÿðíîå ÷èñëî, ò.å. íà îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû äèñêðåòíîãî àíàëîãà ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ïîëíîãî èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà. Ìèíèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî
ìàòðèöû ÑËÀÓ äëÿ áàçèñà ñ ôóíêöèÿìè Raviart-Thomas, 0 ïîðÿäêà óìåíüøà-
åòñÿ ïðàêòè÷åñêè â 10 ðàç ïðè óâåëè÷åíèè êîíòðàñòíîñòè â 103 ðàç. Íåñìîòðÿ
íà óâåëè÷åíèå ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðè ðàñøèðåíèè áàçèñà (óâåëè÷åíèå ðàçìåðà
áëîêîâ è ðàçìåðà ìàòðèöû ÑËÀÓ ïðèìåðíî â 1,5 ðàçà) ìèíèìàëüíîå ñèíãóëÿð-
íîå ÷èñëî ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè êîíòðàñò-
íîñòè òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè.
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Íà ðèñóíêàõ 11 � 14 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ïðè SVD-
ðàçëîæåíèè ìàòðèöû ÑËÀÓ, ñôîðìèðîâàííîé äëÿ äâåíàäöàòè áàçèñíûõ ôóíê-
öèé ñêîðîñòè. Äëÿ ìàòðèö ÑËÀÓ, ñôîðìèðîâàííûõ ïðè âîñüìè, øåñòíàäöàòè
è äâàäöàòè áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ ñêîðîñòè èç èåðàðõè÷åñêîé áàçèñíîé ñèñòå-
ìû ïðîñòðàíñòâà Hdiv, ãðàôèêè ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ
ïðåäñòàâëåííûìè.

Ðèñ. 11. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ïðè SVD-ðàçëîæåíèè ìàòðè-
öû ÑËÀÓ, ñôîðìèðîâàííîé ïðè èñïîëüçîâàíèè Edge-ôóíêöèé
Raviart-Thomas (RT) è ôóíêöèé 0 ïîðÿäêà è bubble-ôóíêöèé

1 òèïà äëÿ ñêîðîñòè, K =

[
1 0
0 1

]

Ðèñ. 12. Óêðóïí¼ííî ñ 100-ãî ñèíãóëÿðíîãî ÷èñëà ïðè SVD-
ðàçëîæåíèè ìàòðèöû ÑËÀÓ, ñôîðìèðîâàííîé ïðè èñïîëüçîâà-
íèè Edge-ôóíêöèé Raviart-Thomas (RT) è ôóíêöèé 0 ïîðÿäêà

è bubble-ôóíêöèé 1 òèïà äëÿ ñêîðîñòè, K =

[
1 0
0 1

]
Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿëîñü ïðè

ïîìîùè êîìáèíàöèè ìåòîäà áèñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ (Biconjugate Gradient
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Ðèñ. 13. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ïðè SVD-ðàçëîæåíèè ìàòðè-
öû ÑËÀÓ, ñôîðìèðîâàííîé ïðè èñïîëüçîâàíèè Edge-ôóíêöèé
Raviart-Thomas (RT) è ôóíêöèé 0 ïîðÿäêà è bubble-ôóíêöèé

1 òèïà äëÿ ñêîðîñòè, K =

[
1 0
0 0.001

]

Ðèñ. 14. Óêðóïí¼ííî ñ 600-ãî ñèíãóëÿðíîãî ÷èñëà ïðè SVD-
ðàçëîæåíèè ìàòðèöû ÑËÀÓ, ñôîðìèðîâàííîé ïðè èñïîëüçîâà-
íèè Edge-ôóíêöèé Raviart-Thomas (RT) è ôóíêöèé 0 ïîðÿäêà

è bubble-ôóíêöèé 1 òèïà äëÿ ñêîðîñòè, K =

[
1 0
0 0.001

]

method (BCG)) è ìåòîäà îáîáù¼ííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (Generalized Mini-
mum Residual method (GMRES)) [21]. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ïðåèìóùåñòâà îáîèõ ìåòîäîâ äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ. Ìåòîä BCG
îáëàäàåò áîëåå âûñîêîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, îäíàêî ïîñëå îïðåäåë¼ííîãî êî-
ëè÷åñòâà èòåðàöèé ïðîèñõîäÿò îñöèëëÿöèè íåâÿçêè, ìåòîä GMRES íà ïåðâûõ
èòåðàöèÿõ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü îøèáêó, îäíàêî â äàëüíåéøåì
ñõîäèìîñòü ïðîèñõîäèò äîâîëüíî ìåäëåííî. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèìåíÿëàñü ñëåäó-
þùàÿ ñòðàòåãèÿ: 50 èòåðàöèé ìåòîäà BCG, à çàòåì 5 èòåðàöèé ìåòîäà GMRES
� îäíà èòåðàöèÿ êîìáèíèðîâàííîãî ïîäõîäà. Ïîäáîð îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà
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èòåðàöèé îáîèõ ìåòîäîâ, à òàêæå ãëóáèíû ìåòîäà GMRES îñóùåñòâëÿëñÿ â
îòäåëüíîì èññëåäîâàíèè, íå âîøåäøèì â ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

5. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

5.1. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íà çàäà÷å ñ àíàëèòè÷åñêèì ðå-
øåíèåì. Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó (5), áàçèñíûå ôóíêöèè ñêî-
ðîñòè, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (8) � (19) è áàçèñíûå ôóíêöèè äàâëåíèÿ, îïðå-
äåëÿåìûå ôîðìóëàìè (20) � (28). Ïóñòü ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü Ω = [0, 1] × [0, 1],
øàã ñåòêè h = 0.1.

5.1.1. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ, ñêîðîñòè è
ïðàâàÿ ÷àñòü èìåþò âèä:

p (x, y) = 16x (1− x) y (1− y)

u (x, y) =

(
−16y (1− y) (1− 2x)
−16x (1− x) (1− 2y)

)
f (x, y) = −32 (y (y − 1) + x (x− 1))

Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ äàâëå-
íèÿ (îïèñûâàåìîãî êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé) â íîðìå L2 è îòíîñèòåëüíûå ïî-
ãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè â íîðìå Hdiv è âåêòîðíîé íîðìå L2. Íà ðè-
ñóíêàõ 15 � 16 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ïîëÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçíîãî êîëè÷åñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ ñêîðîñòè èç ïðîñòðàíñòâà Hdiv.

Òàáëèöà 2. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè

Êîýôôèöèåíò
ïðîíèöàåìîñòè
ñðåäû

Áàçèñíûå ôóíêöèè Ïîãð.
äàâëåíèÿ,
‖p−ph‖L2

‖p‖L2

Ïîãð.
ñêîðîñòè,
‖u−uh‖

Hdiv

‖u‖
Hdiv

Ïîãð.
ñêîðîñòè,
‖u−uh‖L2

‖u‖L2

K =

[
1 0
0 1

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

4.79e-4 6.67e-2 7.59e-3

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

4.90e-4 6.67e-2 7.34e-3

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

1.65e-4 1.24e-2 4.89e-3

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1, 2 è 3
òèïà

7.54e-5 5.85e-3 2.31e-3

K =

[
1 0
0 0.1

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

7.80e-4 8.14e-2 9.27e-3

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

7.80e-4 8.14e-2 8.89e-3
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 2

Êîýôôèöèåíò
ïðîíèöàåìîñòè
ñðåäû

Áàçèñíûå ôóíêöèè Ïîãð.
äàâëåíèÿ,
‖p−ph‖L2

‖p‖L2

Ïîãð.
ñêîðîñòè,
‖u−uh‖

Hdiv

‖u‖
Hdiv

Ïîãð.
ñêîðîñòè,
‖u−uh‖L2

‖u‖L2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

2.68e-4 5.17e-2 5.64e-3

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1, 2 è 3
òèïà

2.26e-4 2.46e-2 2.59e-3

K =

[
1 0
0 0.01

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

1.69e-3 8.68e-2 9.90e-3

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

1.68e-3 8.68e-2 9.79e-3

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

1.65e-3 8.68e-2 9.82e-3

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1, 2 è 3
òèïà

1.42e-3 2.35e-2 3.28e-3

K =

[
1 0
0 0.001

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

1.39e-2 8.74e-2 1.00e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

1.39e-2 8.74e-2 9.99e-3

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

1.39e-2 8.74e-2 1.00e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1, 2 è 3
òèïà

1.34e-2 2.34e-2 3.55e-3

Èç òàáëèöû 2 âèäíî, ÷òî äîáàâëåíèå â áàçèñ bubble-ôóíêöèé 1 òèïà îñîáî íå
âëèÿåò íà óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå bubble-
ôóíêöèé 1, 2 è 3 òèïà ïðè ëþáîé êîíòðàñòíîñòè êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè
ñðåäû ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè ïðèìåðíî â 3 ðà-
çà. Óâåëè÷åíèå êîíòðàñòíîñòè êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû ïðèâîäèò
ê ðîñòó ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ: êîíòðàñòíîñòü 1 � îòíîñèòåëü-
íàÿ ïîãðåøíîñòü 7.54e − 5, êîíòðàñòíîñòü 103 � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
1.34e − 2. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà óâåëè÷åíèå êîíòðàñòíîñòè è âîçðàñòàíèå ðàç-
ìåðíîñòè áëîêîâ ìàòðèöû ÑËÀÓ â ñâÿçè ñ äîáàâëåíèåì â áàçèñíóþ ñèñòåìó èç
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ïðîñòðàíñòâà Hdiv bubble-ôóíêöèé 1, 2 è 3 òèïà, èñïîëüçîâàíèå áàçèñà ïîëíîãî
ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü óðîâåíü ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè.

Ðèñ. 15. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ: ïîëÿ äàâëåíèÿ, x-, y-
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì edge-
ôóíêöèé Raviart-Thomas è 0 ïîðÿäêà, êîýôôèöèåíò ïðîíèöà-

åìîñòè ñðåäû K =

[
1 0
0 1

]

Ðèñ. 16. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ: ïîëÿ äàâëåíèÿ, x-, y-
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì edge-
ôóíêöèé Raviart-Thomas, 0 ïîðÿäêà è bubble-ôóíêöèé 1, 2 è

3 òèïà, êîýôôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû K =

[
1 0
0 1

]

5.1.2. Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ, ñêîðîñòè è
ïðàâàÿ ÷àñòü èìåþò âèä:

p (x, y) = sin 2πx sin 2πy

u (x, y) =

(
−2π sin 2πy cos 2πx
−2π sin 2πx cos 2πy

)
f (x, y) = 8π2 sin 2πx sin 2πy

Â òàáëèöå 3 ïðåäñòàâëåíû îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ
(îïèñûâàåìîãî ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé) â íîðìå L2 è îòíîñèòåëüíûå ïîãðåø-
íîñòè âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè â íîðìå Hdiv è âåêòîðíîé íîðìå L2. Íà ðèñóíêàõ
17 � 18 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ïîëÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîãî
êîëè÷åñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ ñêîðîñòè èç ïðîñòðàíñòâà Hdiv.
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Òàáëèöà 3. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè

Êîýôôèöèåíò
ïðîíèöàåìîñòè
ñðåäû

Áàçèñíûå ôóíêöèè Ïîãð.
äàâëåíèÿ,
‖p−ph‖L2

‖p‖L2

Ïîãð.
ñêîðîñòè,
‖u−uh‖

Hdiv

‖u‖
Hdiv

Ïîãð.
ñêîðîñòè,
‖u−uh‖L2

‖u‖L2

K =

[
1 0
0 1

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

6.13e-3 2.62e-1 4.69e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

6.13e-3 2.62e-1 4.69e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

1.91e-3 1.84e-1 3.29e-2

K =

[
1 0
0 0.1

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

7.45e-3 2.59e-1 4.58e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

7.35e-3 2.60e-1 4.50e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

2.98e-3 1.86e-1 3.22e-2

K =

[
1 0
0 0.01

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

1.47e-2 2.58e-1 4.64e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

1.46e-2 2.58e-1 4.64e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

1.06e-2 2.02e-1 3.64e-2

Òàáëèöà 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå bubble-ôóíêöèé 1 òèïà ïðàêòè-
÷åñêè íå âëèÿåò íà òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè, îäíàêî âêëþ÷åíèå bubble-
ôóíêöèé 1 è 2 òèïà â èåðàðõè÷åñêóþ áàçèñíóþ ñèñòåìó èç ïðîñòðàíñòâà Hdiv

ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü íà 30-40% îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñêî-
ðîñòè. Óâåëè÷åíèå êîíòðàñòíîñòè êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, òàêæå
êàê è â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, ïðèâîäèò ê ðîñòó ïîãðåøíîñòè îïðå-
äåëåíèÿ äàâëåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà óâåëè÷åíèå êîíòðàñòíîñòè è ðîñò ðàçìåðíîñòè
ÑËÀÓ èñïîëüçîâàíèå bubble-ôóíêöèé 1 è 2 òèïà ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü óðîâåíü
ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè.

5.1.3. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ, ñêîðî-
ñòè è ïðàâàÿ ÷àñòü èìåþò âèä:

p (x, y) = e−10((x−0.5)2+(y−0.5)2)
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Ðèñ. 17. Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ: ïîëÿ äàâëåíèÿ, x-, y-
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì edge-
ôóíêöèé Raviart-Thomas è 0 ïîðÿäêà, êîýôôèöèåíò ïðîíèöà-

åìîñòè ñðåäû K =

[
1 0
0 1

]

Ðèñ. 18. Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ: ïîëÿ äàâëåíèÿ, x-, y-
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì edge-
ôóíêöèé Raviart-Thomas, 0 ïîðÿäêà è bubble-ôóíêöèé 1 è 2

òèïà, êîýôôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû K =

[
1 0
0 1

]

u (x, y) =

(
20 (x− 0.5) e−10((x−0.5)2+(y−0.5)2)

20 (y − 0.5) e−10((x−0.5)2+(y−0.5)2)

)
f (x, y) = e−10((x−0.5)2+(y−0.5)2)

(
40− (20x− 10)

2 − (20y − 10)
2
)

Â òàáëèöå 4 ïðåäñòàâëåíû îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ
(îïèñûâàåìîãî ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé) â íîðìå L2 è îòíîñèòåëüíûå ïî-
ãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè â íîðìå Hdiv è âåêòîðíîé íîðìå L2. Íà ðè-
ñóíêàõ 19 � 20 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ïîëÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçíîãî êîëè÷åñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ ñêîðîñòè èç ïðîñòðàíñòâà Hdiv.
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Òàáëèöà 4. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè

Êîýôôèöèåíò
ïðîíèöàåìîñòè
ñðåäû

Áàçèñíûå ôóíêöèè Ïîãð.
äàâëåíèÿ,
‖p−ph‖L2

‖p‖L2

Ïîãð.
ñêîðîñòè,
‖u−uh‖

Hdiv

‖u‖
Hdiv

Ïîãð.
ñêîðîñòè,
‖u−uh‖L2

‖u‖L2

K =

[
1 0
0 1

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

1.85e-3 2.26e-1 2.90e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

1.84e-3 2.26e-1 2.86e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

6.91e-4 1.60e-1 2.03e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1, 2 è 3
òèïà

6.17e-4 6.79e-2 7.42e-3

K =

[
1 0
0 0.1

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

2.14e-3 2.29e-1 3.16e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

2.13e-3 2.28e-1 3.12e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

1.19e-3 1.85e-1 2.51e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1, 2 è 3
òèïà

1.19e-3 1.77e-1 8.41e-3

K =

[
1 0
0 0.01

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

3.11e-3 2.30e-1 3.32e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

3.07e-3 2.29e-1 3.28e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

2.54e-3 2.09e-1 2.99e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1, 2 è 3
òèïà

2.07e-3 1.18e-1 8.80e-3

K =

[
1 0
0 0.001

] Edge-ôóíêöèè
Raviart-Thomas
(RT), 0 ïîðÿäêà

1.72e-2 2.30e-1 3.34e-2
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 4

Êîýôôèöèåíò
ïðîíèöàåìîñòè
ñðåäû

Áàçèñíûå ôóíêöèè Ïîãð.
äàâëåíèÿ,
‖p−ph‖L2

‖p‖L2

Ïîãð.
ñêîðîñòè,
‖u−uh‖

Hdiv

‖u‖
Hdiv

Ïîãð.
ñêîðîñòè,
‖u−uh‖L2

‖u‖L2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 òèïà

1.70e-2 2.30e-1 3.31e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1 è 2 òèïà

1.58e-2 1.83e-1 3.02e-2

Edge-ôóíêöèè RT,
0 ïîðÿäêà + bubble-
ôóíêöèè 1, 2 è 3
òèïà

1.57e-2 1.18e-1 9.42e-3

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ èç òàáëèöû 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî âêëþ÷åíèå bubble-ôóíêöèé
1 òèïà ïðàêòè÷åñêè íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè.
Íî äîáàâëåíèå â áàçèñíóþ ñèñòåìó äëÿ ñêîðîñòè bubble-ôóíêöèé 1, 2 è 3 òèïà
ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà ñêî-
ðîñòè â ñðåäíåì â 2,5 ðàçà. Óâåëè÷åíèå êîíòðàñòíîñòè êîýôôèöèåíòà ïðîíè-
öàåìîñòè ñðåäû òàêæå ïðèâîäèò ê ðîñòó ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ.
Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà óâåëè÷åíèå êîíòðàñòíîñòè è ðîñò ðàçìåðíîñòè áëîêîâ
ìàòðèöû ÑËÀÓ â ñâÿçè ñ äîáàâëåíèå â áàçèñíóþ ñèñòåìó èç ïðîñòðàíñòâà Hdiv

bubble-ôóíêöèé 1, 2 è 3 òèïà, èñïîëüçîâàíèå áàçèñà ïîëíîãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò
ñîõðàíèòü óðîâåíü ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè.

Ðèñ. 19. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ: ïîëÿ äàâëåíèÿ, x-,
y-êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì edge-
ôóíêöèé Raviart-Thomas è 0 ïîðÿäêà, êîýôôèöèåíò ïðîíèöà-

åìîñòè ñðåäû K =

[
1 0
0 1

]

6. Çàêëþ÷åíèå

Â õîäå ðàáîòû áûëà ïîñòðîåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà äëÿ ñìåøàííîé ïî-
ñòàíîâêè íà áàçå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðñè
ñ òåíçîðíûì êîýôôèöèåíòîì ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû. Ïîäõîä, îïèñàííûé â [8],
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Ðèñ. 20. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ: ïîëÿ äàâëåíèÿ, x-,
y-êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì edge-
ôóíêöèé Raviart-Thomas, 0 ïîðÿäêà è bubble-ôóíêöèé 1, 2 è

3 òèïà, êîýôôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû K =

[
1 0
0 1

]

ïîçâîëèë ïîëó÷èòü óñòîé÷èâóþ ñõåìó, îáëàäàþùóþ íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâà-
ìè. Ïîëó÷åíî, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ñ ÷èñëåííûìè ïîòîêàìè F. Brezzi è
T. J. R. Hughes óñòîé÷èâà ê êîíòðàñòíûì çíà÷åíèÿì òåíçîðíîãî êîýôôèöèåíòà
ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû.

Àíàëèç ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ÑËÀÓ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ñìå-
øàííîé ïîñòàíîâêè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî óâåëè÷åíèå êîíòðàñòíîñòè
òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû â 1000 ðàç ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ìèíèìàëü-
íîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî, ò.å. íà îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû äèñêðåòíîãî àíàëîãà
ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëíîãî èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà. Ìèíèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå
÷èñëî ìàòðèöû ÑËÀÓ äëÿ áàçèñà ñ ôóíêöèÿìè Raviart-Thomas, 0 ïîðÿäêà
óìåíüøàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè â 10 ðàç ïðè óâåëè÷åíèè êîíòðàñòíîñòè â 1000 ðàç.
Íåñìîòðÿ íà óâåëè÷åíèå ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðè ðàñøèðåíèè áàçèñà (óâåëè÷åíèå
ðàçìåðà áëîêîâ è ðàçìåðà ìàòðèöû ÑËÀÓ ïðèìåðíî â 1,5 ðàçà) ìèíèìàëüíîå
ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè
êîíòðàñòíîñòè òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè.

Ñêîíñòðóèðîâàíû èåðàðõè÷åñêèå áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå Hdiv äëÿ ñêîðîñòè
è ïðîñòðàíñòâå H1 äëÿ äàâëåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ íà êëàññå ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïî-
êàçàëè, ÷òî äîáàâëåíèå â áàçèñ ñêîðîñòè bubble-ôóíêöèé 1 òèïà îñîáî íå âëèÿåò
íà óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå bubble-ôóíêöèé
1, 2 è 3 òèïà ïðè ëþáîé êîíòðàñòíîñòè êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû
ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè ïðèìåðíî â 3 ðàçà äëÿ
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, íà 30-40% äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè è â ñðåäíåì
â 2,5 ðàçà äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè. Óâåëè÷åíèå êîíòðàñòíîñòè êîýô-
ôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû ïðèâîäèò ê ðîñòó ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ
äàâëåíèÿ. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà óâåëè÷åíèå êîíòðàñòíîñòè äî 103 è âîçðàñòà-
íèå ðàçìåðíîñòè áëîêîâ ìàòðèöû ÑËÀÓ â ñâÿçè ñ äîáàâëåíèåì â áàçèñíóþ
ñèñòåìó èç ïðîñòðàíñòâà Hdiv bubble-ôóíêöèé 1, 2 è 3 òèïà, èñïîëüçîâàíèå áà-
çèñà ïîëíîãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü óðîâåíü ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ
ñêîðîñòè.

Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïîçâîëÿþùèé çàäàâàòü ðàçáèåíèå ðàñ-
÷åòíîé îáëàñòè íà ïðÿìîóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû áåç ó÷åòà ñîãëàñîâàí-
íîñòè ýëåìåíòîâ ìåæäó ñîáîé, à òàêæå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ýêñïîðòà
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ðåøåíèÿ çàäà÷è â ôàéë ôîðìàòà �.dat� ïðîãðàììíîãî ïàêåòà �Tecplot� äëÿ ãðà-
ôè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ è àíàëèçà.
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