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СРЕДЫ ОТ ВРЕМЕННОЙ ЧАСТОТЫ

У.Д. ДУРДИЕВ

Abstract. The paper presents a numerical method for determining the
parameters of the memory function for a horizontally layered medium.
Numerical modeling made it possible to choose the optimal frequency
range for constructing the residual functional. Numerical examples illust-
rating the solution of the inverse problem are presented.

Keywords: Maxwell equations, Riccati equation, inverse problem, resi-
dual functionality.

1. Введение

В работе представлен численный метод по определению зависимости диэлек-
трической проницаемости от частоты, неизменяемая часть диэлектрической
проницаемости считалась известной.

На практике замечено, что при использовании высокочастотных источников
величина диэлектрической проницаемости начинает зависеть от частоты. Для
учёта данного явления в уравнениях Максвела полагают, что вектор индукции
электромагнитного поля D связан с вектором напряженности электромагнит-
ного поля E посредством интегрального оператора. Среды, обладающие таким
свойством называют средами с памятью или средами с последействием.

С одной стороны, прямые и обратные задачи по определению функции памя-
ти среды изучены для достаточно широкого круга прямых и обратных задач.
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Можно, например, отметить работы [1]–[16], а так же работы автора [17, 18].
С другой стороны, весьма малое количество работ посвящено численным ме-
тодам решения данных задач. Можно отметить на эту тему работы [19, 20].

Во многих практических случаях используется горизонтально-слоистая мо-
дель среды. Первый алгоритм решения прямой задачи (метод послойного пере-
счета), пригодный для машинной реализации, был предложен в работе [24], ко-
торый затем был усовершенствован в работах [25, 26]. Далее алгоритм был раз-
вит в работах [27]-[35]. Суть метода заключается в сведении дифференциаль-
ного уравнения или системы дифференциальных уравнений второго порядка
к дифференциальному уравнению Риккати или дифференциальному матрич-
ному уравненнию Риккати. Решение дифференциального уравнения Риккати
или дифференциального матричного уравнения Риккати может быть получено
в форме, которая позволяет осуществлять послойный пересчет без накопления
ошибок округления. Данный алгоритм позволяет вычислять решение прямой
задачи очень быстро. В своей работе мы будем использовать аналогичный ме-
тод послойного пересчета для решения прямой задачи.

2. Постановка задачи

Рассмотрим среду – n-слойную структуру с границами раздела xk
3 , k = 0, N ,

x0
3 = 0; k-ый слой находится в интервале [xk−1

3 , xk
3 ], последний N+1 (подстила-

ющий) слой есть [xN
3 ,∞), (−∞, 0] – воздух (Рис. 2). Физические свойства каж-

дого слоя характеризуются диэлектрической проницаемостью ε, проводимо-
стью σ и характеристиками, отвечающими за памяти среды, т.е. данные функ-
ции являются кусочно-постоянными функциями переменной x3, 0 < x3 < ∞,
и, например, εk – значение кусочно-постоянной функции ε(x3) в k-ом слое.

Рис. 1. Модель среды.

Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравнений Максвелла

(1) ∇×H = (∂/∂t)D(x, t)+σE+j, ∇×E = −(∂/∂t)B(x, t), (x, t) ∈ R3×R+,

где D и B – индукции электромагнитного поля, а E и H – напряженность
электромагнитного поля, j – плотность сторонних токов, ε – диэлектрическая
проницаемость, ε = ε0εr, ε0 – диэлетрическая проницаемость вакуума, εr –
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относительная диэлетрическая проницаемость, σ – проводимость среды.

(2) D(x, t) = εE +

t∫
0

φ(x3, t− τ)E(x, τ)dτ,

где φ(t) – скалярная функция времени, характеризующая память среды. Эта
функция конечна при всех значениях своего аргумента и стремится к нулю,
когда t → ∞.

(3) B(x, t) = µH(x, t),

Здесь E = (E1, E2, E3)
T , H = (H1,H2,H3)

T .
Предположим, что источником, возбуждающим электромагнитное поле, яв-

ляется шнуровой источник следующего вида:

(4) j = j0δ(x1, x3)F (t), j0 = (0, 1, 0)T .

Считаем, что в начальный момент времени среды находились в покое, т.е.

(5) E |t<0≡ 0, H |t<0≡ 0.

В этом случае, уравнения Максвела распадаются на две независимые под-
системы (см., например, [21, 22]), и после несложных преобразований получим
уравнение для компоненты электрического поля E2

(6) ε
∂2E2

∂t2
+

t∫
0

φ(x3, t− τ)
∂2E2

∂t2
(x1, x3, τ)dτ + σE2 =

1

µ

∂2E2

∂x2
1

+
1

µ

∂2E2

∂x2
3

.

В силу непрерывности тангенцальных компонент электромагнитного поля
имеем следующие условия склейки в точках разрыва среды:

(7) [E2]xk
3
= 0,

[
∂E2

∂x3

]
xk
3

= 0.

Считаем, что в точке x0
3 = 0 имеем следующие условия:

(8) [E2]x0
3
= 0,

[
∂E2

∂x3

]
x0
3

= δ(x1)F
′(t),

Начальные условия:

(9) E2|t<0 ≡ 0.

Обратная задача: определить функцию φ = φ(x3, t), если относительно ре-
шения прямой задачи (6)-(9) известна дополнительная информация

(10) E2|x3=0 = g(x1, t).

На практике в силу конструкционных особенностей источника и регистри-
рующей аппаратуры, существует ограниченный интервал временных частот,
для которых Фурье образ функции g(x1, t) мало искажен. Данное ограничение
заставляет нас решать обратную задачу по восстановлению функции φ(x3, t) в
частотной области. Кроме того, поскольку интервал временных частот ограни-
чен, то, вообще говоря, функция φ(x3, t) определена быть не может. Известно
[23], что для широкого круга сред функция памяти может быть представлена
следующей функцией

φ(x3, t) = ε0Ae
−γt.
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Очевидно, что для горизонтально-слоистой среды A и γ являются кусочно-
постоянными функциями пременной x3.

Получим постановку прямой задачи в частотной области. С этой целью сде-
лаем преобразование Фурье по переменной x1 и преобразование Лапласа по
временной переменной t. Т.е., имеем

(11)
∂2u

∂x2
3

− r2u = 0, r2 = λ2 + σpµ0 + µ0ε0p
2

(
εr +

Ak

γk + p

)
, Rer > 0,

где u – образ Фурье функции E2 по переменной x1 и Лапаласа по t, λ и p = β+iω
– параметры преобразования Фурье и Лапласа, β – параметр затухания, ω –
круговая частота, ω = 2πf и f – временная частота.

Условия склейки примут вид

(12) [u]xk
3
= 0,

[
∂u

∂x3

]
xk
3

= 0,

(13) [u]x0
3
= 0,

[
∂u

∂x3

]
x0
3

= µpF (p).

К данным условиям необходимо добавить условие затухания на бесконечности

(14) u → 0 (x3 → ±∞).

Дополнительная информация (8) примет вид:

(15) u|x3=0 = g(λ, p).

Обратная задача (11)-(15) в частотной области по определению кусочно-
постоянных функций A и γ может быть решена при помощи минимизации
функционала невязки

(16) J [A, γ] =

Nω∑
k=1

|u(λ, 0, p)− g(λ, p)|2, p = β + iωk

где ωk принадлежит некоторому ограниченному интервалу, Nω – количество
частот из этого интервала, λ – известная постоянная.

3. Численное решение прямой задачи

Для вычисления функционала невязки (16) необходимо уметь быстро ре-
шать прямую задачу (11)-(15) или, говоря более точно, находить значение
u(λ, 0, p). С этой целью воспользуемся методом послойного пересчёта [25]-[35].

Рассмотрим функцию y(x3), которая удовлетворяет равенству

(17)
∂u

∂x3
= y(x3)u(x3),

где u есть решение дифференциального уравнения (11). Нетрудно видеть, что
функция y удовлетворяет уравнению Риккати

(18) y′ + y2 = r2.

Благодаря условиям склейки (12) можно получить условия склейки

(19) [y]xk
3
= 0.
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В каждом k-ом слое решение уравнения (18) может быть получено в следу-
ющем виде:

y(x3) = rk

(
yk + rk

)
e2rk(x3−xk

3) +
(
yk − rk

)
(yk + rk) e

2rk(x3−xk
3) − (yk − rk)

,

здесь yk ≡ y(xk
3 − 0).

Из удовлетворения краевого условия (14) следует, что в подстилающем слое
[xN

3 ,∞) решение уравнения Риккати (18) имеет вид

y(x3) = −rN+1,

а в воздухе
y(x3) = r0.

Благодаря условиям склейки (19) имеем y(xk
3 + 0) = y(xk

3 − 0) ≡ yk.
Условия склейки (13) и равенство (17) позволяют получить следующие со-

отношения:

y(0 + 0)u(0 + 0)− y(0− 0)u(0− 0) = µpF (p), u(0 + 0)− u(0− 0) = 0.

Откуда следует

u(λ, 0, p) =
µpF (p)

y0 − y(0− 0)
.

Исходя из вышеизложенного можем написать следующий алгоритм нахож-
дения величины u(λ, 0, p):

• осуществляем послойный пересчет:

yN = −rN+1,

yk−1 = rk

(
yk + rk

)
e2rk(x

k−1
3 −xk

3) +
(
yk − rk

)
(yk + rk) e

2rk(xk−1
3 −xk

3) − (yk − rk)
, k = N, 1,

в конце процедуры получаем значение y0 ≡ y(0 + 0);
• вычисляем y(0− 0) = r0;
• вычисляем u(λ, 0, p):

u(λ, 0, p) = µ
pF (p)

y0 − r0
.

4. Вычисление градиента функционала невязки (17)

Для минимизации функционала невязки (17) может быть использован какой-
либо градиентный метод. Следовательно, необходимо уметь вычислять гради-
ент функционала невязки.

Поскольку A и γ являются кусочно-постоянными функциями и память m-
ого слоя характеризуется постоянными значениями Am и γm, тогда функцио-
нал невязки J [A, γ] (17) можно рассматривать как функцию 2N аргументов:
J [..., Am, ..., ..., γm, ...]. Тогда её градиент – это вектор

(20) ∇J [..., Am, ..., ..., γm, ...] =

(
...,

∂J

∂Am
, ..., ...,

∂J

∂γm
, ...

)T

.

Рассмотрим следующие неравенства:

(21) Φ(..., Am, ...)≤Φ(..., Am+hA, ...) и Φ(..., Am, ...)≤Φ(..., Am−hA, ...),
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(22) Φ(..., γm, ...)≤Φ(..., γm+hγ , ...) и Φ(..., γm, ...)≤Φ(..., γm−hγ , ...).

Для вычисления частных производных в (20) могут быть использована сле-
дующие выражения:
(23)

∂J

∂Am
=


0, если выполняются (21),

J(..., Am+hA, ...)−J(..., Am−hA, ...)

2hA
, иначе,

∂J

∂γm
=


0, если выполняются (22),

J(..., γm+hγ , ...)−J(..., γm−hγ , ...)

2hγ
, иначе.

Впервые формулы подобные (23) для вычисления градиента функциона-
ла невязки были использованы в работе [36]. Необходимость такой модифика-
ции была обусловлена тем, что использование только разностного выражения
может привести к тому, что значение частной производной будет вычислено
неправильно вплоть до знака. Неточное вычисление градиента приводит к то-
му, что теряется направление минимизации и продуцируется “прыгающая” ми-
нимизационная последовательность, т.е. сначала значение функционала невяз-
ки убывает до некоторой величины, затем значение функционала резко увели-
чивается, после чего снова происходит уменьшение, затем снова резкое увели-
чение, и так далее. Использование формул подобных (23) позволило избежать
таких ситуаций. Они были опробованы при численном решении различных
обратных задач на симмулированных и реальных данных (см., например, [37]-
[45], и во многих других работах). Ни в одном случае “прыгающая” минимиза-
ционная последовательность не была получена.

Значения приращений hA или hγ выбираются при решении обратной задачи
на симулированных точных данных. Оптимальные значения приращений вы-
бираются из условия минимума итераций для поиска минимума функционала
невязки.

5. Свойства решения прямой задачи и функционала невязки

Будем считать, что зависимость поведения источника от времени определя-
ется функцией

F (t) = A0e
−a0t cos(ω0t).

Здесь A0 – амплитуда источника, параметр a0 определяет скорость затухания,
частота ω0 = 2πf0 является несущей. В численных экспериментах ниже поло-
жим: A0 = 105, a0 = 102, ω0 = 2πf0, f0 = 500 МГц.

Отметим, если при решении прямой задачи частота ω близка к ω0, то реше-
ние прямой задачи растет или убывает в значительных пределах (см. Рис. 5).

Исходя из опыта численного решения обратных задач в частотной области
оптимизационным методом (см., например, [32, 38]), можно заключить, что для
построения функционала невязки (16) не должны быть использованы частоты
близкие к ω0.

Рассмотрим следующую реалистичную модель среды:
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Рис. 2. Поведение величины u(0, p) при изменении параметра ω
в окрестности ω0.

zk, м σ, См/м εr A · 104, 1/с γ · 10−8, 1/c
воздух – 0. 0 1.0 0.0 0.0
слой 1 0.3 0.0020 20.0 10.0 3.5
слой 2 0.7 0.0022 25.0 25.0 8.8
слой 3 1.0 0.0015 15.0 22.0 7.9
слой 4 1.3 0.0018 20.0 18.0 8.2
слой 5 – 0.0025 25.0 0.0 0.0

Рис. 3. Примеры поведения функционала невязки при ис-
пользовании различных интервалов временных частот, a) f ∈
[20, 80] МГц, b) f ∈ [200, 400] ∪ [600, 800] МГц, c) f ∈ [2, 8] ГГц.

На Рис. 5 приведены примеры поведения функционала невязки, когда вы-
бирались различные интервалы частот. Данный рисунок получен, когда ва-
рьировались величины A1 и γ1 в достаточно больших пределах, а остальные
величины оставались неизменными (варьирование других пар величин {Ak, γk}
приводит к подобным результатам).

Результаты численного моделирования показывают, что наибольшие изме-
нения функционала невязки происходят при использовании частот из интер-
вала [200, 400]∪ [600, 800] МГц, т.е. на этом интервале частот проявляется наи-
большая зависимость комплексной диэлектрической проницаемости от часто-
ты, что согласуется с результатами работы [23].

Таким образом, для решения обратной задачи по определению параметров
функции памяти среды остановимся на использовании ранее упомянутого ин-
тервала частот (см. Рис. 5 b). Так же заметим, что функционал невязки на
Рис. 5 имеет выпуклую форму, что даёт надежду на отсутствие локальных ми-
нимумов и максимумов. Так же необходимо отметить, что функционал невязки
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имеет овражную форму: вариации параметров Ak вносят гораздо более значи-
тельный вклад в вариации функционала невязки, чем вариации параметров
γk.

6. Численное решение обратной задачи

Для минимизации функционала невязки (17) можно использовать метод со-
пряженных градиентов (см., например, [46]). Т.е., минимизационная последо-
вательность организуется следующим образом:

Gk+1 = Gk − θkPk, G =

[
A
γ

]
,

где k – номер итерации, G0 – начальное приближение для искомых функций,
Pk – сопряженное направление и

P0 = J ′[G0], Pk = J ′[Gk] + βkPk−1, βk =
∥J ′[Gk]∥2

∥J ′[Gk−1]∥2
, k = 1, 2, ...,

параметр θk – шаг метода, являющийся решением задачи минимизации функ-
ции одной переменной

θk = argmin
θ>0

J [Gk − θPk].

Тестирование предложенного алгоритма осуществляется на симулирован-
ных данных, т.е. при помощи решения соответствующей прямой задачи вы-
числяются необходимые величины, после чего в значения функций, играющих
роль дополнительной информации, добавляется случайная ошибка, например:

g̃(p) = g(p)

(
1 +

Pr

100
ξ

)
,

здесь Pr – величина ошибки в процентах, ξ – комплексная случайная величина,
нормально распределённая на единичном круге.

Для численных экспериментов была выбрана среда с реалистичными дан-
ными (см. параграф 5).

Для численного решения обратной задачи были использованы следующие
параметры:

• для построения функционала невязки: т.к. f0 = 500 МГц, используем
два интервала f ∈ [200, 400] и [600, 800] МГц, количество временных
частот Nω,1 = 3000 и Nω,2 = 3000 соответственно с равным шагом;
β = 10−4;

• для вычисления градиента функционала невязки: hA = 10−7 и hγ =
10−7;

• шаг метода сопряженных градиентов θk вычислялся с точностью 10−8.
В обратной задаче определялись параметры памяти среды Ak и αk (k = 1, 4),

являющиеся параметрами горизонтально-слоистой среды. Начальное прибли-
жение Ak = 5 · 10−4 1/c и αk = 108 1/c (k = 1, 4). Результаты численных
экспериментов представлены на Рис. 6.

Анализ восстановленных параметров показывает, что при ошибке 3% в дан-
ных обратной задачи (15) максимальная относительная ошибка при восстанов-
лении параметров Ak (k = 1, 4) составляет 7%, γk (k = 1, 4) – 8%. При ошибке
5% — 12% и 13%, при ошибке 10% — 26% и 27% соответственно. Видно, что
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Рис. 4. Примеры восстановления параметров a)-c) A, d)-f) γ;
ошибка в данных обратной задачи a), d) 3%, b), e) 5% и с), f)
10%. Точное значение дано синей линией, восстановленное – зе-
лёной.

несмотря на авражность функционала невязки, параметры γk восстановлены
чуть менее хуже чем параметры Ak.

Вывод

В работе представлен численный метод определения параметров функции
памяти для горизонтально-слоистой среды. Численное моделирование позволи-
ло выбрать оптимальный интервал частот для построения функционала невяз-
ки. Представлены численные примеры, иллюстрирующие решение обратной
задачи.
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