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Abstract. We study the Dirichlet problem for the Poisson equation in
bounded Lipschitz domains. We show that its well-posedness in the �rst
order Sobolev space is equivalent to the condition of K. Nystr�om (1996).
This criterion is simpler than the similar criterion of Z. Shen (2005) due
to using one positive harmonic function with vanishing trace instead of
gradients of all harmonic functions with vanishing trace. Our criterion
yields the main known facts about this well-posedness except for Shen's
criterion. Finally, we determine all possible combinations of three basic
properties (injectivity, denseness of range and closedness of range) of the
operator of the boundary value problem under consideration.

Keywords: Alkhutov criterion, Bogdan formula for the Green function,
Carleman�Huber theorem, Dirichlet problem for the Poisson equation,
LHMD property, Lipschitz domain, Nystr�om condition, Shen criterion.

Ââåäåíèå

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü â Rn (n > 2). Â ýòîé ñòàòüå íàñ
èíòåðåñóåò âîïðîñ î òîì, êîãäà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

(1)

{
∆u = f â Ω,

u = 0 íà ∂Ω

Parfenov, A.I., Criterion for the Sobolev well-posedness of the Dirichlet

problem for the Poisson equation in Lipschitz domains. I.
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îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâåWm,p(Ω) ïðè f , ïðîáåãàþùåì ïðîñòðàí-
ñòâî Wm−2,p(Ω). Çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, m > 1 öåëîå è 1 < p <∞. Äàí-
íîå ñâîéñòâî çàäà÷è (1) íàçîâåì Wm,p-êîððåêòíîñòüþ. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
Wm,p(Ω) ⊂ D ′(Ω) ñîñòîèò èç âñåõ ðàñïðåäåëåíèé u ñ îáîáùåííûìè ïðîèçâîä-
íûìè Dαu ∈ Lp(Ω), |α| 6 m; W 0,p(Ω) = Lp(Ω) ⊂ D ′(Ω) è, äëÿ q = p/(p− 1),

W−1,p(Ω) = (W 1,q
0 (Ω))′

(
ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî � ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ

)
,

ãäå W 1,q
0 (Ω) � ïîäïðîñòðàíñòâî â W 1,q(Ω) âñåõ ôóíêöèé ñ íóëåâûì ñëåäîì.

Ââèäó ïëîòíîñòè C∞0 (Ω) â W 1,q
0 (Ω) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî W−1,p(Ω) ⊂ D ′(Ω), à

ëàïëàñèàí ∆ ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå.
Âòîðóþ ÷àñòü íàñòîÿùåé ñòàòüè ïëàíèðóåòñÿ ïîñâÿòèòü âûâîäó êðèòåðèÿ

Wm,p-êîððåêòíîñòè ïðè m > 2. Â äàííîé ïåðâîé ÷àñòè ìû óïðîùàåì êðèòåðèé
W 1,p-êîððåêòíîñòè Øåíà [75] è îáñóæäàåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà

(2) ∆ ≡ ∆p : W 1,p
0 (Ω)→W−1,p(Ω).

Îïèøåì ýòè äâå òåìû ïîäðîáíåå.

1) Â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ äîâîëüíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ ïîW 1,p-êîððåêòíîñòè.
Îíè ÷àñòî ñîäåðæàòñÿ â áîëåå îáùèõ ðåçóëüòàòàõ (ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû,
îïåðàòîðû âûñîêîãî ïîðÿäêà, ïðîñòðàíñòâà äðîáíîé ãëàäêîñòè), êîòîðûå ìû â
äàëüíåéøåì ¾ïðîåêòèðóåì¿ íà íàø ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïðåæäå âñåãî, ðàâåíñòâî
∆u = f ∈W−1,p(Ω) äëÿ u ∈W 1,p

0 (Ω) ìîæíî çàïèñàòü â ñëàáîé ôîðìå:

(3) −
∫

Ω

∇u · ∇v dx = 〈f, v〉, ∀v ∈W 1,q
0 (Ω).

Ýòî äëÿ ëþáîé Ω äàåò W 1,2-êîððåêòíîñòü ïî òåîðåìå Ðèññà î ïðîñòðàíñòâå,
ñîïðÿæåííîì ê ãèëüáåðòîâó. Òåîðåìà 1 èç [12] è òåîðåìà 4.6 èç [77] ñîäåðæàò
W 1,p-êîððåêòíîñòü äëÿ îáëàñòåé êëàññà C1. Òåîðåìà 1 èç [9] è ñëåäñòâèå 1 èç
[34] îáåñïå÷èâàþò W 1,p-êîððåêòíîñòü äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé, à òåîðåìà 4.12 â
[68] � äëÿ ïîëóâûïóêëûõ, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ âíåø-
íåãî øàðà. Çàìåíà ïåðåìåííîé x 7→ y ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â (3) ìàëîé ïî-
ãðåøíîñòè, åñëè ìàòðèöà ßêîáè çàìåíû ðàâíîìåðíî áëèçêà ê åäèíè÷íîé. Òàê
ìîæíî âûâåñòè W 1,p-êîððåêòíîñòü äëÿ ãðàíèö ∂Ω ñ ìàëîé ïîñòîÿííîé Ëèï-
øèöà èç W 1,p-êîððåêòíîñòè äëÿ ãëàäêèõ îáëàñòåé ñ ïîìîùüþ ðÿäà Íåéìàíà.
Ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà äàþò òåîðåìà 7.5.3 â [64] è àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà 14.5.3
â [65]. Òåîðåìà 3 â [37] äëÿ ëþáîé îáëàñòè Ω ãàðàíòèðóåò W 1,p-êîððåêòíîñòü
ïðè íåêîòîðîì p > 2. Óñòîé÷èâîñòü îáðàòèìîñòè â èíòåðïîëÿöèîííûõ øêà-
ëàõ ïîêàçûâàåò W 1,p-êîððåêòíîñòü äëÿ âñåõ p ≈ 2, ñì. òåîðåìó 17.2.1 êíèãè [2]
èëè òåîðåìó 16.4.1 åå ðóññêîãî îðèãèíàëà. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ îòêðûòîñòü
ìíîæåñòâà âñåõ p ∈ (1,∞) ñî ñâîéñòâîì W 1,p-êîððåêòíîñòè. Ïî òåîðåìå 0.5(a)
â [51] (àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä åñòü â òåîðåìå 10.1 èç [31])

(4)
W 1,p-êîððåêòíîñòü èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî p ∈ (J/(J − 1), J),

ãäå J = J(Ω) > 4 ïðè n = 2 èëè J > 3 ïðè n > 3.

Òåîðåìà 1.5 èç [18] è òåîðåìà 1.1 èç [60] äîñòàâëÿþò W 1,p-êîððåêòíîñòü äëÿ
îáëàñòåé (Ðàéôåíáåðãà) ñ ëîêàëüíî ¾äîñòàòî÷íî ïëîñêîé¿ ãðàíèöåé è, ñîîò-
âåòñòâåííî, îáëàñòåé ñ íîðìàëüþ ê ãðàíèöå êëàññà VMO.
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Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè. Ðîëü íåîáõîäèìûõ îáû÷íî
èãðàþò êîíòðïðèìåðû, íàïðèìåð, ëîêàëèçàöèÿ íåâûïóêëîãî êîíóñà{

x ∈ Rn : (x2
1 + x2

n−1)1/2 + εxn > 0
}

(ε > 0),

ñì. [25, ñ. 167]. Òåì íå ìåíåå, èçâåñòíû äâà êðèòåðèÿ W 1,p-êîððåêòíîñòè. Òåî-
ðåìà 1 â [8] îïèñûâàåò âñå îãðàíè÷åííûå îáëàñòè (íå îáÿçàòåëüíî ëèïøèöåâû),
â êîòîðûõ W 1,p-êîððåêòíîñòü èìååò ìåñòî ïðè âñåõ p, êàê ýòî ñëó÷àåòñÿ äëÿ
C1-îáëàñòåé èëè âûïóêëûõ îáëàñòåé. Óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

(5)
(∀µ ∈ (0, 1)) (∃α > 0) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0,diam Ω)) (∀x ∈ B(a, β) ∩ Ω)

ωaβ(x) 6 α
(
|x− a|/β

)µ
,

ãäå B(a, β) = {x ∈ Rn : |x− a| < β}, à ωaβ(x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà ìíîæåñòâà

∂B(a, β) ∩ Ω â òî÷êå x îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà B(a, β) ∩ Ω.
Êðèòåðèé â òåîðåìå B ñòàòüè [75] îòíîñèòñÿ ê W 1,p-êîððåêòíîñòè ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì p > 2 è ïàðàëëåëüíî óòâåðæäàåò îòêðûòîñòü ìíîæåñòâà âñåõ p > 2
ñî ñâîéñòâîì W 1,p-êîððåêòíîñòè. Êðèòåðèé ñôîðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ îãðà-
íè÷åííîñòè â ïðîñòðàíñòâå Lp(Ω) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðèññà∇A−1, ãäå êâàäðàòíûé
êîðåíü A = (−∆)1/2 îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Ñ ó÷åòîì îöåíêè

‖Au‖Lp(Ω) 6 C‖∇u‖Lp(Ω)

[51, òåîðåìà 7.5(b)] ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî W 1,p-êîððåêòíîñòü ðàâíîñèëüíà êàê
îãðàíè÷åííîñòè â Lp(Ω) îïåðàòîðà ∇(−∆)−1 div = ∇A−1(∇A−1)′, òàê è îãðà-
íè÷åííîñòè â Lp(Ω) îïåðàòîðà ∇A−1. Êðèòåðèé ãëàñèò, ÷òîW 1,p-êîððåêòíîñòü
ñ p > 2 ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

(6)

(∃α > 0) (∃β0 > 0) (∃γ0 > γ > 1) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0, β0)) (∀u)∫
B(a,β)∩Ω

|∇u|p dx 6 αβn−np/2
(∫

B(a,βγ)∩Ω

|∇u|2 dx

)p/2
,

ãäå u � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èç W 1,2(B(a, βγ0) ∩ Ω) ñ íóëåâûì ñëåäîì íà
ìíîæåñòâå B(a, βγ0)∩ ∂Ω. Òåîðåìà C â [75] äîñòàâëÿåò âûâîä óòâåðæäåíèÿ (4)
èç êðèòåðèÿ (6). Â îñòàëüíîì îí ïî÷òè íå ñîïîñòàâëåí ñ ëèòåðàòóðîé.
Ïóñòü U � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ â Ω ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ñëåäîì íà

∂Ω, ãàðìîíè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè {% < δ} ãðàíèöû ∂Ω, ãäå

%(x) = dist(x, ∂Ω), x ∈ Ω.

Ëþáûå äâå òàêèå ôóíêöèè ñðàâíèìû ââèäó ãðàíè÷íîãî ïðèíöèïà Ãàðíàêà.
Ìîæíî âçÿòü U(x) = min{G(x, y0), 1} äëÿ ôóíêöèè ÃðèíàG çàäà÷è (1) è y0 ∈ Ω.
Ìû äîêàæåì, ÷òî W 1,p-êîððåêòíîñòü ñ p > 2 ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

(7)

(∃α > 0) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0,diam Ω))∫
B(a,β)∩Ω

(U/%)p dx 6 αβn−p sup
B(a,β)∩Ω

Up.

Îíî àíàëîãè÷íî (6) è ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ Ê. Íèñòð¼ìà [70, ñ. 336].
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî (6)⇒ (7), íî ìû çàòðóäíÿåìñÿ óñòàíîâèòü ýêâèâàëåíò-

íîñòü äâóõ êðèòåðèåâ. Ìû äàåì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ (7), êîòîðîå
îò÷àñòè ïîäãîòàâëèâàåò ïëàíèðóåìûé êðèòåðèéWm,p-êîððåêòíîñòè äëÿm > 2
è ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòûì, åñëè ñ÷èòàòü èçâåñòíîé ôîðìóëó Áîãäàíà, ïðè-
áëèæåííî âûðàæàþùóþ G ÷åðåç U ([15, òåîðåìà 2] äëÿ n > 3). Êîððåêòíîñòü
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äîñòàâëÿåò äëÿ ïîòåíöèàëà Ãðèíà Gf(x) =
∫

Ω
G(x, y)f(y) dy, ãäå supp f b Ω,

îöåíêó ‖Gf‖W 1,p(Ω) 6 C‖f‖W−1,p(Ω), êîòîðàÿ äîïóñêàåò èçó÷åíèå ïîñðåäñòâîì
ôîðìóëû Áîãäàíà. Îáðàòíî, âûïîëíåíèå òàêîé îöåíêè ïî ñëàáîé êîìïàêòíî-
ñòè âëå÷åò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1) ïðè ëþáîì f . Åäèíñòâåííîñòü æå ðåøåíèÿ
äëÿ p > 2 ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ïðè p = 2.
Óêàçàííîé òåìå ïîñâÿùåíû � 1�4. Â � 1 äàíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ,

êîòîðûå ïðåèìóùåñòâåííî ñâÿçàíû ñ îáîáùåíèåì ôîðìóëû Áîãäàíà íà ñëó÷àé
n > 2. Â � 2 äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðàâíîñèëüíîñòè W 1,p-êîððåêòíîñòè,
W 1,q-êîððåêòíîñòè, îöåíêè ‖Gf‖W 1,p(Ω) 6 C‖f‖W−1,p(Ω), óñëîâèÿ (7) è âíåøíå
áîëåå ñèëüíîãî óñëîâèÿ ñ ó÷àñòèåì ñòåïåíåé ëîãàðèôìà. Â � 3 äîêàçàíà òåîðåìà
Êàðëåìàíà�Õóáåðà è íà åå îñíîâå îáñóæäàåòñÿ êëàññ îáëàñòåé Aµ ñî ñâîéñòâîì
(5) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî µ ∈ (0, 1]. Â � 4 ìû ñîåäèíÿåì âåñîâóþ L2-îöåíêó íà
ôóíêöèþ U ñ ðåçóëüòàòàìè èç � 2 è � 3 äëÿ âûâîäà îñíîâíûõ èçâåñòíûõ (êðîìå
êðèòåðèÿ (6)) è íåêîòîðûõ íîâûõ ôàêòîâ î W 1,p-êîððåêòíîñòè.

2) Õàðàêòåðíûìè ÷åðòàìè Wm,p-êîððåêòíîñòè äëÿ m = 1 ïî ñðàâíåíèþ
ñî ñëó÷àåì m > 2 ÿâëÿþòñÿ ¾ñàìîñîïðÿæåííîñòü¿ çàäà÷è (1) è âîçìîæíîñòü

íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. À èìåííî, ðåôëåêñèâíîñòü ïðîñòðàíñòâà W 1,q
0 (Ω)

è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîïðÿæåííûé ∆′p ê îïåðàòîðó (2)
ðàâåí ∆q. Äëÿ ó÷åòà ýòîé ñïåöèôèêè ââåäåì ñâîéñòâà πijk(T ) (i, j, k ∈ {0, 1})
ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî âñþäó îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà T : X → Y ìåæäó
áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè X è Y ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

i = 0 ⇔ ïîäïðîñòðàíñòâî N(T ) = {x ∈ X : Tx = 0} ðàâíî {0},
j = 0 ⇔ ëèíåàë R(T ) = {Tx : x ∈ X} ïëîòåí â Y,
k = 0 ⇔ ëèíåàë R(T ) çàìêíóò â Y.

Â ýòîé òåðìèíîëîãèèW 1,p-êîððåêòíîñòü ñòàíîâèòñÿ ñâîéñòâîì π000(∆p). Ñâîé-
ñòâà πijk(T ) ñîãëàñîâàíû ñî âçÿòèåì ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà T ′ : Y ′ → X ′,
åñëè ïðîñòðàíñòâî X ðåôëåêñèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà è
ðåôëåêñèâíîñòè X ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

N(T ) = {0} ⇔ R(T ′) = X ′,

N(T ′) = {0} ⇔ R(T ) = Y.

Ïî òåîðåìå Áàíàõà [86, �VII.5] çàìêíóòîñòü îáðàçà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó, òàê ÷òî

(8) πijk(T )⇔ πjik(T ′).

Àâòîðó íåèçâåñòíî, âîçìîæíî ëè â òåðìèíàõ ôóíêöèè U íàéòè êðèòåðèè
ñïðàâåäëèâîñòè ñâîéñòâ πijk(∆p), îòëè÷íûõ îò π000(∆p). Â çàêëþ÷èòåëüíîì
� 5 ðåøàåòñÿ ìåíåå àìáèöèîçíàÿ çàäà÷à � ïåðå÷èñëèòü âñå ñâîéñòâà πijk(∆p),
êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ íà êëàññå âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé. Ìû
ïîêàçûâàåì, ÷òî ðåàëèçóþòñÿ â òî÷íîñòè ÷åòûðå âîçìîæíîñòè:

(9)

π000(∆p) ≡ π000(∆q),

π010(∆p) ≡ π100(∆q),

π001(∆p) ≡ π001(∆q),

π011(∆p) ≡ π101(∆q).
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Òî÷íåå, ñ ïðèâëå÷åíèåì èäåé èç [58] è [62] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ p > 2 è êðóãîâîãî
ñåêòîðà ðàñòâîðà 0 < Π < 2π ïåðâûå òðè ñëó÷àÿ â (9) âûïîëíåíû ñîîòâåòñòâåí-
íî ïðè Π < πp/(p − 2), Π > πp/(p − 2) è Π = πp/(p − 2), à ÷åòâåðòûé ñëó÷àé
ðåàëèçóåòñÿ íà íåêîòîðîì êðèâîëèíåéíîì ñåêòîðå ðàñòâîðà πp/(p − 2), p > 4.
(×åòâåðòûé ïðèìåð ìîæíî ïîñòðîèòü è ñî÷åòàíèåì â îäíîé îáëàñòè âòîðîãî è
òðåòüåãî ïðèìåðîâ, íî ýòî ìåíåå ïîó÷èòåëüíî.) Îñòàâøèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ

π11k(∆p) ≡ π11k(∆q) (k = 0, 1)

çàïðåùåíû, òàê êàê èç N(∆p) 6= {0} è N(∆q) 6= {0} ñëåäóþò íåñîâìåñòíûå
óñëîâèÿ p < 2 è q < 2.
Óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî èçâåñòíû èç ëèòåðàòóðû. Â [57] íà ñ. 132

è ñ. 134 áåç äîêàçàòåëüñòâà äàíû ðåçóëüòàòû ïåðâûõ òðåõ ïðèâåäåííûõ âûøå
ïðèìåðîâ. Â [58] äëÿ áåñêîíå÷íîãî óãëà {0 < φ < πp/(p − 2)} ñ ïîìîùüþ ðÿäà
Ôóðüå ïî φ â ñóùíîñòè äîêàçàíî òðåòüå ñâîéñòâî èç (9). Ðåçóëüòàòû ñòàòüè [78]
íå ïîçâîëÿþò äëÿ êðóãîâîãî ñåêòîðà ðàñòâîðà Π > πp/(p−2) ðàçëè÷èòü ñëó÷àè
π010(∆p) è π011(∆p). Â [84, òåîðåìà 7.5] îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü â R3

ñ íåçàìêíóòûì ëèíåàëîì R(∆p) ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äî-
ïîëíåíèé ê ñãëàæåííûì ¾îñòðûì¿ êðóãîâûì êîíóñàì. Îá îáñóæäåíèè áëèçêèõ
âîïðîñîâ ñì. òàêæå ðàáîòû [53, 55, 59, 63].

Ñîãëàøåíèÿ. Áóêâà c óêàçûâàåò íà ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû,
çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â ñêîáêàõ. Äèàìåòð diam è ðàññòîÿ-
íèå dist áåðóòñÿ îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêè |x − y|, íî |α| äëÿ ìóëüòè-
èíäåêñà α � ýòî åãî äëèíà. Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà

∫∞
0
e−ttα−1 dt îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Γ(α), ãðàäèåíò (D1f, . . . ,Dnf) è ëàïëàñèàí
∑n
i=1 ∂

2f/∂x2
i ôóíêöèè f �

÷åðåç ∇f è ∆f , âåêòîð (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn � ÷åðåç en, à ïåðâûå n − 1 êîìïî-
íåíò âåêòîðà x ∈ Rn � ÷åðåç x′. Ïðè ýòîì |x′|∞ = max16i6n−1 |xi|. Ïóñòü
s∧ t = min{s, t} è s∨ t = max{s, t} äëÿ s, t ∈ R. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà
ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïîëåì R.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïðèâåäåì, ñëåäóÿ ðàáîòå [20, � 1], òàêèå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé,
êàê îöåíêà Êàðëåñîíà è ãðàíè÷íûé ïðèíöèï Ãàðíàêà. Â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðà-
áîòàõ [10, 22, 24, 25, 48, 85] ôîðìóëèðîâêè èëè äîêàçàòåëüñòâà âûãëÿäÿò ìåíåå
óäà÷íûìè. Ïîäðîáíåå îá ýòèõ äâóõ ñâîéñòâàõ � èõ ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ áîëåå
øèðîêèõ êëàññîâ îáëàñòåé è èõ ðàâíîñèëüíîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòåé �
ñì. [4] (òåîðåìà 1 è çàìå÷àíèå 2), [6] (òåîðåìà 1 è ñëåäñòâèå 1) è îáçîð [7].

Ëåììà 1. Ïóñòü â ëèïøèöåâîì öèëèíäðå

(10) A = {x ∈ Rn : |x′|∞ < 4 & ω(x′) < xn < ω(x′) + 8},

ãäå |ω(ξ) − ω(η)| 6 θ|ξ − η| (θ > 0) è ω(0) = 0, çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå ãàð-
ìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u è v òàêèå, ÷òî u(ξ, ω(ξ)) = v(ξ, ω(ξ)) = 0 â ñìûñëå
íåïðåðûâíî ïðèíèìàåìûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. Òîãäà

sup
A0

u 6 c(n, θ)u(en),(11)

sup
A0

(u/v) 6 c(n, θ)u(en)/v(en),(12)

ãäå A0 = {x ∈ Rn : |x′|∞ < 1 & ω(x′) < xn < ω(x′) + 2}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (11) ïîëó÷àåòñÿ ñîåäèíåíèåì çàìå÷àíèé 1.2 è 1.3 â
[20], à îöåíêà (12) � ñîåäèíåíèåì çàìå÷àíèé 1.2 è 1.5 â [20]. Îòìåòèì, ÷òî â (12)
ìîæíî u(en)/v(en) çàìåíèòü íà infA0

(u/v) ââèäó (12) äëÿ ïàðû {v, u}. �

Äàäèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ñòàòüè.

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ x, y ∈ Rn ââåäåì çàìêíóòûé øàð (èëè òî÷êó)

A(x, y) =

{
z ∈ Rn :

∣∣∣∣x+ y

2
− z
∣∣∣∣ 6 |x− y|} .

Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîé, åñëè Ω 6= ∅ è äëÿ
êàæäîãî a ∈ ∂Ω íàéäóòñÿ ÷èñëî β > 0, äâèæåíèå (àôôèííàÿ èçîìåòðèÿ)
D : Rn → Rn è ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ω : B(a′, β)→ R òàêèå, ÷òî

D(a) = a & B(a, β) ∩D(Ω) = {x ∈ B(a, β) : xn > ω(x′)}.

Ïîëîæèì E(0) = −∞ è, äëÿ x ∈ Rn \ {0},

E(x) =

{
(2π)−1 ln |x| ïðè n = 2,

Γ(n/2)
(2−n)2πn/2

|x|2−n ïðè n > 3.

Äëÿ îãðàíè÷åííîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn è x ∈ Ω ïóñòü Fx � ìåðà,
àññîöèèðîâàííàÿ ñ ìåðîé Äèðàêà δx, ò.å. òàêàÿ êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà ñ
íîñèòåëåì â ∂Ω, ÷òî äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé â Ω ôóíêöèè h ∈ C(Ω)

(13) h(x) =

∫
Ω

h dδx =

∫
∂Ω

h dFx.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàñòè Ω � ýòî ôóíêöèÿ

(14) G(x, y) = −E(x− y) +

∫
∂Ω

E(y − a) dFx(a), x, y ∈ Ω.

Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé U : Ω→ (0,∞), ãàðìîíè÷åñêèõ äëÿ
íåêîòîðîãî δ = δ(U) > 0 íà ìíîæåñòâå {% < δ} è òàêèõ, ÷òî limx→a U(x) = 0
äëÿ âñåõ a ∈ ∂Ω, îáîçíà÷èì ÷åðåç UΩ.

Â [56, � IV.1] íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííàÿ àññîöèèðîâàííàÿ ìåðà ïîñòðîåíà
ïî êàæäîé ìåðå íàä çàìûêàíèåì ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (è íå òîëüêî).
Íàøà îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âíåøíåãî êîíóñà Ïóàíêàðå. Îòñþäà
ïî [56, � IV.1] îíà ðåãóëÿðíà, ò.å. äëÿ ëþáîãî g ∈ C(∂Ω) çàäà÷à Äèðèõëå

∆h = 0 & h
∣∣
∂Ω

= g

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññå C∞(Ω)∩C(Ω). Ôîðìóëà (13) äàåò ñîîòâåòñòâèå
g = h

∣∣
∂Ω
7→ h è åäèíñòâåííîñòü ìåðû Fx. Çíà÷èò, âòîðîå ñëàãàåìîå â (14) �

ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ñ g(a) = E(y−a), òàê ÷òî G(x, y)→ 0 ïðè x→ a ∈ ∂Ω.
Êðîìå òîãî, G(x, y) = G(y, x) > 0 îïÿòü íà îñíîâàíèè [56, � IV.1].
Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Âûìåòàíèå [56, � IV.2]

ìåðû δx (x ∈ Ω) íà êîìïàêò K = ∂Ω äîñòàâëÿåò òàêóþ êîíå÷íóþ áîðåëåâñêóþ
ìåðó δ′x ñ íîñèòåëåì â K, ÷òî E ∗ δ′x > E ∗ δx â Rn è E ∗ δ′x = E ∗ δx íà
K \X äëÿ ìíîæåñòâà X íóëåâîé âíåøíåé åìêîñòè. Ìåðà δ′x ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè
åäèíñòâåííà è ÿâëÿåòñÿ àññîöèèðîâàííîé ñ δx. Äëÿ áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ ∂Ω ÷èñëî δ′x(A) íàçûâàþò ãàðìîíè÷åñêîé ìåðîé A â òî÷êå x îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà Ω è îáîçíà÷àþò ÷åðåç ω(x,A,Ω).
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Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ýòèì âîïðîñàì ñì. â [43, � 5.2] (ôóíêöèÿ Ãðèíà)
è [43, � 8.2] (ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà).
Ôóíêöèþ Ãðèíà ÷àñòî çàäàþò ([27, 28, 29, 38, 69]) êàê îáîáùåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è Äèðèõëå (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f = −δx. Ñëåäóþùàÿ ëåììà çàòðàãèâàåò
ñâÿçü G ñ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè.

Ëåììà 2. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü â Rn, à íîñèòåëü
ôóíêöèè f ∈ L∞(Ω) êîìïàêòåí. Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ Ω èíòåãðàë

Gf(x) =

∫
Ω

G(x, y)f(y) dy

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, Gf ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) ∩W 1,2
0 (Ω) è ∆Gf = −f â D ′(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâû òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé [45] äàþò àáñîëþòíóþ ñõîäè-
ìîñòü ñâåðòêè E ∗ f , ïðèíàäëåæíîñòü E ∗ f ê C1(Rn) è ðàâåíñòâî ∆(E ∗ f) = f .
Âòîðîå ñëàãàåìîå â (14) ðàâíî E ∗ Fy ∈ C∞(Ω) ∩ C(Ω) (∀y ∈ Ω), ÷òî âëå÷åò

àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü Gf(x) è ñîîòíîøåíèÿ Gf ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), Gf
∣∣
∂Ω

= 0
è ∆Gf = −f .
Äëÿ ïðîâåðêè èíòåãðèðóåìîñòè |∇Gf |2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî (72)

èç � 4 èëè ðàññóæäåíèå èç çàìå÷àíèÿ 1.2 â [20]. Ìû âûáåðåì äðóãîé ñïîñîá.
Ïóñòü ∂Ω ∈ C∞. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òîãäà E ∗ Fy ∈ C∞(Ω) êàê ðåøåíèå
çàäà÷è Äèðèõëå ñ äàííûìè g = E(y − ·) ∈ C∞(∂Ω). Ïðè f ∈ C∞0 (Ω)

(15)

∫
Ω

|∇Gf |2 dx =

∫
Ω

fGf dx,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì çàêîííî ââèäó E ∗ f ∈ C∞(Rn) è Gf ∈ C∞(Ω).
Ïðè f ∈ L∞(Ω) íàéäåì ñîáîëåâñêóþ àïïðîêñèìàöèþ (fj) ê f . Òîãäà Gfj → Gf

â C1(Ω) ïðè j →∞ ââèäó E ∗ f ∈ C1(Rn), ÷òî äàåò (15) äëÿ ∂Ω ∈ C∞.
Ïóñòü Ω ëèøü ëèïøèöåâà. Íàéäåì èñ÷åðïàíèå Ω îáëàñòÿìè supp f b Ωj ⊂ Ω

ñ ∂Ωj ∈ C∞ è ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòåíöèàëû Gjf . Ïðèíöèï ìàêñè-

ìóìà è âêëþ÷åíèå E ∗ Fy ∈ C(Ω) ïîêàçûâàþò, ÷òî Gjf −Gf
j→∞−−−→ 0 â C∞ íà

êîìïàêòàõ â Ω. Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (15) äëÿ Ωj è Gjf ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì∫
Ω
|∇Gf |2 dx 6

∫
Ω
fGf dx è ïîýòîìó Gf ∈W 1,2

0 (Ω). �

Ëåììà 3. Äëÿ îãðàíè÷åííîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn è 1 < p <∞
(∃αP > 0) (∀u ∈W 1,p

0 (Ω)) ‖u‖Lp(Ω) 6 αP ‖∇u‖Lp(Ω),(16)

(∃αH(p) > 0) (∀u ∈W 1,p
0 (Ω)) ‖u/%‖Lp(Ω) 6 αH(p)‖∇u‖Lp(Ω),(17)

(∀u ∈ Lp(Ω)) ‖u/%‖W−1,p(Ω) 6 αH(q)‖u‖Lp(Ω),(18)

ãäå q = p/(p− 1). Íàéäåòñÿ M > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî f ∈W−1,p(Ω)

(19) (∃f1, . . . , fn ∈ Lp(Ω)) f =

n∑
j=1

Djfj &

n∑
j=1

‖fj‖Lp(Ω) 6M‖f‖W−1,p(Ω).

Ëèíåàë C∞0 (Ω) ïëîòåí â W−1,p(Ω).

Çäåñü ‖∇u‖Lp(Ω) =
∥∥|∇u|∥∥

Lp(Ω)
è ‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω).

Îáû÷íî, ñì. [1, ñ. 50], [65, ñ. 496] è [69, ñ. 64], ýëåìåíòû f ∈ W−1,p(Ω) ïðåä-
ñòàâëÿþò â âèäå f = f0 +

∑n
j=1Djfj èëè f = f0/%+

∑n
j=1Djfj äëÿ fj ∈ Lp(Ω).

Çàïèñü (19) èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ â ëèòåðàòóðå â ñâÿçè ñ W 1,p-êîððåêòíîñòüþ è
îíà ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (16) ñóòü íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå [1, ñ. 158], à
(17) � íåðàâåíñòâî Õàðäè [69, ñ. 286].
Ñâîéñòâî (18) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è (17), òàê êàê

(∀v ∈ C∞0 (Ω)) |〈u/%, v〉| 6 ‖u‖Lp(Ω)‖v/%‖Lq(Ω) 6 αH(q)‖u‖Lp(Ω)‖v‖W 1,q(Ω).

Â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
∏n
j=1 L

q(Ω) ëèíåàë

(20) Q =
{

(D1u, . . . ,Dnu) : u ∈W 1,q
0 (Ω)

}
çàìêíóò ââèäó íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå è çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà îáîáùåííîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îïÿòü ïî íåðàâåíñòâó Ïóàíêàðå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà W 1,q

0 (Ω) íà Q èç (20) áèåêòèâíî, òàê ÷òî f ∈ W−1,p(Ω) ìîæíî ñ÷èòàòü
ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì íà ïîäïðîñòðàíñòâå Q â

∏n
j=1 L

q(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî (19) çàâåðøàåòñÿ ïî îáû÷íîé ñõåìå èç [1, 65, 69].
Ïëîòíîñòü ëèíåàëà C∞0 (Ω) â W−1,p(Ω) ñëåäóåò èç (19) è ïëîòíîñòè C∞0 (Ω)

â Lp(Ω). �

Ñôîðìóëèðóåì ðÿä ãåîìåòðè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îãðàíè÷åííûõ
ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé è ñâîéñòâ ôóíêöèé êëàññà UΩ.

Ëåììà 4. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü. Ñóùåñòâóþò
α1, α2, α3 > 1, 0 < β1 < diam Ω è γ1 > 1 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0, β1)) sup
∂B(a,β)∩Ω

% > β/α1,(21)

(∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0, β1)) (∀u) sup
B(a,β)∩Ω

u 6 α1u(a(β)),(22)

(∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0, β1)) (∀u, v) sup
B(a,β)∩Ω

u

v
6 α1

u(a(β))

v(a(β))
,(23)

(∀x ∈ Ω) (∃z ∈ Rn \ Ω: |x− z| 6 α2%(x)) (∀a ∈ ∂Ω)
|x− a|
|a− z|

6 α2,(24)

(∀ν > 0) (∃N ∈ N) (∀x, y ∈ Ω: |x− y| 6 {%(x) ∧ %(y)}ν) (∃{z[i]}N0 ⊂ Ω)

z[0] = x & z[N ] = y & (∀i < N) A(z[i], z[i+ 1]) ⊂ Ω

& (∀i, j) |z[i]− z[j]| 6 α3|x− y|.
(25)

Çäåñü u è v � ïîëîæèòåëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå íà ìíîæåñòâå B(a, βγ1) ∩ Ω
ôóíêöèè ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè íà B(a, βγ1)∩∂Ω, à a(β) � ëþáàÿ
èç òî÷åê, íà êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ñóïðåìóì èç (21).

Ìíîæåñòâî UΩ íå ïóñòî. Ïóñòü U ∈ UΩ. Òîãäà

(∀x ∈ Ω) (∀γ > 1) sup
B(x,%(x)γ)∩Ω

U 6 c(Ω, U, γ)U(x),(26)

(∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0,diam Ω)) (∀γ > 1)
supB(a,βγ)∩Ω U

supB(a,β)∩Ω U
6 c(Ω, U, γ).(27)

Äëÿ α > 1 è x, y ∈ Ω îáîçíà÷èì

ρ(x, y) = %(x) + %(y) + |x− y|,
Aα(x, y) = {z ∈ Ω : |z − (x+ y)/2| 6 ρ(x, y)α},
Bα(x, y) = {z ∈ Aα(x, y) : ρ(x, y) 6 %(z)α}.
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Âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

(∀α) (∃ϑ > 1) (∀x, y) ϑ−1 sup
Aα(x,y)

U 6 sup
A(x,y)∩Ω

U 6 ϑ inf
Bα(x,y)

U,(28)

(∃α) (∀x, y) Bα(x, y) 6= ∅.(29)

Êðîìå òîãî, 0 < infΩ(U/V ) 6 supΩ(U/V ) <∞ äëÿ ëþáûõ U, V ∈ UΩ.

Ôîðìóëèðîâêà ñâîéñòâ (21)�(23) ñõîäíà ñ ðàáîòîé [4]. Ìíîæåñòâî B(a, β)∩Ω
íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíî, íî åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü êðèâûìè â áîëüøåì
ìíîæåñòâå B(a, βγ1) ∩ Ω, òîæå íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîì.
Òî÷êó a(β) èíîãäà íàçûâàþò íåòàíãåíöèàëüíîé äëÿ a ∈ ∂Ω. Òî÷êó z èç (24)

ìîæíî íàçâàòü ïðèáëèæåííûì îòðàæåíèåì òî÷êè x îòíîñèòåëüíî ∂Ω.
Ñåìåéñòâà {z[i]}Ni=0 è {A(z[i], z[i + 1])}N−1

i=0 èëè àíàëîãè÷íûå èì íàçûâàþò
öåïî÷êàìè Ãàðíàêà.
Âåëè÷èíà supA(x,y)∩Ω U èç (28) ïîíàäîáèòñÿ äëÿ çàïèñè ôîðìóë Áîãäàíà. Â

[15] äëÿ ýòîé öåëè ïðèìåíÿëîñü çíà÷åíèå U(z) äëÿ z èç àíàëîãà ìíîæåñòâà

{z ∈ A(x, y) ∩ Ω: ρ(x, y) 6 %(z)α}.
Ïðåèìóùåñòâî supA(x,y)∩Ω U çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè ïàðàìåòðà α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà (21)�(25) ïðîâåðÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ 1 è
êîìïàêòíîñòè ∂Ω. Ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è òåõíè÷åñêèìè, ïîýòîìó
îãðàíè÷èìñÿ ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà. Êîìïàêòíîñòü ∂Ω ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî
β > 0 è ïàðàìåòð θ > 0 èç óñëîâèÿ ëèïøèöåâîñòè |ω(ξ) − ω(η)| 6 θ|ξ − η|
â îïðåäåëåíèè ëèïøèöåâîé îáëàñòè ìîæíî ñ÷èòàòü îáùèìè äëÿ âñåõ a ∈ ∂Ω
(îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç β0 è θ0). Ýòî äåëàåò ñâîéñòâà (21), (24) è (25) ïî÷òè òðèâè-
àëüíûìè. Ïðè ïðîâåðêå (24) íàäî ðàçîáðàòü ñëó÷àè ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé
%(x), à ïðè ïðîâåðêå (25) � ñëó÷àè ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé ρ(x, y). Ñâîéñòâà
(22) è (23) âûòåêàþò èç ñâîéñòâ (11) è (12), â êîòîðûõ ê íåçàâèñèìîìó ïåðå-
ìåííîìó x ïðèìåíåíà êîìïîçèöèÿ T äâèæåíèÿ è ðàñòÿæåíèÿ â βγ0 ðàç, ãäå
1 � γ0 � γ1 6 β0/β1. Óñëîâèÿ γ0 � γ1 6 β0/β1 ãàðàíòèðóþò, ÷òî ìíîæåñòâî
B(a, βγ1) ∩ Ω îïèñûâàåòñÿ îïðåäåëåíèåì 1 è ñîäåðæèò â ñåáå êàê ìíîæåñòâî
T (A) (ñì. (10)), òàê è íåêîòîðóþ ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè a(β) è T (en) öåïî÷êó
Ãàðíàêà, îòêóäà

u(a(β)) ≈ u(T (en)) & v(a(β)) ≈ v(T (en)).

Óñëîâèå æå 1 � γ0 îáåñïå÷èâàåò, ÷òî B(a, β) ∩ Ω ⊂ T (A0). Äëÿ äàëüíåéøåãî
îòìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííûå (α1, α2, α3, β1, γ1) çàâèñÿò ëèøü îò Ω.
Î÷åâèäíî, ÷òî UΩ ñîäåðæèò ôóíêöèþ x 7→ G(x, y0) ∧ 1 äëÿ ëþáîãî y0 ∈ Ω,

ãäå G � ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàñòè Ω. Çíà÷èò, UΩ 6= ∅.
Âîçüìåì ôóíêöèþ U ∈ UΩ. Ïóñòü îíà ãàðìîíè÷åñêàÿ íà ìíîæåñòâå {% < δ}.

Ðàññìîòðèì γ > 1 è x ∈ Ω ñ %(x) < β1/(1 + γ). Íàéäåì a ∈ ∂Ω, |x − a| = %(x).
Èìååò ñìûñë òî÷êà y = a(%(x)(1+γ)), ïðè÷åì ââèäó (21)

|x− y| 6 %(x) + %(x)(1 + γ) 6 {%(x) ∧ %(y)}ν, ν =

{
1 ∨ α1

1 + γ

}
(2 + γ).

Ïî (25) ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå N = N(Ω, γ) è öåïî÷êó {z[i]}N0 .
Î÷åâèäíî, ÷òî A(z[i], z[i+ 1]) ⊂ B(a, %(x)c1(α3, γ)) ∩ Ω ïðè i < N . Åñëè

%(x) < c2(Ω, U, γ) =
β1

1 + γ
∧ δ

(1 + γ)γ1
∧ δ

c1
,
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òî â ñèëó (22) è íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà

sup
B(x,%(x)γ)∩Ω

U 6 sup
B(a,%(x)(1+γ))∩Ω

U 6 α1U(y) = α1U(z[N ])

6 α13nU(z[N − 1]) 6 · · · 6 α13nNU(z[0]) = α13nNU(x).

Åñëè æå %(x) > c2, òî

(30) sup
B(x,%(x)γ)∩Ω

U 6 sup
Ω
U 6 c3(Ω, U, γ) min

{%>c2}
U 6 c3U(x).

Ñâîéñòâî (26) äîêàçàíî.
Ñâîéñòâî (27) ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê (26). Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî òî÷êà a ∈ ∂Ω äàíà ïî óñëîâèþ, à âìåñòî x è y = a(%(x)(1+γ)) èñïîëüçóþòñÿ
òî÷êè a(β) è a(βγ). Îíè óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå

|a(β) − a(βγ)| 6 β + βγ 6 {%(a(β)) ∧ %(a(βγ))}ν, ν = (1 + γ)α1.

Âîçüìåì x, y ∈ Ω òàêèå, ÷òî %(x) > %(y). Åñëè %(x) > |x− y|/4, òî
x ∈ A(x, y) ∩ Ω & ρ(x, y) 6 2%(x) + |x− y| 6 6%(x).

Ïóñòü %(x) < |x− y|/4. Ñ÷èòàÿ, ÷òî β1 < diam Ω/4, ïîëîæèì

β =
|x− y|β1

diam Ω
< β1 ∧

|x− y|
4

.

Ñ ó÷åòîì (21) íàéäåì a ∈ ∂Ω è a(β) ∈ ∂B(a, β)∩Ω ñî ñâîéñòâàìè |x− a| = %(x)
è %(a(β)) > β/α1. Òîãäà

|a(β) − (x+ y)/2| 6 |a(β) − a|+ |a− x|+ |x− y|/2 < |x− y|,
ρ(x, y) < 3|x− y|/2 = 3β diam Ω/(2β1) 6 3α1 diam Ω/(2β1)︸ ︷︷ ︸

c4(Ω)

%(a(β)).

Ïðè ýòîì α1 > 1 è ïîòîìó c4 > 6. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ

(∃z0 ∈ A(x, y) ∩ Ω ⊂ A1(x, y)) z0 ∈ Bc4(x, y).

Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî (29) äëÿ α = c4.
Ïóñòü α > 1. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà è ñâîéñòâó (26)

Aα(x, y) ⊂ B(z0, |x− y|+ ρ(x, y)α) ⊂ B(z0, %(z0)c4{1 + α}),
sup
Aα(x,y)

U 6 sup
B(z0,%(z0)c4{1+α})∩Ω

U 6 c5(Ω, U, c4{1 + α})U(z0) 6 c5 sup
A(x,y)∩Ω

U.

Äëÿ ëþáîãî z ∈ Bα(x, y) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

A(x, y) ⊂ B(z, |x− y|+ ρ(x, y)α) ⊂ B(z, %(z)α(1 + α)),

sup
A(x,y)∩Ω

U 6 c(Ω, U, α(1 + α))U(z).

Ìû äîêàçàëè (28).
Ïóñòü ôóíêöèè U, V ∈ UΩ ãàðìîíè÷åñêèå íà ìíîæåñòâå {% < δ}. Âîçüìåì

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî β2 < β1 ∧ (δ/γ1). Íàõîäÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ {% < β2} òî÷êó
a ∈ ∂Ω ñ |x− a| = %(x) < β2, ââèäó (23) è (21) ïîëó÷àåì

sup
{%<β2}

(U/V ) = sup
a∈∂Ω

sup
B(a,β2)∩Ω

(U/V ) 6 α1 max
{%>β2/α1}

(U/V ) ≡ α1M.

Îòñþäà supΩ(U/V ) 6 (α1M) ∨M = α1M < ∞. Àíàëîãè÷íî infΩ(U/V ) > 0.
Ëåììà 4 äîêàçàíà. �
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Ôîðìóëà Áîãäàíà äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà [15, òåîðåìà 2] â ñëåäóþùåé ëåììå
îáîáùàåòñÿ ñî ñëó÷àÿ n > 3 íà ñëó÷àé n > 2 ñ ìåíüøèì âíèìàíèåì ê âîçíè-
êàþùèì êîíñòàíòàì. Â [15, òåîðåìà 1] ïðèâåäåíà àíàëîãè÷íàÿ ïðèáëèæåííàÿ
ôîðìóëà äëÿ ÿäðà Ìàðòèíà. Â ñâÿçè ñ îöåíêàìè äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà ñîøëåìñÿ
íà ðàáîòû [17, 27, 28, 29, 38, 52, 67] è ëèòåðàòóðó â íèõ. Äâóñòîðîííþþ îöåíêó
äëÿ ïëîñêîé ëÿïóíîâñêîé îáëàñòè ìîæíî íàéòè â [82, ëåììà 4.2]. Â ðàáîòàõ
[8, 9, 12, 34, 60, 68, 75] ôóíêöèÿ Ãðèíà è îöåíêè äëÿ íåå èñïîëüçîâàëèñü ïðè
èçó÷åíèè W 1,p-êîððåêòíîñòè.

Ëåììà 5. Ïóñòü U ∈ UΩ, ãäå Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü.
Òîãäà ñóùåñòâóåò αG > 1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Ω

G(x, y)

αG
6
U(x)U(y) ln %(x)+%(y)+|x−y|e

|x−y|

supA(x,y)∩Ω U
2

6 G(x, y)αG (n = 2),(31a)

G(x, y)

αG
6
U(x)U(y)|x− y|2−n

supA(x,y)∩Ω U
2
6 G(x, y)αG (n > 3),(31b)

ãäå G � ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàñòè Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîñòîÿííûå (α1, α2, α3, β1, γ1) ïî ëåììå 4. Ïóñòü
ôóíêöèÿ U ãàðìîíè÷åñêàÿ íà ìíîæåñòâå {% < δ}, δ 6 diam Ω/2. Òîãäà

ε(Ω, δ) =
β1

diam Ω
∧ δ

γ1 diam Ω
∧ 1

12
6

1

2γ1
.

Îáîçíà÷èì f(x, y) = G(x, y) + E(x− y) = f(y, x) (ñì. (14)).
Äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ Ω íàéäåì òî÷êè a, b ∈ ∂Ω òàêèå, ÷òî |x − a| = %(x)

è |y − b| = %(y). Â òåðìèíàõ ëåììû 4 îáîçíà÷èì

X =

{
x ïðè %(x) > β = |x− y|ε,
a(β) ïðè %(x) < β,

Y =

{
y ïðè %(y) > β = |x− y|ε,
b(β) ïðè %(y) < β.

Çäåñü a(β) è b(β) èìåþò ñìûñë ââèäó β < (diam Ω)ε 6 β1. Ïðè ïðîâåðêå ôîðìóë
Áîãäàíà (31) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x 6= y. Î÷åâèäíî, ÷òî

(32)
|X − x| < 2β & |Y − y| < 2β,

(2/3)|x− y| 6 |x− y|(1− 4ε) < |X − Y | < |x− y|(1 + 4ε) 6 (4/3)|x− y|.

Ïîêàæåì, ÷òî ñ íå çàâèñÿùåé îò x è y ïîñòîÿííîé ϑ > 1

α−1
1 6

U(x)G(X, y)

G(x, y)U(X)
6 α1,(33)

α−1
1 6

U(y)G(X,Y )

G(X, y)U(Y )
6 α1,(34)

ϑ−1 6
ln %(x)+%(y)+|x−y|e

|x−y|

G(X,Y )
6 ϑ (n = 2),(35)

ϑ−1 6
|x− y|2−n

G(X,Y )
6 ϑ (n > 3),(36)
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ϑ−1 6
U(X)

supA(x,y)∩Ω U
6 1,(37)

ϑ−1 6
U(Y )

supA(x,y)∩Ω U
6 1.(38)

Ïåðåìíîæåíèå ýòèõ îöåíîê äîêàçûâàåò (31) ñ ïîñòîÿííîé αG = α2
1ϑ

3.
Ïðè %(x) > β íåðàâåíñòâî (33) òðèâèàëüíî. Ïóñòü %(x) < β. Òîãäà

|x− a| = %(x) < β & B(a, βγ1) ∩ Ω ⊂ B(a, δ) ∩ Ω ⊂ {% < δ},
|y − a| > |x− y| − |x− a| > |x− y|/2 > βγ1 ⇒ y /∈ B(a, βγ1).

Ïîýòîìó (33) ñëåäóåò èç îöåíêè (23) äëÿ ôóíêöèé U è G(·, y). Íåðàâåíñòâà (34)
òàê æå âûâîäÿòñÿ èç (23) äëÿ ôóíêöèé U è G(X, ·), òàê êàê ïðè %(y) < β

|y − b| = %(y) < β & B(b, βγ1) ∩ Ω ⊂ B(b, δ) ∩ Ω ⊂ {% < δ},
|X − b| > |x− y| − |X − x| − |y − b| > |x− y|/2 > βγ1 ⇒ X /∈ B(b, βγ1).

Ïðîâåðèì (35) è (36). Ðàçáåðåì ñíà÷àëà ñëó÷àé |X − Y | 6 %(X)/2, êîãäà

%(x) > %(X)− |x−X| > 2|X − Y | − 2β > β,

%(y) > %(X)− |x−X| − |x− y| > 2|X − Y | − 2β − |x− y| > β

ââèäó (32), îòêóäà (X,Y ) = (x, y) è |x− y| 6 %(x)/2. Ïðè n = 2 íàéäåì òî÷êó z
èç (24). Ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè f(x, ·) ïîëó÷àåì

%(x)

|x− y|
<
%(x) + %(y) + |x− y|e

|x− y|
<

4%(x)

|x− y|
6

(
%(x)

|x− y|

)3

,

(∀a ∈ ∂Ω)
ln %(x)

2π
6

ln |x− a|
2π

= f(x,a) 6
ln(|a− z|α2)

2π
,

ln %(x)

2π
6 f(x, y) 6

ln(|y − z|α2)

2π
,

1

2π
ln

%(x)

|x− y|
6 G(x, y) 6

1

2π
ln
|y − z|α2

|x− y|
,

|y − z|α2

|x− y|
6
|x− y|+ |x− z|

|x− y|
α2 6

c(α2)%(x)

|x− y|
6

(
%(x)

|x− y|

)c1(α2)

,

1

2π
ln

%(x)

|x− y|
6 G(x, y) 6

c1
2π

ln
%(x)

|x− y|
,

2π

c1
<

ln %(x)+%(y)+|x−y|e
|x−y|

G(x, y)
< 6π.

Ïðè n > 3 àíàëîãè÷íî

(∀a ∈ ∂Ω)
Γ(n/2)%(x)2−n

(2− n)2πn/2
6

Γ(n/2)|x− a|2−n

(2− n)2πn/2
= f(x,a) < 0,

Γ(n/2)%(x)2−n

(2− n)2πn/2
6 f(x, y) < 0,

(n− 2)2πn/2

Γ(n/2)
<
|x− y|2−n

G(x, y)
6

(n− 2)4πn/2

Γ(n/2)
.

Ìû äîêàçàëè (35) è (36) ïðè |X − Y | 6 %(X)/2.
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Ïóñòü òåïåðü |X − Y | > %(X)/2. Ñ ó÷åòîì (21) è (32) ïîëó÷àåì

|x− y|ε/α1 = β/α1 6 %(X) < 2|X − Y | < (8/3)|x− y|,(39)

|x− y|ε/α1 = β/α1 6 %(Y ),

|X − Y | < (4/3)|x− y| 6 {%(X) ∧ %(Y )}ν, ν(Ω, δ) = (4/3)α1/ε.

Ïî (25) íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå N(Ω, δ) ∈ N è öåïî÷êó {z[i]}N0 . Ïîëîæèì

γ(t) =

(
i

N
− t
)
Nz[i− 1] +

(
t− i− 1

N

)
Nz[i], 0 6

i− 1

N
6 t 6

i

N
6 1,

τ = max
{
t ∈ [0, 1] : |X − γ(t)| 6 %(X)/2

}
.

Òîãäà τ < 1. Äëÿ t ∈ [τ, 1] ∩
[
i−1
N , iN

]
ââèäó (39) è (25) âûâîäèì

|X − γ(t)| > %(X)

2
>
|x− y|ε

2α1
>
|X − Y |ε
(8/3)α1

>
|z[i− 1]− z[i]|ε

(8/3)α1α3
.

Ïðèìåíÿÿ ê G(X, ·) íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà âäîëü ëîìàíîé γ
∣∣
[τ,1]

, èìååì

c(Ω, δ) 6
G(X, γ(τ))

G(X,Y )
6 c(Ω, δ).

Ââèäó |X − γ(τ)| = %(X)/2 ≈ |x− y| (ñì. (39)) è ïðåäûäóùåãî àáçàöà

c(Ω, δ) 6
|x− y|2−n

G(X, γ(τ))
6 c(Ω, δ).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê (35) è (36) îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 2

%(x) + %(y)

|x− y|
6 1 +

2%(x)

|x− y|
< 1 + 4ε+

2%(X)

|x− y|
< 7, ñì. (32) è (39).

Â ñèëó |X − x| < 2β 6 |x − y|/6 èìååì X ∈ A(x, y) ∩ Ω, ÷òî äàåò ïðàâîå
íåðàâåíñòâî â (37). Ïðè ýòîì

ρ(x, y)/2 6 %(x) + |x− y| < %(X) + (2 + 1/ε)β 6 %(X){1 + (2 + 1/ε)α1},
òàê ÷òî X ∈ Bc2(x, y), c2(Ω, δ) = 2{1 + (2 + 1/ε)α1}. Èç (28) èìååì ëåâîå íåðà-
âåíñòâî â (37). Îöåíêè (38) ïðîâåðÿþòñÿ òî÷íî òàê æå. Ëåììà 5 äîêàçàíà. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ ïðîâåðÿåòñÿ áåç òðóäà, äîñòàâëÿåò ðàçëîæåíèå
Óèòíè îòêðûòîãî ìíîæåñòâà è ñâÿçàííîå ñ íèì ðàçáèåíèå åäèíèöû.

Ëåììà 6. Ââåäåì ñåìåéñòâî âñåõ äâîè÷íûõ êóáîâ â Rn ôîðìóëîé

D = {I : I = [0, 2k)n + 2kK äëÿ íåêîòîðûõ k ∈ Z è K ∈ Zn}.
Äëÿ íåïóñòîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ( Rn ïîëîæèì

E = {I ∈ D : %(cI) ≡ dist(cI ,Rn \ Ω) > 2 diam I} (cI � öåíòð I),

F = {I ∈ E : I ⊂ J ∈ E ⇒ I = J}.
Òîãäà êóáû ñåìåéñòâà F îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Ω è

(∀I ∈ F) %(cI) 6 (9/2) diam I.

Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè 0 6 ϕI ∈ C∞0 (Ω) (I ∈ F) òàêèå, ÷òî∑
I∈F

ϕI ≡ 1 & |∇ϕI | 6 cϕ(n)/ diam I,

suppϕI b (3/2)I = {(3/2)(x− cI) + cI : x ∈ I}.
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Ëåììà 7. Ïóñòü u ∈ C2(B) è ∆u = f0 +
∑n
j=1Djfj â D ′(B), ãäå

B = B(0, 1) & {fj}nj=0 ⊂ Lp(Rn) (1 < p <∞) & supp fj ⊂ B(0, 3/4).

Îáîçíà÷èì F =
∑n
j=0 ‖fj‖Lp(Rn). Òîãäà

‖u‖W 1,p(B(0,3/4)) 6 c(n, p)

{
max
∂B
|u|+ F

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ∆ èç îïðåäåëåíèÿ 1,
à f ∈ C0(Rn) � ïðîäîëæåíèå ∆u íóëåì íà Rn \ B. Òîãäà v = E ∗ f ∈ C1(Rn).

Ôóíêöèÿ u− v ãàðìîíè÷åñêàÿ â B, à ôóíêöèÿ v � âíå B(0, 3/4), ïîýòîìó

‖u− v‖W 1,p(B(0,3/4)) 6 c1(n, p) sup
B
|u− v| = c1 max

∂B
|u− v|,

max
∂B
|v| 6 c2(n, p)‖v‖W 1,p(B(0,3/2)),

‖u‖W 1,p(B(0,3/4)) 6 c1 max
∂B
|u|+ (c1c2 + 1)‖v‖W 1,p(B(0,3/2)).

Ïî íåðàâåíñòâó Þíãà äëÿ ñâåðòîê è òåîðåìå Ìèõëèíà î ìóëüòèïëèêàòîðàõ
(ñì. óòâåðæäåíèå ïîñëå òåîðåìû 7.1.18 è òåîðåìó 7.9.5 â [45] äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
k(x) = Di(xj |x|−n)) çàêëþ÷àåì, ÷òî ‖v‖W 1,p(B(0,3/2)) 6 c(n, p)F . Ñîïîñòàâëåíèå
ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ äîêàçûâàåò ëåììó 7. �

2. Îñíîâíîé êðèòåðèé W 1,p-êîððåêòíîñòè

Äîêàæåì ãëàâíûé ðåçóëüòàò ñòàòüè. Ýêâèâàëåíòíîñòü âêëþ÷åíèÿ Ω ∈ W1,p

óñëîâèþ Íèñòð¼ìà áóäåò îáñóæäàòüñÿ â � 4.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü â Rn, n > 2.
Ïðè 2 6 p <∞ ñêàæåì, ÷òî Ω ∈ W1,p, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî U ∈ UΩ

(40)

(∃α > 0) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0,diam Ω))∫
B(a,β)∩Ω

(U/%)p dx 6 αβn−p sup
B(a,β)∩Ω

Up.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü â Rn, n > 2. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî 2 6 p <∞ ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà W 1,p-êîððåêòíà, ò.å. ëþáîìó

f ∈W−1,p(Ω) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå u ∈W 1,p
0 (Ω) ñ ∆u = f ;

(ii) çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà W 1,p/(p−1)-êîððåêòíà;

(iii) ïîòåíöèàë Ãðèíà Gf ∈W 1,p
0 (Ω) äëÿ ëþáîãî f ∈ C∞0 (Ω) è

(∃C > 0) (∀f ∈ C∞0 (Ω)) ‖Gf‖W 1,p(Ω) 6 C‖f‖W−1,p(Ω);

(iv) Ω ∈ W1,p;
(v) (∃U ∈ UΩ) (∀m > 0) (∃α[m] > 0) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0,diam Ω))∫

B(a,β)∩Ω

(
U

%

)p(
ln
βe

%

)m
dx 6 α[m]βn−p sup

B(a,β)∩Ω

Up.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü (i) ⇔ (ii) ïîëó÷àåòñÿ èç ðåôëåêñèâíîñòè
ïðîñòðàíñòâà W 1,p(Ω), ñì. [1, ñ. 47] èëè [69, ñ. 64], è ýêâèâàëåíòíîñòè (8).
Ïóñòü âåðíî (i). Äëÿ f ∈ C∞0 (Ω) ïóñòü If � ðåøåíèå u èç (i). Òîãäà

Gf + If ∈W 1,2
0 (Ω) & ∆(Gf + If) = −f + f = 0 (ëåììà 2).
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Ïîýòîìó Gf + If ∈ N(∆2) = {0} è Gf = −If ∈W 1,p
0 (Ω). Îòñþäà

(∃C > 0) (∀f ∈ C∞0 (Ω)) ‖Gf‖W 1,p(Ω) = ‖If‖W 1,p(Ω) 6 C‖f‖W−1,p(Ω)

íà îñíîâàíèè òåîðåìû Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå. Çíà÷èò, (i)⇒ (iii).
Ïóñòü âûïîëíåíî (iii). Ïðåäñòàâèì ëþáîå f ∈W−1,p(Ω) ïðåäåëîì âW−1,p(Ω)

ïðè j →∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fj) ⊂ C∞0 (Ω) ïî ëåììå 3. Ïîëîæèì

uj = −Gfj ∈W 1,p
0 (Ω),

sup ‖uj‖W 1,p(Ω) 6 C sup ‖fj‖W−1,p(Ω) <∞.

Ðåôëåêñèâíîñòü ïðîñòðàíñòâà W 1,p
0 (Ω) ãàðàíòèðóåò, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (ujk) èìååò â íåì ñëàáûé ïðåäåë u ∈W 1,p
0 (Ω). Òåì áîëåå ujk → u

â D ′(Ω), ïîýòîìó ∆u = limk→∞∆ujk = limk→∞ fjk = f . Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è Äèðèõëå åäèíñòâåííî ââèäó N(∆p) ⊂ N(∆2) = {0}. Çíà÷èò, (iii)⇒ (i).
Äàëåå ðàññóæäàåì ïî ñõåìå (iii)⇒ (iv)⇒ (v)⇒ (iii).
Ïóñòü âåðíî (iii). Çàôèêñèðóåì U ∈ UΩ. Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 4 äëÿ ëþáûõ

a ∈ ∂Ω è 0 < β < 2β1 ïîëîæèì (ãäå χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ)

b = a(β/2) & B = B(b, %(b)/2) & f = χB .

Äëÿ ëþáûõ x ∈ B(a, β) ∩ Ω è y ∈ B ⊂ B(a, β) ∩ Ω ïî ëåììàì 4 è 5

ρ(x, y) = %(x) + %(y) + |x− y| < 4β 6 %(b)8α1 < %(y)16α1 (ñì. (21)),

y ∈ B16α1
(x, y) ⇒ sup

A(x,y)∩Ω

U 6 U(y)ϑ (ñì. (28)),

G(x, y)αG >
U(x)U(y)|x− y|2−n

supA(x,y)∩Ω U
2
>
U(x)(2β)2−n

U(y)ϑ2
(ñì. (31)),

Gf(x) > U(x)
[mesB](2β)2−n

αG[supB U ]ϑ2
>
c1(n, α1, αG, ϑ)U(x)β2

supB U
(ñì. (21)),

‖(Gf)/%‖Lp(Ω) > c1β
2

(∫
B(a,β)∩Ω

(U/%)p dx

)1/p/
sup

B(a,β)∩Ω

U.

Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàÿ ìîíîòîííóþ àïïðîêñèìàöèþ fj → f ôóíêöèÿìè
fj ∈ C∞0 (Ω), èç íåðàâåíñòâ (17), (iii) è (18) âûâîäèì, ÷òî

‖(Gfj)/%‖Lp(Ω) 6 αH(p)‖Gfj‖W 1,p(Ω) 6 αH(p)C‖fj‖W−1,p(Ω)

6 αH(p)CαH(q)‖%fj‖Lp(Ω) äëÿ q = p/(p− 1),

‖(Gf)/%‖Lp(Ω) 6 αH(p)CαH(q)c2(n, p)β1+n/p.

Ýòî óñòàíàâëèâàåò íåðàâåíñòâî (40) ñ ïîñòîÿííîé α = {c−1
1 αH(p)CαH(q)c2}p

ïðè îãðàíè÷åíèè β < 2β1. Îòñþäà U/% ∈ Lp(Ω), ÷òî äàåò (40) äëÿ îñòàëüíûõ
β < diam Ω ïî àíàëîãèè ñ (30). Ìû äîêàçàëè èìïëèêàöèþ (iii)⇒ (iv).
Èìïëèêàöèþ (iv) ⇒ (v) ìîæíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ ëåììû Ãåðèíãà, ñì.

[35, ëåììà 3] èëè ïðåäëîæåíèå 1.1 èç [36, ãë. V], âûâîäÿ èç Ω ∈ W1,p ñâîéñòâî
Ω ∈ W1,p? äëÿ íåêîòîðîãî p? > p, ÷òî äàåò ñîîòíîøåíèå

(41) (∃ε, α? > 0) (∀a, β)

∫
B(a,β)∩Ω

(
U

%

)p(
β

%

)ε
dx 6 α?β

n−p sup
B(a,β)∩Ω

Up

è, êàê ñëåäñòâèå, ñâîéñòâî (v). Ìû ïðèâåäåì äëÿ èìïëèêàöèè (iv)⇒ (v) áîëåå
ñëîæíîå (äâå ñòðàíèöû âìåñòî îäíîé), íî ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (iv), ÷òî ñîâïàäàåò ñ (v)
∣∣
m=0

. Î÷åâèäíî, ÷òî (v)

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ âñåõ öåëûõ m > 0. Ïî èíäóêöèè äîïóñòèì, ÷òî (v)
èìååò ìåñòî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî m− 1 > 0 âìåñòî m.
Ïîñòðîèì ñåìåéñòâà (D, E ,F) ïî ëåììå 6. Ââèäó F ⊂ E

(∀I ∈ F) (4/5) supI % < %(cI) < (4/3) infI %.

Íàéäåì òî÷êè a[I] ∈ ∂Ω ñ |cI − a[I]| = %(cI). Ðàññìîòðèì ëþáûå

a ∈ ∂Ω & β ∈ (0,diam Ω) & I ∈ F ñî ñâîéñòâîì B(a, β) ∩ I 6= ∅,

öåëîå k > 2 ñî ñâîéñòâîì βk[I] = %(cI)2
k < β1 ∧ (β/2).

Â ñèëó (21) ñóùåñòâóåò òî÷êà a[I](βk[I]) ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî

|a[I](βk[I]) − a[I]| = βk[I] 6 %(a[I](βk[I]))α1.

Ýòà òî÷êà ëåæèò â åäèíñòâåííîì êóáå I(k) ∈ F . Îòñþäà

diam I < %(cI)/2 < (2/3) infI % < β,

I ⊂ B(a, 2β),

(1/2) diam I + |cI − cI(k) | 6 (1/2) diam I + |cI − a[I]|+ βk[I] + (1/2) diam I(k)

< (1/4)%(cI) + %(cI) + βk[I] + (1/4)%(cI(k))

6 (21/16)βk[I] + (1/4)%(cI(k))

6 (21/16)
(
supI(k) %

)
α1 + (1/4)%(cI(k)) < 2%(cI(k))α1,

I ⊂ B(cI(k) , 2%(cI(k))α1),

|a− cI(k) | < β + (1/2) diam I + |cI − cI(k) |
< β + (21/16)βk[I] + (1/3)%(a[I](βk[I]))

< β + 2βk[I] < 2β.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî I êóáû I(k) ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òàê êàê åñëè I(k1) = I(k2)

ïðè k1 < k2, òî ââèäó îöåíêè diam I(k1) < (2/3) infI(k1) % èìååì

βk1 [I] 6
∣∣a[I](βk1 [I]) − a[I](βk2 [I])

∣∣ 6 diam I(k1) < (2/3)βk1 [I].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî c3(diam Ω/β1) óñòàíîâëåíà îöåíêà

(42)

(
ln

4β

%(cI)

)m
6 cm3 m! + c3m

∑
k

(
ln

2β

%(cI(k))

)m−1

.

Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî àáçàöà èìååì

J =

∫
B(a,β)∩Ω

(
U

%

)p(
ln
βe

%

)m
dx 6

∑
I

(
ln

4β

%(cI)

)m ∫
I

(
U

%

)p
dx

6 cm3 m!

∫
B(a,2β)∩Ω

(
U

%

)p
dx

+ c3m
∑

I∈F : |a−cI |<2β

(
ln

2β

%(cI)

)m−1 ∫
B(cI ,2%(cI)α1)∩Ω

(
U

%

)p
dx.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (40), (27), (26) è diam I < %(cI)/2 6 (9/4) diam I
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B(a,2β)∩Ω

(
U

%

)p
dx 6 c4(α,Ω, U, p)βn−p sup

B(a,β)∩Ω

Up,∫
B(cI ,2%(cI)α1)∩Ω

(
U

%

)p
dx 6

∫
B(a[I],3%(cI)α1)∩Ω

(
U

%

)p
dx

6 c(α,Ω, U, p, α1)%(cI)
n−p sup

B(a[I],%(cI))∩Ω

Up

6 c5(α,Ω, U, p, α1)

∫
I

(
U

%

)p
dx.

Îòñþäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è íåðàâåíñòâó (27)

J 6 cm3 m!c4β
n−p sup

B(a,β)∩Ω

Up + c3mc5

∫
B(a,3β)∩Ω

(
U

%

)p(
ln
βe

%

)m−1

dx

6 {cm3 m! + c3mα[m− 1]}c6(α,Ω, U, p, α1)βn−p sup
B(a,β)∩Ω

Up,

∀α[m] > {cm3 m! + c3mα[m− 1]}c6 óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîé îöåíêå.

Ïî èíäóêöèè ýòî äîêàçûâàåò (v). Îòìåòèì ñëåäóþùåå.

• Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî c6 > 1/2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òîãäà ìîæíî âçÿòü
α[m] = (α ∨ 1)(2c3c6)mm! (ïðè öåëûõ m). Óìíîæàÿ (v) íà εm/m! äëÿ
0 < ε < 1/(2c3c6) è ñóììèðóÿ ïî m, ïîëó÷àåì îöåíêó (41).

• Íåðàâåíñòâà ñî ñòåïåíÿìè ëîãàðèôìà � ýòî îäèí èç ñïîñîáîâ äîêàçàòü
ëåììó Ãåðèíãà [49, (2.12)].

Ïðîâåðèì (42). Îáîçíà÷èì K = (diam Ω/β1) ∨ 2 è L = ln(16K). Åñëè

T = ln
β

%(cI)4K
= ln

4β

%(cI)
− L 6 Lm,

òî
(

ln 4β
%(cI)

)m
6 Lm(1 + m)m < (Le)mm!, òàê ÷òî (42) âûïîëíåíî ïðè c3 > Le.

Íàîáîðîò, ïóñòü T > Lm. Ñ ó÷åòîì îöåíêè %(cI(k)) < (4/3)βk[I] èìååì(
ln

4β

%(cI)

)m
= (T + L)m <

(
1 +

1

m

)m
Tm < eTm,

Tm = m

∫ T

0

(T − t)m−1 dt 6 m ln 2
∑

l∈Z : 06l ln 2<T

(T − l ln 2)m−1

= m ln 2
∑

k∈Z : k>2 & βk[I]K<β

(
ln

β

βk[I]K

)m−1

6 m ln 2
∑

k∈Z : k>2 & βk[I]<β1∧(β/2)

(
ln

2β

%(cI(k))

)m−1

.

Òåïåðü (42) èìååò ìåñòî ïðè c3 > e ln 2. Ýòî óñòàíàâëèâàåò (42) è òåì ñàìûì
èìïëèêàöèþ (iv)⇒ (v).

Ïóñòü âåðíî (v) è f ∈ C∞0 (Ω). ÒîãäàGf ∈ C1(Ω)∩C(Ω)∩W 1,2
0 (Ω) ïî ëåììå 2.

Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂Ω ôóíêöèÿ Gf ãàðìîíè÷åñêàÿ è, â ñèëó
ôîðìóë Áîãäàíà, óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå |Gf | = O(U). Îòñþäà Gf ∈ W 1,p

0 (Ω)
ïî (v)

∣∣
m=0

è âíóòðåííåé îöåíêå ãðàäèåíòà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî îòìåòèì, ÷òî Gf ∈ C∞(Ω), òàê êàê E ∗ f ∈ C∞(Rn).
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Ïîñòðîèì ñåìåéñòâà (D, E ,F) è ðàçáèåíèå åäèíèöû {ϕI} ïî ëåììå 6. Ïóñòü
0 6 ψ ∈ C∞0 (B(0, 3/2)) è ψ ≡ 1 íà B(0, 5/4). Îáîçíà÷èì

BI = B(cI , (3/2) diam I), I ∈ F ,
ψI(x) = ψ((x− cI)/ diam I), x ∈ Rn.

Òîãäà ψI ∈ C∞0 (Rn), suppψI b BI b Ω è ψI ≡ 1 íà øàðå B(cI , (5/4) diam I).
Åñëè I ∈ F è x ∈ BI , òî ïî ëåììå 6

(1/2) diam I < %(cI)− |x− cI | 6 %(x) 6 %(cI) + |x− cI | < 6 diam I,(43) ∑
I∈F

χBI 6 c7(n).

Äëÿ f ∈ C∞0 (Ω) ïîëîæèì

G1f =
∑
I∈F

ϕIG[ψIf ],

G2f =
∑
I∈F

ϕIG[(1− ψI)f ] = Gf −G1f.

Ââèäó suppϕI b (3/2)I b BI èìååì

‖∇G1f‖pLp(Ω) 6 c
p−1
7

∑
I∈F

∥∥∇{ϕIG[ψIf ]}
∥∥p
Lp(BI)

6 c(n, p, cϕ)
∑
I∈F

{(‖G[ψIf ]‖Lp(BI)

diam I

)p
+
∥∥∇G[ψIf ]

∥∥p
Lp(BI)

}
.

Çàïèøåì f =
∑n
j=1Djfj ñîãëàñíî (19). Î÷åâèäíî, ÷òî

ψIf = −
n∑
1

(DjψI)fj +

n∑
1

Dj(ψIfj),(44)

(diam I)

∥∥∥∥∥
n∑
1

(DjψI)fj

∥∥∥∥∥
Lp(BI)

+

n∑
1

‖ψIfj‖Lp(BI) 6 c(ψ)

n∑
1

‖fj‖Lp(BI).

Ïðèìåíÿÿ ê îöåíêå ëåììû 7 àôôèííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïåðåâîäÿùóþ øàð
B(0, 1) íà øàð (4/3)BI = B(cI , 2 diam I) b Ω, ïîëó÷àåì

‖∇G1f‖pLp(Ω) 6 c(n, p, cϕ, ψ)
∑
I∈F

max∂( 4
3BI) |G[ψIf ]|p

(diam I)p−n
+

n∑
j=1

‖fj‖pLp(BI)

 .

Ïóñòü x ∈ ∂( 4
3BI) è y ∈ BI , îòêóäà |x−y| > (1/2) diam I è %(y) > (1/2) diam I

(ïî (43) äëÿ y âìåñòî x). Â ñèëó (31), (44) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

(diam I)|∇yG(x, y)| 6 c(n)G(x, y) 6 c(n, αG)(diam I)2−n,∣∣G[ψIf ](x)
∣∣ =

∣∣∣∣∫
BI

G(x, y)[ψIf ](y) dy

∣∣∣∣ 6 c(n, αG, ψ)(diam I)1−n
n∑
j=1

‖fj‖L1(BI).

Íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà è ïðåäûäóùèé àáçàö ïîêàçûâàþò, ÷òî

(45) ‖∇G1f‖pLp(Ω) 6 c8(n, p, cϕ, ψ, αG)
∑
I∈F

n∑
j=1

‖fj‖pLp(BI) 6 c7c8

n∑
j=1

‖fj‖pLp(Ω).
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Åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ(x, y) = ϕI(x)(1 − ψI(y)) èëè êàêîé-íèáóäü èç åå

ïðîèçâîäíûõ íåíóëåâîå, òî x ∈ 3
2I ⊂ B(cI , (3/4) diam I) è y /∈ B(cI , (5/4) diam I),

òàê ÷òî |x− y| > (1/2) diam I,

%(x) 6 %(cI) + |x− cI | 6 {(9/2) + (3/4)} diam I = (21/4) diam I < 11|x− y|,
%(y) 6 %(x) + |x− y| < 12|x− y|,

GΦ ∈ C∞(Ω× Ω) & (GΦ)(x, ·)f ∈ C∞0 (Ω).

Âêëþ÷åíèå Ψx = (GΦ)(x, ·) ∈ W 1,2
0 (Ω) ïðîâåðÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 2

èëè âûâîäèòñÿ èç íåå. Ëàïëàñèàí ∆Ψx ∈ C∞0 (Ω) ãëàäêî çàâèñèò îò x, òàê ÷òî

DxiΨx ∈ W 1,2
0 (Ω) ïî W 1,2-êîððåêòíîñòè. Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèé fj ∈ Lp(Ω)

âûâîäèì çàêîííîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì â ñëåäóþùåé âûêëàäêå:

Di{ϕIG[(1− ψI)f ]}
∣∣
x

= Dxi

∫
Ω

(GΦ)(x, y)f(y) dy

=

∫
Ω

DxiΨx

n∑
1

Djfj dy

= −
n∑
j=1

∫
Ω

DxiDyj (GΦ)(x, y)fj(y) dy.

Èç ãàðìîíè÷íîñòè G(x, y) ïðè x 6= y è ôîðìóë Áîãäàíà (31) ïîëó÷àåì

|DxiDyj (GΦ)| 6 c(cϕ, ψ)

{
G

%(x)%(y)
+
|DxiG|
%(y)

+
|DyjG|
%(x)

+ |DxiDyjG|
}

6 c(n, cϕ, ψ)
G

%(x)%(y)

6 c9(n, cϕ, ψ, αG)G2

äëÿ

G2(x, y) =
U(x)U(y)|x− y|2−n

%(x)%(y) supA(x,y)∩Ω U
2
.

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω ïî íåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà

|DiG2f |x 6 c7c9
n∑
j=1

∫
%(x)611|x−y|

G2(x, y)|fj(y)| dy

6 c7c9

n∑
j=1

∫
Ωx

Up(x)|x− y|p−n

%p(x) supA(x,y)∩Ω U
p

 ln 22|x−y|
%(x)

ln 22|x−y|
%(y)

pσ

|fj(y)|p dy


1
p

Q
1
q (x),

ãäå Ωx = Ω \B(x, %(x)/11), σ > 1/q = (p− 1)/p è

Q(x) =

∫
Ωx

Uq(y)|x− y|q−n

%q(y) supA(x,y)∩Ω U
q

 ln 22|x−y|
%(y)

ln 22|x−y|
%(x)

qσ

dy.

Îöåíèì Q(x). Âîçüìåì a ∈ ∂Ω, |x− a| = %(x). Äëÿ öåëîãî k > 0 ïóñòü

βk = %(x)2k & B0 = ∅ & Bk+1 = B(a, βk+1).
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Î÷åâèäíî, ÷òî

Bk+1 ⊂ B((x+ y)/2, βk+1 + %(x) + |x− y|/2),

β1 + %(x) + |x− y|/2 = 3%(x) + |x− y|/2 6 3{%(x) + |x− y|},

|y − a| > βk ⇒
βk+1 + %(x) + |x− y|/2 = 2βk + %(x) + |x− y|/2
6 2{|x− a|+ |x− y|}+ %(x) + |x− y|/2
6 3{%(x) + |x− y|},

(∀y ∈ (Bk+1 \Bk) ∩ Ω) Bk+1 ∩ Ω ⊂ A3(x, y) (ñì. ëåììó 4),

(∀y ∈ (Bk+1 \Bk) ∩ Ω) sup
Bk+1∩Ω

U 6 ϑ sup
A(x,y)∩Ω

U (ñì. (28)),

(∀y ∈ (Bk+1 \Bk) ∩ Ωx) βk/11 6 |x− y| 6 |x− a|+ |y − a| < 3βk,

Nk =

∫
(Bk+1\Bk)∩Ωx

Uq(y)|x− y|q−n

%q(y) supA(x,y)∩Ω U
q

 ln 22|x−y|
%(y)

ln 22|x−y|
%(x)

qσ

dy

6
(βk+1/22)q−nϑq

lnqσ(2k+1) supBk+1∩Ω U
q

∫
Bk+1∩Ω

(
U

%

)q (
ln

33βk+1

%

)qσ
dy.

Ïðè 0 < β < diam Ω ïî íåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà è óñëîâèþ (v)
∣∣
m=pσ∫

B(a,β)∩Ω

(
U

%

)q (
ln
βe

%

)qσ
dy 6 α[pσ]

1
p−1 β

n−p
p−1 sup

B(a,β)∩Ω

Uq
[
mesB(a, β)

] p−2
p−1

6 c(n, p, α[pσ])βn−q sup
B(a,β)∩Ω

Uq.(46)

Ââèäó ñòàíäàðòíîãî ðàññóæäåíèÿ ýòó îöåíêó ìîæíî ñ÷èòàòü ñïðàâåäëèâîé äëÿ
âñåõ 0 < β < 2 diam Ω, ïîýòîìó

Nk 6
c(n, p, σ, α[pσ], ϑ)

lnqσ(2k+1)
ïðè βk+1 < 2 diam Ω,

Q(x) =
∑

k>0: βk<diam Ω

Nk 6 c(n, p, σ, α[pσ], ϑ) â ñèëó qσ > 1,

‖DiG2f‖pLp(Ω) 6 c(n, p, σ, α[pσ], ϑ, cϕ, ψ, αG)×

×
n∑
j=1

∫
Ω

|fj(y)|p dy
∫

Ω[y]

Up(x)|x− y|p−n

%p(x) supA(x,y)∩Ω U
p

 ln 22|x−y|
%(x)

ln 22|x−y|
%(y)

pσ

dx,

ãäå Ω[y] = Ω \B(y, %(y)/12).
Ðàâíîìåðíàÿ ïî y îãðàíè÷åííîñòü Ω[y]-èíòåãðàëà ïðîâåðÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ

ïðåäûäóùèì àáçàöåì. Âìåñòî (46) èñïîëüçóåì ñàìî óñëîâèå (v)
∣∣
m=pσ

, à âìåñòî

qσ > 1 � óñëîâèå pσ > 1. Ââèäó Gf = G1f + G2f è îöåíîê (16), (19) è (45)
çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖Gf‖W 1,p(Ω) 6 (αP + 1)‖∇Gf‖Lp(Ω)

6 c10(αP , n, p, σ, α[pσ], ϑ, cϕ, ψ, αG)

n∑
j=1

‖fj‖Lp(Ω)

6 c10M‖f‖W−1,p(Ω).

Èìïëèêàöèÿ (v)⇒ (iii) è òåîðåìà 1 äîêàçàíû. �
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3. Êëàññ îáëàñòåé Aµ, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ïîñòîÿííàÿ è òåîðåìà Êàðëåìàíà�Õóáåðà

Èíòåãðàëüíîå óñëîâèå Ω ∈ W1,p òåñíî ñâÿçàíî ñî ñòåïåííûì óáûâàíèåì
ôóíêöèè U ïðè ñòðåìëåíèè ê ãðàíèöå. Â äàííîì ïàðàãðàôå ñîáðàíû ñâåäåíèÿ
îá ýòîì âîïðîñå, ïðåèìóùåñòâåííî èçâåñòíûå. Îáîçíà÷åíèå Aµ âçÿòî â ÷åñòü
ðàáîò Õ. Àéêàâû [5], Þ.À. Àëõóòîâà [8] è À. Àíêîíà [11].

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü è 0 < µ 6 1.
Ñêàæåì, ÷òî Ω ∈ Aµ, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî U ∈ UΩ

(47) (∃α > 1) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0,diam Ω)) (∀γ ∈ (0, 1))

sup
B(a,βγ)∩Ω

U

sup
B(a,β)∩Ω

U
6 αγµ.

Ëåììà 8. Ïóñòü U ∈ UΩ, ãäå Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü.
Òîãäà âêëþ÷åíèå Ω ∈ Aµ ðàâíîñèëüíî ëþáîìó èç óñëîâèé (47),

(∃α > 1) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0,diam Ω))
supB(a,β)∩Ω %

−µU

supB(a,β)∩Ω U
6 αβ−µ,(48)

(∃α > 1) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0,diam Ω)) (∀γ ∈ (0, 1)) sup
B(a,βγ)∩Ω

ωaβ 6 αγ
µ,(49)

ãäå ωaβ(x) = ω(x, ∂B(a, β) ∩ Ω, B(a, β) ∩ Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü Ω ∈ Aµ ⇔ (47) âûòåêàåò èç ïîñëåäíåãî
óòâåðæäåíèÿ ëåììû 4.
Ïóñòü âåðíî (47). Âîçüìåì ëþáûå a ∈ ∂Ω, 0 < β < diam Ω è x ∈ B(a, β) ∩ Ω.

Íàéäåì a ∈ ∂Ω ñ |x− a| = %(x) 6 |x− a| < β. Òîãäà ïî (47) è (27)

U(x) 6 α

(
|x− a|
β

)µ
sup

B(a,β)∩Ω

U

6 α

(
%(x)

β

)µ
sup

B(a,3β)∩Ω

U 6 αc(Ω, U)

(
%(x)

β

)µ
sup

B(a,β)∩Ω

U.

Çíà÷èò, èìååò ìåñòî (48). Îáðàòíî, åñëè âåðíî (48), òî

sup
B(a,βγ)∩Ω

U 6 (βγ)µ sup
B(a,βγ)∩Ω

%−µU 6 αγµ sup
B(a,β)∩Ω

U.

Ýòî äîêàçûâàåò (47). Ïîýòîìó Ω ∈ Aµ ⇔ (47)⇔ (48).
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

(∂B(a, β) ∩ Ω) ∪ (B(a, β) ∩ ∂Ω) ⊂ ∂(B(a, β) ∩ Ω)

⊂ (∂B(a, β) ∩ Ω) ∪ (B(a, β) ∩ ∂Ω).

Ìíîæåñòâî B(a, β) ∩ ∂Ω îòêðûòî â ãðàíèöå ∂(B(a, β) ∩ Ω) è â ñèëó óñëîâèÿ
âíåøíåãî êîíóñà ñîñòîèò èç åå ðåãóëÿðíûõ òî÷åê. Îòñþäà ωaβ

∣∣
B(a,β)∩∂Ω

= 0 ïî

ñâîéñòâó (v) èç [56, � IV.3].
Ïóñòü (α1, β1, γ1) � ïîñòîÿííûå èç ëåììû 4, à ôóíêöèÿ U ãàðìîíè÷åñêàÿ íà

{% < δ}. Äîïóñòèì, ÷òî âåðíî (47). Âîçüìåì a ∈ ∂Ω, 0 < β < diam Ω è 0 < γ < 1.
Åñëè γ < γ0 = (β1 ∧ (δ/γ1))/ diam Ω (< γ−1

1 ), òî ïî (23), (47) è ωaβ 6 1 èìååì

sup
B(a,βγ)∩Ω

ωaβ 6

(
sup

B(a,βγ0)∩Ω

ωaβ
U

)
sup

B(a,βγ)∩Ω

U
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6

(
α2

1 inf
B(a,βγ0)∩Ω

ωaβ
U

)
α(γ/γ0)µ sup

B(a,βγ0)∩Ω

U 6 α2
1αγ

−µ
0 γµ.

Åñëè æå γ > γ0, òî supB(a,βγ)∩Ω ω
a
β 6 1 6 γ−µ0 γµ. Ìû äîêàçàëè (49).

Îáðàòíî, ïóñòü èìååò ìåñòî (49). Âîçüìåì a ∈ ∂Ω, 0 < β < δ, 0 < γ < 1,
x ∈ B(a, βγ)∩Ω è ïîñòðîèì ìåðó δ′x îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà B(a, β)∩Ω (� 1).
Àññîöèèðîâàííîñòü δ′x ñ δx è óñëîâèå (49) ïîêàçûâàþò, ÷òî

U(x) =

∫
∂(B(a,β)∩Ω)

U dδ′x =

∫
∂B(a,β)∩Ω

U dδ′x

6 ωaβ(x) sup
∂B(a,β)∩Ω

U 6 αγµ sup
B(a,β)∩Ω

U.

Ïðîâåðêà (47) ïðè β > δ àíàëîãè÷íà. Çíà÷èò, Ω ∈ Aµ ⇔ (47)⇔ (49). �

Ñâîéñòâà (47) è (48) çàïèñàíû â òåðìèíàõ íàøåãî íîâîãî êëàññà UΩ. Â (49)
èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ωaβ , âñòðå÷àþùàÿñÿ óæå â ðàáîòå [11]. Â ðàáîòàõ [5, 81]

îíà íàçâàíà ëîêàëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ìåðîé, à (49) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ β
äëÿ íå îáÿçàòåëüíî ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé � ñâîéñòâîì LHMD óáûâàíèÿ ëî-
êàëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû. Ýòî ñâîéñòâî äîïóñêàåò ôîðìóëèðîâêó â òåð-
ìèíàõ ãëîáàëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû ω(x, ∂Ω \ B(a, β),Ω) è òåñíî ñâÿçàíî
ñ îãðàíè÷åííîñòüþ îïåðàòîðà ãàðìîíè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà
Ã¼ëüäåðà Cµ(∂Ω) â ïðîñòðàíñòâî Ã¼ëüäåðà Cµ(Ω) [5, òåîðåìà 3].
Îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (49) äëÿ íåêîòîðîãî 0 < µ 6 1, õàðàê-

òåðèçóþòñÿ óñëîâèåì CDC íà ïëîòíîñòü åìêîñòè [5, ñëåäñòâèå 1]. Ïðè n = 2
èçâåñòíî ìíîãî ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé: ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíîãî áàðüåðà è âû-
ïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Õàðäè, ñì. [11, òåîðåìà 2] è [81, òåîðåìà 3.1], à òàêæå ðÿä
óñëîâèé òèïà ðàâíîìåðíîé ñîâåðøåííîñòè ãðàíèöû [80, òåîðåìû 2.18 è 7.1]. Ïî-
ñëåäíåå îçíà÷àåò, ãðóáî ãîâîðÿ, ÷òî íà âñåõ ìàñøòàáàõ äëèí â îáëàñòè íåò äûð,
ìàëûõ â ìåòðè÷åñêîì èëè êîíôîðìíîì ñìûñëå.
Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñîîòíîøåíèå

Ω ∈
⋃

1/2<µ61

Aµ ïðè n = 2 èëè Ω ∈
⋃

0<µ61

Aµ ïðè n > 3

â òîé èëè èíîé ôîðìå õîðîøî èçâåñòíî, ñì. [25, (3.1)] èëè [66, òåîðåìà 7]. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ëåãêî ïîñòðîèòü áàðüåð â êðóãîâîì êîíóñå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
Ãåãåíáàóýðà (âûðàæàþùåéñÿ ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä). Ìû æå âûâåäåì
åãî èç òåîðåìû Êàðëåìàíà�Õóáåðà, ÷òî ïîòðåáóåò íåêîòîðîé ïîäãîòîâêè.
Ïóñòü K 6= ∅ � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî åäèíè÷íîé ñôåðû

Sn−1 = {ζ ∈ Rn : |ζ| = 1}.

Ôóíêöèÿ |x|µf(|x|−1x) ãàðìîíè÷åñêàÿ â êîíóñå {x ∈ Rn\{0} : |x|−1x ∈ K} òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà δf = −λf â K äëÿ λ = µ(µ + n − 2), ãäå δ � îïåðàòîð
Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè â Sn−1. Òðåáîâàíèÿ f > 0 è f

∣∣
∂K

= 0, âàæíûå ïðè èçó÷å-

íèè êëàññà Aµ, ïðèâîäÿò ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíîãî òîíà λ[K] ìíîæåñòâà K.
Ãëàâíûå îòíîñÿùèåñÿ ñþäà ñâåäåíèÿ äàíû â [54, � 2.2]. Âìåñòî ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è äëÿ δ ìû îïðåäåëèì λ[K] ÷åðåç îòíîøåíèå Ðýëåÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ íåïóñòîãî îòêðûòîãî K ⊂ Sn−1 ÷åðåç F(K) îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî âñåõ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé f : Sn−1 → [0,∞) ñî ñâîéñòâàìè f 6≡ 0
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è f
∣∣
Sn−1\K = 0. Ïóñòü σ � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà Sn−1. Ïîëîæèì

λ[K] = inf
f∈F(K)

(∫
K

f2 dσ

)−1 ∫
K

|∇Sn−1f |2 dσ,

µ[K] =

√
λ[K] +

(
n− 2

2

)2

− n− 2

2
,

σn = σ(Sn−1) = 2πn/2/Γ(n/2),

K(n, s) = {x ∈ Sn−1 : s < xn 6 1} (−1 < s < 1),

S(n, s) =
σ(K(n, s))

σn
=

Γ(n/2)

Γ
(
n−1

2

)√
π

∫ arccos s

0

sinn−2 φdφ,

µ(n, S) = µ[K(n, s(n, S))] (0 < S < 1),

ãäå ôóíêöèÿ s(n, ·) îáðàòíà ê ôóíêöèè S(n, ·).
Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà L ⊂ Sn−1 îáîçíà÷èì

λ[L] = sup
K⊃L

λ[K] & µ[L] = sup
K⊃L

µ[K].

Âåëè÷èíû 0 6 µ[K] < ∞ è 0 6 µ[L] 6 ∞ íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ïîñòîÿííûìè ìíîæåñòâ K è L. Îñíîâíîé òîí λ[K(n, s)] è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ïîñòîÿííàÿ µ[K(n, s)] øàðà íà ñôåðå èçó÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå èç [13, ñ. 274],
[23, ñ. 50�54], [33, òåîðåìû 2�5], ëèòåðàòóðå èç [61, ñ. 435] è [66, òåîðåìà 2].

Ëåììà 9. Åñëè S = σ−1
n σ(K) ∈ (0, 1) äëÿ îòêðûòîãî K ⊂ Sn−1, òî

(50)

µ[K] > µ(n, S) > µ(∞, S) = lim
n→∞

µ(n, S)

> φ∞(S) =

{
1
2 ln 1

4S + 3
2 ïðè 0 < S < 1

4 ,

2(1− S) ïðè 1
4 6 S < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîí λ[K] ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì âû÷èñëÿòü ïîñðåä-
ñòâîì ìíîæåñòâà F(K)∩C∞(Sn−1). Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ÷åðåç óìíîæåíèå f ∈ F(K)
íà ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ è ñãëàæèâàíèå. Òåïåðü ïåðâàÿ îöåíêà â (50) âûòåêàåò
èç òîãî, ÷òî îïåðàòîð ñèììåòðèçàöèè

F(K) ∩ C∞(Sn−1)→ F(K(n, s(n, S)))

èç [79] ñîõðàíÿåò èíòåãðàë
∫
f2 dσ è íå óâåëè÷èâàåò èíòåãðàë

∫
|∇Sn−1f |2 dσ,

ñì. [79, ñ. 325].
Âòîðàÿ îöåíêà â (50) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 â [33].
Òðåòüÿ îöåíêà â (50) ñëåäóåò èç òåîðåìû 3 â [33]. Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà

îïèðàåòñÿ íà íåêîòîðîå ñâîéñòâî íóëåé ôóíêöèé ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà,
äîêàçàííîå â [42] ñ ïðèâëå÷åíèåì ÝÂÌ. Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñâîé-
ñòâà äàíî â [30, � 8], à ïîñòðîåííûé â [30] ãðàôèê ôóíêöèè µ(∞, S) ïîêàçûâàåò
áëèçîñòü ôóíêöèé µ(∞, S) è φ∞(S). �

Òåîðåìîé Êàðëåìàíà�Õóáåðà ìû íàçûâàåì äèôôåðåíöèàëüíóþ îöåíêó

(51) r2m′′ + (N + 1)rm′ > {µ2 + µN}m (À. Õóáåð [47, (21)])

èëè åå ¾èíòåãðàëüíûå¿ ñëåäñòâèÿ, ãäå N = n − 2, à m(r) è µ(r) � L2-ñðåäíåå
è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ íà ñôåðå ∂B(a, r), îòâå÷àþùèå íåêîòîðîé
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ôóíêöèè u > 0 ñ ∆u > 0. Â òåðìèíàõ ôóíêöèé

m(t) = m(et) & µ(t) = µ(et) & ν(t) = lnm(t) = lnm(et)

îöåíêà (51) ïðèíèìàåò ôîðìû

m′′ +Nm′ > {µ2 + µN}m,(52)

ν′′ + ν′2 + ν′N > µ2 + µN.

Ìåòîä âîñõîäèò ê Ò. Êàðëåìàíó [21] (ñì. òàêæå [39, � 6]), äîêàçàâøåìó àíàëîã
îöåíêè (52)

∣∣
N=0

äëÿ èíòåãðàëîâ îò u2 ïî ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì íà ïëîñêîñòè.
Òåìîé òàêæå çàíèìàëèñü À. Äèíãõàñ, Õ. Êåëëåð, À. Ïôëþãåð, Ì. Õàéíñ è Ì.
Öóäçè, ñì. áèáëèîãðàôèþ â [41, � 8.1], [47] è îñîáåííî â [39, � 6]. Îòìåòèì, ÷òî
ðàáîòà [47], âûñîêî îöåíåííàÿ â [33], â êíèãå [41] äàæå íå óïîìèíàåòñÿ.
Ïðè âûâîäå èç (51) îöåíêè íà m îáû÷íî ñíà÷àëà ïîëó÷àþò íåðàâåíñòâî

äëÿ ïðîèçâîäíîé d
dr r

Nm2, ñì. [41, � 8.1] è [47, � 2] äëÿ n = 2 èëè [47, � 2], [33,
ñëåäñòâèå òåîðåìû D] è [74, � 2] äëÿ n > 3. Ìû æå ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ ëåììó,
ïîçâîëÿþùóþ òðàêòîâàòü ñëó÷àè n = 2 è n > 3 åäèíûì îáðàçîì.

Ëåììà 10. Ïóñòü ôóíêöèè µ ∈ L∞[t0, t1], ν ∈ C2[t0, t1] (−∞ < t0 < t1 < ∞)
è öåëîå ÷èñëî N > 0 òàêîâû, ÷òî ν íå óáûâàåò è ïî÷òè âñþäó íà [t0, t1]

ν′′ + ν′2 + ν′N > µ2 + µN,(53)

µ ∈ {0} ∪ [1/2,∞) ïðè N = 0 èëè µ > 0 ïðè N > 1.(54)

Òîãäà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

(∀t : t0 6 t 6 t1 − 2)

∫ t

t0

µ(s) ds+ ν(t0) 6 ν(t+ 2) (N = 0),(55) (
∀t : t0 6 t 6 t1 −

1

2

) ∫ t

t0

µ(s) ds+ ν(t0) 6 ν
(
t+

1

2

)
+ ln 2 (N > 0).(56)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ëèïøèöåâó â [t0, t1] ôóíêöèþ

λ(t) =

∫ t

t0

{µ(s)− ν′(s)} ds =

∫ t

t0

µ(s) ds+ ν(t0)− ν(t).

Ïóñòü N = 0. Ïîêàæåì, ÷òî L > λ äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèè

L(t) =

{
ln(1 + 2ν′(t)) ïðè ν′(t) 6 1/2,

ln
√

8ν′(t) ïðè ν′(t) > 1/2.

Èìååì L(t0) > 0 = λ(t0), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî L′ > λ′ ïî÷òè
âñþäó â [t0, t1]. Â ñèëó (53) è (54) ïî÷òè âñþäó ïðè ν′ 6 1/2

L′ =
2ν′′

1 + 2ν′
>

µ+ ν′

(1/2) + ν′
{µ− ν′} > µ− ν′ = λ′.

Àíàëîãè÷íî, ïî÷òè âñþäó ïðè ν′ > 1/2

L′ =
ν′′

2ν′
>
µ+ ν′

2ν′
{µ− ν′} > µ− ν′ = λ′.

Îöåíêà L > λ óñòàíîâëåíà.
Ïóñòü t 6 t1 − 2. Åñëè λ(t) 6 0, òî ââèäó ν(t) 6 ν(t + 2) èìååò ìåñòî (55),

ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî λ(t) > 0 è, çíà÷èò, ν′(t) > 0. Èç (53) âûâîäèì

ν′′ > µ2 − ν′2 > −ν′2,
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(∀s > t) ν′(s) >
1

s− t+ 1
ν′(t)

,

ν(t+ 2)− ν(t) >
∫ t+2

t

ds

s− t+ 1
ν′(t)

= ln(1 + 2ν′(t)) > L(t) > λ(t).

Ìû äîêàçàëè (55). Åñëè æå t 6 t1 − 1
2 è λ(t) > 0, òî

ν
(
t+

1

2

)
− ν(t) >

∫ t+1/2

t

ds

s− t+ 1
ν′(t)

= ln
(

1 +
ν′(t)

2

)
,

ν′(t) 6 1/2 ⇒ ln
(

1 +
ν′(t)

2

)
= L(t) + ln

1 + ν′(t)/2

1 + 2ν′(t)
> λ(t) + ln

1

2
,

ν′(t) > 1/2 ⇒ ln
(

1 +
ν′(t)

2

)
= L(t) + ln

1 + ν′(t)/2√
8ν′(t)

> λ(t) + ln
1

2
.

Ìû äîêàçàëè (56) äëÿ N = 0.
Ïóñòü N > 1. Ïîëîæèì

L(t) = ln

√
1 +

2ν′(t)

N
, t0 6 t 6 t1.

Êàê âûøå, â ñèëó (53), (54) è ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

L(t0) > 0 = λ(t0),

L′ =
ν′′

N + 2ν′
>
µ+ ν′ +N

N + 2ν′
{µ− ν′} > µ− ν′ = λ′,

L > λ,

ν′′ > µ2 + µN − ν′2 − ν′N > −ν′2 − ν′N,

(∀s > t) ν′(s) >
N(

1 + N
ν′(t)

)
eN(s−t) − 1

(ïðè λ(t) > 0),

ν
(
t+

1

2

)
− ν(t) > ln

(
1 +

1− e−N/2

N
ν′(t)

)
> ln

(
1 +

ν′(t)

4N

)
= L(t) + ln

1 + ν′(t)/(4N)√
1 + 2ν′(t)/N

> λ(t) + ln
1

2
.

Íåðàâåíñòâî (56) è ëåììà 10 äîêàçàíû. �

Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ íàøåãî âàðèàíòà òåîðåìû Êàðëåìàíà�Õóáåðà.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèÿ u : Ω→ [−∞,∞) â îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rn
íàçûâàåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé, åñëè îíà ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó è äëÿ ëþáîãî

øàðà B(x, r) ⊂ Ω

u(x) 6 σ−1
n

∫
Sn−1

u(x+ rζ) dσ(ζ).

Ïîëóíåïðåðûâíîñòü u ñâåðõó îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî {x ∈ Ω: u(x) < τ}
îòêðûòî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî τ . Î ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ñì. [40],
[41], [43, ãë. 4], [45, � 4.1], [46, � 16.1] è [56, � I.2].
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

u : Ω = {x ∈ Rn : |x− a| < RΩ} → [0,∞),

ãäå a ∈ Rn è 0 < RΩ 6∞. Äëÿ 0 < r < RΩ îáîçíà÷èì

L(u, r) = {ζ ∈ Sn−1 : u(a+ rζ) > 0}.

Òîãäà

(57) µ(r) = lim
τ→0+

µ[L(u− τ, r)] > µ[L(u, r)] > 2σ−1
n σ(Sn−1 \ L(u, r)).

Ïóñòü 0 < r < R < RΩ. Òîãäà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

m(r) =

√
σ−1
n

∫
Sn−1

u2(a+ rζ) dσ(ζ)

6 2 exp

(
−
∫ R/

√
e

r

µ(ρ) dρ

ρ

)
m(R) (ïðè r < R/

√
e),(58)

m(r) 6M(r) = sup
∂B(a,r)

u = sup
B(a,r)

u 6

√
1 + (r/R)2

{1− (r/R)2}n−1
m(R),(59)

M(r) 6 3(4/3)n−2 exp

(
−
∫ R/

√
e

r
√
e

µ(ρ) dρ

ρ

)
M(R) (ïðè r < R/e)(60)

6 3(4/3)n−2 exp

(
− 2

σn

∫
r
√
e<|x−a|<R/

√
e& u(x)=0

dx

|x− a|n

)
M(R).(61)

Ïðåäåë â (57) ñóùåñòâóåò ââèäó íåóáûâàíèÿ ôóíêöèè τ 7→ µ[L(u − τ, r)].
Ìíîæåñòâî L(u, r) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì êàê îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
{ζ ∈ Sn−1 : u(a+ rζ) > 1/j}, j ∈ N. Ïðèìåð â [41, ñ. 537] ïîêàçûâàåò, ÷òî L(u, r)
ìîæåò èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó è ïóñòóþ âíóòðåííîñòü.
Èç çàìêíóòîñòè {x ∈ Ω: u(x) > τ} â Ω ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ

r 7→ µ[{ζ ∈ Sn−1 : u(a+ rζ) > τ}]

ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ µ : (0, RΩ)→ [0,∞] èçìåðèìà.
Ïðè n = 2 îöåíêè âèäà (58) è (60) îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Ì. Öóäçè, ñì.

òåîðåìû 8.2 è 8.3 â [41]. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû µ(r) è ñïîñîá ðåãóëÿðèçàöèè â
[41] ñëîæíåå, ÷åì ó íàñ.
Ïðè n = 2 ìåòîä Êàðëåìàíà êîíêóðèðóåò ñ îöåíêàìè Àëüôîðñà [39, (2.3)].

Îöåíêè ¾â îáðàòíóþ ñòîðîíó¿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé òðåáóþò íåêîòîðîé
ãëàäêîñòè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ (îòäåëüíûå ññûëêè ñì. â [73, � 1]).
Äëÿ n > 3 îöåíêà (58) ïî÷òè èäåíòè÷íà ñëåäñòâèþ òåîðåìû D â [33], îäíàêî

ïðèïèñûâàíèå ñàìîé òåîðåìû D ðàáîòå [47] ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîððåêòíûì, ò.ê.
â [47] ïîñòàíîâêà çàäà÷è äðóãàÿ, à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ µ[·] îïðåäå-
ëåíà òîëüêî äëÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Çíà÷åíèå òåîðåìû 2 ìû âèäèì â ïðîÿñ-
íåíèè ýòîãî âîïðîñà è åäèíîé òðàêòîâêå ñëó÷àåâ n = 2 è n > 3.
Ñóáãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè u2 è èíòåãðàë Ïóàññîíà äëÿ u2

∣∣
∂B(a,R)

ñðàçó

äîñòàâëÿþò íåðàâåíñòâî (59) ñ áîëüøåé ïîñòîÿííîé
√

1+r/R
{1−r/R}n−1 .

Ôóíêöèÿ (61) ñõîäíà ñ ôóíêöèåé expS èç [73, � 1]. Â ðàáîòàõ [33] è [74],
ñîåäèíÿþùèõ îöåíêè (50) è (51), ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ åùå íå ïîÿâèëèñü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæåíèå L(u−τ, r) ⊂ L(u, r) (τ > 0) âëå÷åò ëåâóþ îöåíêó â
(57). Ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ìåðû Ëåáåãà σ(L(u, r)) = infîòêðûòîå K⊃L(u,r) σ(K). Ñ
ó÷åòîì (50) èìååì ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (57) ïðè σ(L(u, r)) < σn. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (57) î÷åâèäíî.
Ïóñòü 0 < et0 = r < R/

√
e < R = et1 < RΩ. Äëÿ τ > 0 è 0 < ε < RΩ − R

ïîëîæèì

(u− τ)+ = (u− τ) ∨ 0 & ψε = ε−nψ(·/ε) & uε = (u− τ)+ ∗ ψε,
ãäå ôóíêöèÿ 0 6 ψ ∈ C∞0 (Rn) èìååò íîñèòåëü â B(0, 1), èíòåãðàë

∫
ψ dx = 1 è

çàâèñèò òîëüêî îò |x|. Ôóíêöèÿ (u− τ)+ ñóáãàðìîíè÷íà ïî ñëåäñòâèþ 16.1.5 â
[46], îòêóäà ïî òåîðåìå 4.1.8 â [45] è åå äîêàçàòåëüñòâó ñâåðòêà uε èìååò ñìûñë,
íåîòðèöàòåëüíà, êëàññà C∞ è ñóáãàðìîíè÷íà (∆uε > 0) ïðè |x − a| < RΩ − ε,
ïðè÷åì uε ↓ (u− τ)+ âñþäó â B(a,R) ïðè ε→ 0.
Äëÿ ρ ∈ [r,R] ïîëîæèì L = {ζ ∈ Sn−1 : u(a + ρζ) > τ}. Îöåíèì µ[L] ñâåðõó.

Âîçüìåì íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî K ⊃ L. Äîïóñòèì, ÷òî
(62) (∀j ∈ N : j > (RΩ −R)−1) (∃ζ[j]) ζ[j] ∈ L(u1/j , ρ) \K.

Ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ζ ∈ Sn−1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ζ[j]). Ñâîéñòâî
u1/j(a + ρζ[j]) > 0 ïîêàçûâàåò, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå øàðà B(a + ρζ[j], 1/j)
âûïîëíåíà îöåíêà (u− τ)+ > 0. Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà {x ∈ Ω: u(x) > τ} â Ω
äàåò, ÷òî u(a + ρζ) > τ , ò.å. ζ ∈ L ⊂ K. Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îòêðûòîñòè
ìíîæåñòâà K è óñëîâèÿì ζ[j] /∈ K. Ïîýòîìó (62) ëîæíî, òàê ÷òî

(∃ε) L(uε, ρ) ⊂ K & µ[K] 6 µε(ρ) = µ[L(uε, ρ)].

Îòñþäà µ[K] 6 limε→0 µε(ρ) è µ[L] = supK µ[K] 6 limε→0 µε(ρ).
Äëÿ ρ ∈ [r,R] ïóñòü mε(ρ) � ýòî L2-ñðåäíåå ïî ñôåðå ∂B(a, ρ) ôóíêöèè uε.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî

(63) mε(r) 6 2 exp

(
−
∫ R/

√
e

r

µε(ρ) dρ

ρ

)
mε(R).

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ñíà÷àëà ïðè ε→ 0 (ïðåäûäóùèå äâà àáçàöà) è çàòåì
ïðè τ → 0, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (58).
Ïðè âûâîäå (63) ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî mε(r) > 0. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè

ôóíêöèÿ u2
ε ñóáãàðìîíè÷íà, îòêóäà mε(ρ) > mε(r) > 0 (òåîðåìà 4.1.8 â [45]),

ïîýòîìó íà îòðåçêå [t0, t1] èìåþò ñìûñë ôóíêöèè

µ(t) = µε(e
t) & ν(t) = lnmε(e

t).

Ïðîâåðèì äëÿ íèõ è äëÿ N = n− 2 âûïîëíåíèå óñëîâèé ëåììû 10.
Ìíîæåñòâà L(uε, ρ) 6= ∅ îòêðûòû, ïîýòîìó 0 6 µ < ∞. Èçìåðèìîñòü ýòîé

ôóíêöèè î÷åâèäíà, à îãðàíè÷åííîñòü áóäåò ñëåäîâàòü èç (53). Ãëàäêîñòü uε
ïîêàçûâàåò, ÷òî mε ∈ C∞[r,R] è ν ∈ C∞[t0, t1]. Íåóáûâàíèå mε âëå÷åò íåóáû-
âàíèå ν. Ïðè n = 2 ëèáî L(uε, ρ) = S1, êîãäà µε(ρ) = 0, ëèáî L(uε, ρ) ÿâëÿåòñÿ
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ äóã. Ðàññìàòðèâàÿ êàæäóþ äóãó
ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Âèðòèíãåðà, ïîëó÷àåì λ[L(uε, ρ)] > 1/4 è µε(ρ) > 1/2,
÷òî äîêàçûâàåò (54).
Óñòàíîâèì (53), âîñïðîèçâåäÿ (â öåëÿõ ïîëíîòû) âûêëàäêó èç [47]. Äèôôå-

ðåíöèðîâàíèå è íåðàâåíñòâî Êîøè ïîêàçûâàþò, ÷òî

m′ε(ρ) =
1

mε(ρ)σn

∫
Sn−1

(
uε
∂uε
∂ρ

)
(a+ ρζ) dσ(ζ)(64)



ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÑÎÁÎËÅÂÑÊÎÉ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÄÈÐÈÕËÅ 2169

6

(
σ−1
n

∫
Sn−1

(
∂uε
∂ρ

)2

(a+ ρζ) dσ(ζ)

)1/2

.(65)

×èñëî ∂uε
∂ρ (a+ρζ) = ∂{uε(a+ρζ)}

∂ρ â òî æå âðåìÿ ðàâíî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

∇uε(a+ρζ) ·ζ. Ïóñòü dS � ýëåìåíò ïëîùàäè íà ∂B(a, ρ). Â ñèëó (64), ôîðìóëû
Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî è íåðàâåíñòâ uε > 0 è ∆uε > 0 ïîëó÷àåì

mε(ρ)m′ε(ρ) =
1

σnρn−1

∫
∂B(a,ρ)

(uε∇uε)(x) · x− a
ρ

dS(x)

=
1

σnρn−1

∫
B(a,ρ)

{|∇uε|2 + uε∆uε} dx,

(ρn−1mε(ρ)m′ε(ρ))′ = σ−1
n

∫
∂B(a,ρ)

{|∇uε|2 + uε∆uε} dS

>
ρn−1

σn

∫
Sn−1

{(
∂uε
∂ρ

)2

(a+ ρζ) +
|∇Sn−1f(ζ)|2

ρ2

}
dσ(ζ),

ãäå f ∈ F(L(uε, ρ)), f(ζ) = uε(a+ ρζ). Èç (65) è îòíîøåíèÿ Ðýëåÿ èìååì

(ρn−1mε(ρ)m′ε(ρ))′ > ρn−1m′2ε (ρ) + ρn−3λ[L(uε, ρ)]m2
ε(ρ),

ρ2m′′ε (ρ) + (n− 1)ρm′ε(ρ) > λ[L(uε, ρ)]mε(ρ)

= {µ2
ε(ρ) + µε(ρ)N}mε(ρ).

Ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâî âèäà (51). Èç íåãî ëåãêî âûâîäèòñÿ (53).
Èòàê, óñëîâèÿ ëåììû 10 ïðîâåðåíû. Ïðèìåíÿÿ (56) ñ t = t1− 1

2 , ïîñëå çàìåíû
ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì (63). Îöåíêà (58) äîêàçàíà.
Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (59) òðèâèàëüíî, à ðàâåíñòâî äâóõ ñóïðåìóìîâ ñëåäóåò

èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà [45, òåîðåìà 4.1.8].
Ïðè ïðîâåðêå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â (59) ìîæíî, ïîëüçóÿñü àïïðîêñè-

ìàöèåé u ∗ ψε, ñ÷èòàòü ôóíêöèþ u íåïðåðûâíîé íà B(a,R). Ëåììà 16.1.3 è
ïðåäëîæåíèå 16.1.4 â [46], à çàòåì íåðàâåíñòâî Êîøè ïîêàçûâàþò, ÷òî

(∀x ∈ ∂B(a, r)) u(x) 6
(R2 − r2)Rn−2

σn

∫
Sn−1

u(a+Rζ) dσ(ζ)

|x− a−Rζ|n

6 (R2 − r2)Rn−2

√
σ−1
n

∫
Sn−1

dσ(ζ)

|x− a−Rζ|2n
m(R).

Äëÿ y = (1− cosφ)/2, ãäå φ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x− a è ζ, èìååì

I = σ−1
n

∫
Sn−1

dσ(ζ)

|x− a−Rζ|2n
=

Γ(n/2)

Γ
(
n−1

2

)√
π

∫ π

0

sinn−2 φdφ

(r2 +R2 − 2rR cosφ)n

=
Γ(n/2)

Γ
(
n−1

2

)√
π

2n−2

(4rR)n

∫ 1

0

y
n−3
2 (1− y)

n−3
2 dy{

y + (r−R)2

4rR

}n .

Èçâåñòíî (ñì. [32], ãë. 14, � 5), ÷òî äëÿ α, β, γ > 0∫ 1

0

yα−1(1− y)β−1 dy

(y + γ)α+β
=

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)(1 + γ)αγβ
.
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Äèôôåðåíöèðóÿ ïî γ è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó óäâîåíèÿ, íàõîäèì∫ 1

0

yα−1(1− y)β−1 dy

(y + γ)α+β+1
=

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)(1 + γ)α+1γβ+1

αγ + β(1 + γ)

α+ β
,

I =
Γ(n/2)

Γ
(
n−1

2

)√
π

2n−2

(4rR)n
Γ2
(
n−1

2

)
Γ(n− 1)

(
4rR

R2 − r2

)n+1
r2 +R2

4rR
=

r2 +R2

(R2 − r2)n+1
.

Îòñþäà ñëåäóåò (59).

Îöåíêà (60) âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ (58), (59),
√

e+1
e−1 <

3
2 è

√
e
e−1 <

4
3 .

Íåðàâåíñòâî (61) ïîëó÷àåòñÿ èç (57) ïåðåõîäîì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì
x− a = ρζ, dx = ρn−1 dρ dσ(ζ). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

Ñôîðìóëèðóåì ïðèëîæåíèå òåîðåìû 2 ê âêëþ÷åíèþ Ω ∈ Aµ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ îãðàíè÷åííîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn ïóñòü

L(a, β) = {ζ ∈ Sn−1 : a+ βζ ∈ Ω}, a ∈ ∂Ω & β > 0.

Òîãäà ïðè 0 < µ 6 1 ëþáîå èç óñëîâèé

(∃β0 > 0) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0, β0)) µ[L(a, β)] > µ,(66)

(∃α > 0) (∃β0 > 0) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0, β0)) (∀γ ∈ (0, 1))

2

σn

∫
x∈Rn\Ω: βγ<|x−a|<β

|x− a|−n dx > µ ln
1

γ
− α(67)

äîñòàòî÷íî äëÿ âêëþ÷åíèÿ Ω ∈ Aµ. Âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(68) Ω ∈
⋃

1/2<µ61

Aµ ïðè n = 2 èëè Ω ∈
⋃

0<µ61

Aµ ïðè n > 3.

Âêëþ÷åíèå Ω ∈ A1 ñâÿçàíî ñ óñëîâèÿìè íà ∂Ω òèïà óñëîâèÿ Ëÿïóíîâà�
Äèíè. Ðÿä îòíîñÿùèõñÿ ñþäà ññûëîê ñîáðàí â [71, ï. 4.3].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì U ∈ UΩ. Ïóñòü âûïîëíåíî (66). Óìåíüøàÿ β0, åñëè
íóæíî, ìîæåì ñ÷èòàòü U ãàðìîíè÷åñêîé íà B(a, β0) ∩ Ω ïðè a ∈ ∂Ω. Âîçüìåì
ëþáûå a ∈ ∂Ω, β ∈ (0, β0) è γ ∈ (0, 1/e). Â òåîðåìå 2 ïîëîæèì RΩ = β0 è

u =

{
U íà B(a, β0) ∩ Ω,

0 íà B(a, β0) \ Ω.

Ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà è ïðè ëþáîì x ∈ B(a, β0) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
èç îïðåäåëåíèÿ 5 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ r < rx. Èçâåñòíî (ñì. ïóíêò (ii)
ïðåäëîæåíèÿ 16.1.4 â [46]), ÷òî ýòî äàåò ñóáãàðìîíè÷íîñòü u. Íà îñíîâå (60),
ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (57) è óñëîâèÿ (66) âûâîäèì

sup
B(a,βγ)∩Ω

U = M(βγ) 6 3(4/3)n−2 exp

(
−µ
∫ β/

√
e

βγ
√
e

dρ

ρ

)
M(β)

= 3(4/3)n−2eµγµ sup
B(a,β)∩Ω

U.

Ïðè 1/e 6 γ < 1 èìååì M(βγ) 6M(β) 6 eµγµM(β). Ìû äîêàçàëè îöåíêó (47)
ïðè β < β0. Äëÿ β > β0 îíà âûâîäèòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Çíà÷èò, Ω ∈ Aµ.
Èìïëèêàöèÿ (67)⇒ Ω ∈ Aµ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî íà îñíîâå (60) è (61).
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Îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âíåøíåãî êîíóñà Ïóàíêàðå, ïîýòîìó

(∃S ∈ (0, 1)) (∃β0 > 0) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0, β0)) σ(L(a, β)) 6 σnS.

Ïðè n = 2 ïåðâàÿ îöåíêà (50) ïîêàçûâàåò, ÷òî µ[L(a, β)] > µ(2, S) = 1/(2S),
òàê ÷òî âåðíî (66) äëÿ µ = 1/(2S) > 1/2. Îòñþäà Ω ∈ Aµ. Ïðè n > 3 òî÷íî òàê
æå µ[L(a, β)] > µ = 2(1− S) > 0 è Ω ∈ Aµ. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà. �

4. Ñîïîñòàâëåíèå îñíîâíîãî êðèòåðèÿ ñ ëèòåðàòóðîé

Íàø îñíîâíîé êðèòåðèé (� 2) ñâîäèò ïðîáëåìó W 1,p-êîððåêòíîñòè ê ïðîâåð-
êå èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ Ω ∈ W1,p. Äîâîëüíî îáùèé ðåçóëüòàò îòíîñèòåëüíî
âêëþ÷åíèÿ Ω ∈ W1,p ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñî÷åòàíèè ïîòî÷å÷íîãî óñëîâèÿ Ω ∈ Aµ
íà U ∈ UΩ (� 3) ñ èíòåãðàëüíîé îöåíêîé (72) èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4. Ðàññìîòðèì íàäãðàôèê

Ω = {x ∈ Rn : xn > ω(x′)}

ëèïøèöåâîé ôóíêöèè ω : Rn−1 → R (n > 2) ñ |ω(ξ)−ω(η)| 6 θ|ξ−η| è ω(0) = 0.
Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Uω ∈ C∞(Ω) ∩ C(Ω) ñî ñâîéñòâàìè

(69) Uω > 0 & ∆Uω = 0 & Uω
∣∣
∂Ω

= 0 & Uω(en) = 1.

Äëÿ β > 0, γ > 0, σ > 0 è ρ(x) = xn − ω(x′) èìååì

(∀a ∈ ∂Ω) (∀β, γ) c(n, θ) 6

∫
x′∈Q(a′,β) & γ<ρ(x)<2γ

U2
ω dx

βn−3(β ∧ γ)2γU2
ω(a+ (β ∨ γ)en)

6 c(n, θ),(70)

(∀a ∈ ∂Ω) (∀β, σ)

∫
x′∈Q(a′,β) & 0<ρ(x)<2β

ρσ−3U2
ω dx

βn+σ−3U2
ω(a+ βen)

6 c(n, θ, σ),(71)

ãäå Q(a′, β) = {ξ ∈ Rn−1 : |ξ − a′|∞ < β} � ýòî (n− 1)-ìåðíûé êóá.
Åñëè U ∈ UΩ (Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü) è σ > 0, òî

(72) (∃α > 0) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0,diam Ω))

∫
B(a,β)∩Ω

%σ−3U2 dx

βn+σ−3 supB(a,β)∩Ω U
2
6 α.

Ôóíêöèÿ Uω ââåäåíà, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå a, β è γ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áëèçêî ê çàìêíóòîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðó

îñòàëüíîé ÷àñòè ñòàòüè. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî óïðîñòèòü çà ñ÷åò èçâåñòíûõ
ôàêòîâ. Âî-ïåðâûõ, ñâîéñòâî (70) ìîæíî âûâåñòè èç òåîðåì Äàëüáåðãà î ãàð-
ìîíè÷åñêîé ìåðå ãðàíè÷íûõ øàðîâ ([24, ëåììà 1] èëè [20, ëåììà 2.2]) è î êâàä-
ðàòè÷íîé ñóììèðóåìîñòè ÿäðà Ïóàññîíà, ò.å. ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà�Íèêîäèìà
ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû ïî ïîâåðõíîñòíîé ìåðå, ñì. [24, òåîðåìà 3] èëè [50, òåî-
ðåìà 1]. Íàø âûâîä ñâîéñòâà (70) ñõîäåí ñ [24], íî ñàìà ôîðìóëèðîâêà (70)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íîâîé è èìåþùåé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Âî-âòîðûõ, íåðà-
âåíñòâà (71) è (72) àíàëîãè÷íû ëåììå 7.1 ïðåïðèíòà [76] è, êàê è îíà, âûòåêàþò
èç ïðèíàäëåæàùåé Äàëüáåðãó êâàäðàòè÷íîé ñóììèðóåìîñòè íåòàíãåíöèàëüíîé
ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè ãðàäèåíòà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Êåëüâèíà (ñì. [43, � 2.6] èëè [54, ñ. 40]) ñâîäèòñÿ ê çàìå÷àíèþ 2.7 è ëåììå
3.7 â [48], îäíàêî äëÿ äàëüíåéøåãî íàì íóæíî äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà
àïïðîêñèìàöèè.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ C∞0 (Rn−1) ðàâíà 1 íà øàðå {|ξ| < 1}. Ôóíêöèè

ξ 7→ ω(ξ)ϕ(ξ/N) (N ∈ N)

ôèíèòíû è èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ïîñòîÿííûå Ëèïøèöà. Èõ óñðåä-
íåíèÿ ïî Ñîáîëåâó ω[N ] ñ ðàäèóñàìè 1/N îáëàäàþò ýòèìè æå ñâîéñòâàìè è ïðè
N →∞ ñõîäÿòñÿ ê ω ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ. Èç [72] (òåîðåìà 3 è ëåììà 4)
äëÿ ëþáîãî N ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Uω[N ] ñî ñâîéñòâàìè (69). Íåðà-
âåíñòâî Ãàðíàêà è òåîðåìû Ãàðíàêà ïîçâîëÿþò ïåðåõîäîì ê ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (Uω[Nk]), ñõîäÿùåéñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â Ω, ïîñòðîèòü ôóíêöèþ
U∞, óäîâëåòâîðÿþùóþ ïåðâîìó, âòîðîìó è ÷åòâåðòîìó óñëîâèÿì â (69). Îíà
óäîâëåòâîðÿåò è òðåòüåìó óñëîâèþ ââèäó îöåíêè ñòåïåííîãî óáûâàíèÿ Uω[Nk]

âáëèçè ãðàíèöû, äîêàçûâàåìîé òàê æå, êàê òåîðåìà 3.
Åäèíñòâåííîñòü Uω ïðîâåðèì ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 1.7 â [7]. Ïóñòü U �

ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé ñî ñâîéñòâàìè (69). Â ñèëó (12)

M = sup
U,V ∈U & x∈Ω

U(x)/V (x) ∈ [1,∞).

Äëÿ ëþáûõ U, V ∈ U èìååì U 6MV , (V −U+MV )/M ∈ U è U 6 V −U+MV ,
ïîýòîìó U 6 (1 +M)V/2, M 6 (1 +M)/2, M = 1 è U = {U∞}.
Èç åäèíñòâåííîñòè Uω ñëåäóåò, ÷òî ïðè N →∞

Uω[N ] → Uω

ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â Ω. Çíà÷èò, ïðè âûâîäå (70) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
|ω(ξ)− ω(η)| 6 θ|ξ − η| è ω ∈ C∞0 (Rn−1). Òîãäà, êàê èçâåñòíî, Uω ∈ C∞(Ω).
Ïî íåðàâåíñòâó Ãàðíàêà âäîëü äâóõçâåííîé ëîìàíîé ïîëó÷àåì

(73) (∀a ∈ ∂Ω)(∀β 6 2γ)
supx′∈Q(a′,β) & γ<ρ(x)<2γ Uω(x)

infx′∈Q(a′,β) & γ<ρ(x)<2γ Uω(x)
6 c1(n, θ).

Ââèäó a′ ∈ Q(a′, β) è ρ(a+ γen) = γ èìååì îöåíêè (70) äëÿ β 6 γ.
Îáîçíà÷èì Υ(ξ) = |∇Uω|(ξ, ω(ξ)). Ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà ïðîèçâîäíîé îò Uω

âäîëü âíóòðåííåé íîðìàëè ê ∂Ω. Äîïóñòèì, ÷òî

(74) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β > 0) c2(n, θ) 6

∫
Q(a′,β)

Υ2 dξ

βn−3U2
ω(a+ βen)

6 c3(n, θ).

Âîçüìåì ëþáûå a ∈ ∂Ω è β > γ > 0. Íàéäåì öåëîå N > 0 ñî ñâîéñòâàìè

γ < βN = 2−Nβ 6 2γ

è òàêîå ìíîæåñòâî A ⊂ ∂Ω èç 2(n−1)N òî÷åê, ÷òîáû êóáû Q(a′, βN ) ñ a ∈ A
îáðàçîâàëè ðàçáèåíèå êóáà Q(a′, β) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäìíîæåñòâ èõ ãðàíèö. Â
ñèëó îöåíîê (73) è (74) èìååì∫

x′∈Q(a′,β) & γ<ρ(x)<2γ

U2
ω dx 6 [2βN ]n−1γc21

∑
a∈A

U2
ω(a + βNen)

6 2n−1c21c
−1
2 β2

Nγ
∑
a∈A

∫
Q(a′,βN )

Υ2 dξ

6 2n+1c21c
−1
2 γ3

∫
Q(a′,β)

Υ2 dξ

6 2n+1c21c
−1
2 c3β

n−3γ3U2
ω(a+ βen).
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Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî∫
x′∈Q(a′,β) & γ<ρ(x)<2γ

U2
ω dx > 2n−1c−2

1 c2c
−1
3 βn−3γ3U2

ω(a+ βen).

Íåðàâåíñòâà (70) äîêàçàíû.
Ïðèñòóïèì ê ïðîâåðêå (74). Âîçüìåì a ∈ ∂Ω è β > 0. Ïîñòðîèì îáëàñòü Ω0

êëàññà C∞ òàêóþ, ÷òî

{x ∈ Rn : x′ ∈ Q(a′, 4β) & ω(x′) < xn < ω(x′) + 2βθ + 10β} ⊂ Ω0,

Ω0 ⊂ {x ∈ Rn : x′ ∈ Q(a′, 5β) & ω(x′) < xn < ω(x′) + 2βθ + 10β}.

Ïóñòü X = a + 8βen ∈ Ω0, Y = a + βen ∈ Ω0, FX � àññîöèèðîâàííàÿ ñ ìåðîé
δX ìåðà íà ∂Ω0, G � ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ Ω0, à H � ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà

H(x) = ω(x,A,Ω0), A = {(ξ, ω(ξ)) : ξ ∈ Q(a′, β)} ⊂ ∂Ω0.

Ôîðìóëà Ãðèíà äàåò õîðîøî èçâåñòíóþ ôîðìóëó dFX/dS = |∇yG(X, ·)| äëÿ
ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà�Íèêîäèìà ìåðû FX ïî ïîâåðõíîñòíîé ìåðå. Îòñþäà

H(X) = FX(A) =

∫
A

dFX =

∫
A

|∇yG(X, ·)| dS.

Ìàñøòàáèðóÿ ãðàíè÷íûé ïðèíöèï Ãàðíàêà (12) â β ðàç, èìååì

H(X) 6 c(n, θ)
G(X,Y )

Uω(Y )

∫
A

|∇Uω| dS.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî G(X,Y ) 6 c(n, θ)β2−n è H(X) > c(n, θ)H(Y ).
Ïóñòü H1(x) = ω(x,A1,Ω1), ãäå A1 � íèæíÿÿ ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà

Ω1 = Q(a′, β/
√
n)× (an − βθ − β, an + βθ + 2β).

Î÷åâèäíî, ÷òî H,H1 ∈ C(Ω0 ∩ Ω1) è H > H1 íà ∂(Ω0 ∩ Ω1). Ïðèíöèï ìàêñè-
ìóìà, ìàñøòàáèðîâàíèå â β ðàç, ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà è íåðàâåíñòâî
Êîøè ïîêàçûâàþò, ÷òî

H(Y ) > H1(Y ) = c(n, θ),

Uω(Y ) 6 c(n, θ)β2−n
∫
Q(a′,β)

Υ dξ 6 c(n, θ)β
3−n
2

(∫
Q(a′,β)

Υ2 dξ

)1/2

.

Ëåâîå íåðàâåíñòâî â (74) äîêàçàíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî A ⊂ B(a, βγ) äëÿ γ =
√
n− 1

√
θ2 + 1. Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè

ϕ,ψ ∈ C∞0 (Rn) òàêèå, ÷òî 0 6 ϕ 6 1, 0 6 ψ 6 1,

ϕ
∣∣
B(a,βγ)

≡ 1 & suppϕ ⊂ B(a, 2βγ) & |Dαϕ| 6 c(n, θ)β−|α| (|α| 6 2),

ψ
∣∣
B(a,2βγ)

≡ 1 & suppψ ⊂ B(a, 3βγ) & |∇ψ| 6 c4(n, θ)β−1ψ1/2.

Îáîçíà÷èì V = DnUω. Â îáëàñòè Ω ââèäó ∆V = 0 èìååì

div{ϕUω∇V −∇(ϕUω)V } = −∆(ϕUω)V.

Ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî, ñâîéñòâà Uω
∣∣
∂Ω

= 0, V
∣∣
∂Ω
> 0 è |∇Uω|V = dS

dξ ,
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íåðàâåíñòâî Êîøè è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïîêàçûâàþò, ÷òî∫
∂Ω

ϕ|∇Uω|V dS = −
∫

Ω

∆(ϕUω)V dx

= −
∫

Ω

{(∆ϕ)Uω + 2∇ϕ · ∇Uω}V dx,∫
Q(a′,β)

Υ2 dξ 6
∫
∂Ω

ϕ|∇Uω|V dS

6 c5(n, θ)β−2

√∫
B(a,2βγ)∩Ω

U2
ω dx
√
W + c6(n, θ)β−1W,

W =

∫
Ω

ψ|∇Uω|2 dx

= −
∫

Ω

Uω div(ψ∇Uω) dx

= −
∫

Ω

Uω∇ψ · ∇Uω dx

6 c4β
−1

√∫
B(a,3βγ)∩Ω

U2
ω dx
√
W.

Ïî îöåíêå Êàðëåñîíà (11), íåðàâåíñòâó Ãàðíàêà è ñâîéñòâó W <∞∫
B(a,3βγ)∩Ω

U2
ω dx 6 c7(n, θ)βnU2

ω(a+ βen),∫
Q(a′,β)

Υ2 dξ 6 c4{c5 + c4c6}c7βn−3U2
ω(a+ βen).

Ïðàâàÿ îöåíêà â (74) äîêàçàíà, à ñ íåé è íåðàâåíñòâà (70).
Äëÿ ëþáûõ a ∈ ∂Ω è β, σ > 0 ïî (70) ïîëó÷àåì (71):∫

x′∈Q(a′,β) & 0<ρ(x)<2β

ρσ−3U2
ω dx =

∞∑
k=0

∫
x′∈Q(a′,β) & 1<

ρ(x)

β2−k
<2

ρσ−3U2
ω dx

6 c8(n, θ, σ)

∞∑
k=0

(β2−k)σ−3βn−3(β2−k)3U2
ω(a+ βen)

=
c8

1− 2−σ
βn+σ−3U2

ω(a+ βen).

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü. Ëþáîìó a ∈ ∂Ω ïî ïåðâîìó
àáçàöó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4 îòâå÷àåò òðîéêà (β0, D, ω) ñ

|ω(ξ)− ω(η)| 6 θ0|ξ − η|

òàêàÿ, êàê â îïðåäåëåíèè 1. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ ω íà Rn−1 ñ ñîõðàíåíèåì
ëèïøèöåâîñòè (íàïðèìåð, ñì. [83], òåîðåìà 11.2), îáåñïå÷èì ñâîéñòâî ω(0) = 0
äîáàâëåíèåì ê ω êîíñòàíòû è ïîñòðîèì ôóíêöèþ Uω. Ââèäó (23) è (71) ýòî
äàåò óñëîâèå (72) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ β. Ñëó÷àé îñòàëüíûõ çíà÷åíèé β ðàç-
áèðàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (30). Ñâîéñòâî (72) è òåîðåìà 4 äîêàçàíû. �

Äîêàæåì îáåùàííûé ðåçóëüòàò î ñâÿçè ìåæäó êëàññàìè W1,p è Aµ.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü â Rn. Òîãäà

(75) {p ∈ [2,∞) : Ω ∈ W1,p} = [2, J), 2 < J 6∞.

Ïàðàìåòð J = sup p îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

0 < µ 6 1 & Ω ∈ Aµ ⇒ J > (3− 2µ)/(1− µ),(76)

J > 4 ïðè n = 2 & J > 3 ïðè n > 3,(77)

Ω ∈
⋂

0<µ<1

Aµ ⇔ J =∞.(78)

Ïî ìîäóëþ òåîðåìû 1 íîâîå çäåñü � òîëüêî ñâîéñòâî (76). Åãî äîêàçàòåëü-
ñòâî ñõîäíî ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 5 â [25], ïî÷òè ñîâïàäàþùåé ñ (77). Â
îòëè÷èå îò [25] ìû èñïîëüçóåì (72), à íå êâàäðàòè÷íóþ ñóììèðóåìîñòü íåòàí-
ãåíöèàëüíîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè ãðàäèåíòà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî ñëåâà â (75) íå ïóñòî, òàê êàê ñîäåðæèò p = 2
â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (72)

∣∣
σ=1

. Ïóñòü Ω ∈ W1,p ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèåé

U ∈ UΩ. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 èçâåñòíî, ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî (41).
Îòñþäà äëÿ ëþáûõ a ∈ ∂Ω è 0 < β < diam Ω∫

B(a,β)∩Ω

(
U

%

)p+ε
dx 6 β−ε sup

B(a,β)∩Ω

Uε
∫
B(a,β)∩Ω

(
U

%

)p(
β

%

)ε
dx

6 α?β
n−p−ε sup

B(a,β)∩Ω

Up+ε.

Çíà÷èò, Ω ∈ W1,p? äëÿ p? = p + ε > p. Ïðè 2 < p∗ < p? âêëþ÷åíèå Ω ∈ W1,p∗

âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà, êàê â (46), ÷òî äàåò (75).
Ïóñòü Ω ∈ Aµ, îòêóäà âûïîëíåíî (48). Âîçüìåì 2 < p < (3− 2µ)/(1−µ), òàê

÷òî äëÿ σ = 3− 2µ− (1− µ)p > 0 âåðíî (72) (ñ ïîñòîÿííîé α = ασ). Ïîýòîìó∫
B(a,β)∩Ω

(
U

%

)p
dx 6

∫
B(a,β)∩Ω

(
U

%

)2
{
α

%

(
%

β

)µ
sup

B(a,β)∩Ω

U

}p−2

dx

= αp−2β(2−p)µ sup
B(a,β)∩Ω

Up−2

∫
B(a,β)∩Ω

%σ−3U2 dx

6 ασα
p−2βn−p sup

B(a,β)∩Ω

Up.

Îòñþäà Ω ∈ W1,p è J > p. Óñòðåìëÿÿ p→ (3− 2µ)/(1− µ), ïîëó÷àåì (76).
Ñâîéñòâî (77) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (68) è (76).
Åñëè Ω ∈

⋂
0<µ<1Aµ, òî J =∞ ââèäó (76).

Îáðàòíî, ïóñòü J =∞. Òîãäà Ω ∈ W1,p ñ p = n/(1−µ) äëÿ ëþáîãî 0 < µ < 1.
Ïóñòü a ∈ ∂Ω, 0 < β < diam Ω, 0 < γ < 1/2, x ∈ B(a, βγ)∩Ω è B = B(x, %(x)/2)
(⊂ B(a, β) ∩ Ω). Ñ ó÷åòîì (26) è (40) èìååì

Up(x) 6 c(Ω, U, p) inf
B
Up 6 c1(Ω, U, p)%(x)p−n

∫
B(a,β)∩Ω

(U/%)p dx

6 αc1γ
p−n sup

B(a,β)∩Ω

Up = αc1γ
µp sup

B(a,β)∩Ω

Up.

Ïîëó÷èëè (47), îòêóäà Ω ∈ Aµ. Ñâîéñòâî (78) è òåîðåìà 5 äîêàçàíû. �
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Ðàçáåðåì ñ ïîìîùüþ òåîðåì 1, 3, 4 è 5 èçâåñòíûå ôàêòû î W 1,p-êîððåêò-
íîñòè, èçëîæåííûå âî ââåäåíèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 íå áóäåì ÿâíî
ðàçëè÷àòü W 1,p-êîððåêòíîñòü è âêëþ÷åíèå Ω ∈ W1,p. Êàê îáû÷íî, Ω � ýòî
îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü â Rn.
Âêëþ÷åíèå Ω ∈ W1,2 ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðèññà. Îíî òàêæå èäåíòè÷íî ñîîò-

íîøåíèþ (72)
∣∣
σ=1

è ñîäåðæèòñÿ â áîëåå îáùåì ñâîéñòâå (75).

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 1 ëþáîìó a ∈ ∂Ω îòâå÷àåò òðîéêà (β,D, ω).
Ïî ïðè÷èíå êîìïàêòíîñòè ∂Ω èìååò ñìûñë ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà îáëàñòè Ω:

Lip[Ω] = sup
a

inf
β,D,ω

sup
ξ,η∈B(a′,β) : ξ 6=η

|ω(ξ)− ω(η)|
|ξ − η|

= lim
β→0

sup
a

inf
D,ω

sup
ξ,η∈B(a′,β) : ξ 6=η

|ω(ξ)− ω(η)|
|ξ − η|

<∞.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ > Lip[Ω] ñóùåñòâóåò β0 > 0 òàêîå, ÷òî

(∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0, β0)) (∃D,ω) (∀ξ ∈ B(a′, β)) an − ω(ξ) 6 γ|ξ − a′|.

Äëÿ ëþáîãî ζ ∈ L(a, β) (ñì. òåîðåìó 3) òî÷êà z = D(a + βζ) ïðèíàäëåæèò ê

∂B(a, β)∩D(Ω). Èìååì an−zn 6 |an−zn| =
√
β2 − |z′ − a′|2 ââèäó z ∈ ∂B(a, β).

Êðîìå òîãî, òî÷êà z ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
â B(a, β) ∩D(Ω), ïîýòîìó zn > ω(z′) ïî îïðåäåëåíèþ 1. Îòñþäà

an − zn 6
√
β2 − |z′ − a′|2 ∧ (γ|z′ − a′|) 6 βγ/

√
γ2 + 1.

Íåðàâåíñòâî çäåñü íà ñàìîì äåëå ñòðîãîå ââèäó îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà L(a, β) â

Sn−1. Çíà÷èò, L(a, β) ñîäåðæèòñÿ â ïîâîðîòå ìíîæåñòâàK = K(n,−γ/
√
γ2 + 1),

ïîýòîìó âåðíî (66) äëÿ µ = µ[K]. Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 3 è (76) ïîëó÷àåì

(79) (∀Ω) Ω ∈
⋂

26p<(3−2µ)/(1−µ)

W1,p, µ = µ

[
K

(
n,− Lip[Ω]√

Lip[Ω]2 + 1

)]
.

Îòñþäà Ω ∈
⋂

26p<∞W1,p äëÿ îáëàñòåé Ω êëàññà C1, ïîñêîëüêó Lip[Ω] = 0, à

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ µ[K(n, 0)] ïîëóñôåðû ðàâíà åäèíèöå.
Õîðîøî èçâåñòíî [2, ï. 9.1], ÷òî âûïóêëûå îãðàíè÷åííûå îáëàñòè ëèïøèöå-

âû. Äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè Ω ìíîæåñòâà L(a, β) ñîäåðæàòñÿ â ïîëóñôåðàõ, ÷òî
äîêàçûâàåò (66)

∣∣
µ=1

. Äëÿ îáëàñòè Ω, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâíîìåðíîìó óñëî-

âèþ âíåøíåãî øàðà èç [68, ñ. 2537�2539], ëåãêî ïðîâåðèòü ñâîéñòâî (67)
∣∣
µ=1

. Â

êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ òåîðåìà 3 è ñâîéñòâî (76) ïîêàçûâàþò, ÷òî Ω ∈ A1

è Ω ∈
⋂

26p<∞W1,p. Ìîæíî àíàëîãè÷íî óòî÷íèòü óòâåðæäåíèå (79), çàìå-

íÿÿ Lip[Ω] íà ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòð êîíóñà èç óñëîâèÿ âíåøíåãî êîíóñà
Ïóàíêàðå. Óêàçàííîå óòî÷íåíèå äîïóñêàåò äàëüíåéøåå óñèëåíèå, åñëè âìåñòî
âíåøíåãî êîíóñà ïðèìåíèòü ¾âíåøíèé ãèáêèé êîíóñ¿. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì
âåëè÷èíó

Ext[Ω] = lim
β→0

sup
a

inf
D,ω

sup
B(a′,β)

√
β2 − | · −a′|2 ∧ (an − ω)

β
6

Lip[Ω]√
Lip[Ω]2 + 1

< 1.

Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (79), èìååì

(80) (∀Ω) Ω ∈
⋂

26p<(3−2µ)/(1−µ)

W1,p, µ = µ
[
K(n,−Ext[Ω])

]
.
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Îòñþäà ñíîâà âûâîäèì Ω ∈
⋂

26p<∞W1,p äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé è îáëàñòåé

ñ ðàâíîìåðíûì óñëîâèåì âíåøíåãî øàðà, ò.ê. â ýòèõ ñëó÷àÿõ Ext[Ω] = 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî µ[K(n, s)]→ 1 ïðè s→ 0. Â ñèëó (80) ïîëó÷àåì êîððåêòíîñòü

äëÿ îáëàñòåé ñ ìàëûì Ext[Ω]:

(81) (∀p > 2) (∃γ = γ(n, p) > 0) (∀Ω) Ext[Ω] 6 γ ⇒ Ω ∈ W1,p.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî äàåò êîððåêòíîñòü äëÿ îáëàñòåé ñ ìàëûì Lip[Ω].
Óñòîé÷èâîñòü ïî p âêëþ÷åíèÿ Ω ∈ W1,p [75, ñ. 176] ñîäåðæèòñÿ â (75).
Çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò (4) Ä. Äæåðèñîíà è Ê. Êåíèãà ñîâïàäàåò ñ (77) ïðè

îòîæäåñòâëåíèè W 1,p-êîððåêòíîñòè ñ âêëþ÷åíèåì Ω ∈ W1,p. Áåç ýòîãî îòîæ-
äåñòâëåíèÿ (77) ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ëåììîé 5 â [25].
Ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåðû îáëàñòåé Ω /∈ W1,p, ñì. � 5 èëè [25, ñ. 167].
Äëÿ ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé óòâåðæäåíèå (5) ñ ôèêñèðîâàííûì µ ñîâïàäàåò

ñ âêëþ÷åíèåì Ω ∈ Aµ ââèäó ëåììû 8. Ïîýòîìó äëÿ ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé
êðèòåðèé Ω ∈

⋂
26p<∞W1,p ⇔ (5) Þ.À. Àëõóòîâà ñîâïàäàåò ñ (78). Îïÿòü ïî

ëåììå 8 çàìå÷àíèå ïîñëå òåîðåìû 4 â [8] ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ω ∈ Aµ & 2 < p < 1/(1− µ) ⇒ Ω ∈ W1,p.

Èíà÷å ãîâîðÿ, J > 1/(1− µ). Î÷åâèäíî, ÷òî (76) óëó÷øàåò ýòîò ðåçóëüòàò.
Ãðóáî ãîâîðÿ, ïðîèñõîæäåíèå ïàðàìåòðà 1/(1 − µ) ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî åñëè

U = O(%µ) è p < 1/(1−µ), òî (U/%)p = O(%(µ−1)p) è (µ−1)p > −1. Â ðàáîòå [70,
ñ. 336 è ñ. 378] â ñõîäíîì óòâåðæäåíèè áåç äîêàçàòåëüñòâà ïîÿâèëñÿ ïàðàìåòð
1 +1/(1−µ), ïðîìåæóòî÷íûé ìåæäó 1/(1−µ) è (3−2µ)/(1−µ). Ïðåïðèíò [26]
ýòî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðèïèñûâàåò äèññåðòàöèè Ê. Íèñòð¼ìà.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (81) è íåðàâåíñòâà

Ext[Ω] 6 lim
β→0

sup
a

inf
D,ω

sup
B(a′,β)

an − ω
β

âûòåêàåò ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî W 1,p-êîððåêòíîñòè â îáëàñòÿõ êëàññîâ BMO1,
VMO1 è Ðàéôåíáåðãà. Áàçîâûå ñâåäåíèÿ ïî ýòèì êëàññàì ñîäåðæàòñÿ â [44]:
îïðåäåëåíèå êëàññîâ BMO è VMO íà ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíîãî òèïà (ñ. 2601�
2602), ôîðìóëà äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò ôóíêöèè èç BMO äî VMO (ñ. 2611�2615),
îïðåäåëåíèå êëàññîâ îáëàñòåé BMO1 è VMO1 (ñ. 2622�2625), âëîæåíèÿ

BMO1(Rn) ⊂ Λ∗(Rn) & VMO1(Rn) ⊂ λ∗(Rn)

â ïðîñòðàíñòâà Çèãìóíäà è ýêâèâàëåíòíûå íîðìû â óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ
(ñ. 2635�2637), îïðåäåëåíèå îáëàñòåé Ðàéôåíáåðãà (ñ. 2687�2688) è ñâÿçü ìåæäó
óñëîâèÿìè Çèãìóíäà è Ðàéôåíáåðãà (ñ. 2727�2728; ñì. òàêæå [71, ï. 4.1]). Ìû
íå áóäåì âõîäèòü â äåòàëè ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì.

• Ìû íå õîòèì óòÿæåëÿòü èçëîæåíèå ýòèì òåõíè÷åñêèì âîïðîñîì.
• Êëàññû îáëàñòåé BMO1, VMO1 è Ðàéôåíáåðãà âñå ðàâíî íå ó÷èòûâàþò
àñèììåòðèþ ìåæäó Ω è Rn \ Ω â ïðîáëåìå êîððåêòíîñòè.

• Îïðåäåëåíèå îáëàñòè Ðàéôåíáåðãà íå òðåáóåò ëîêàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ãðàíèöû ãðàôèêîì ôóíêöèè. Ðàññìîòðåíèå îáëàñòåé Ðàéôåíáåðãà
ïðèâîäèò ê îòêðûòîé ïðîáëåìå îáîáùåíèÿ íàøåãî îñíîâíîãî êðèòåðèÿ
êîððåêòíîñòè íà íåëèïøèöåâû îáëàñòè, íàïðèìåð, íà íåòàíãåíöèàëüíî
äîñòèæèìûå îáëàñòè Äæåðèñîíà è Êåíèãà. Ýòî ïîçâîëèëî áû îõâàòèòü
îáëàñòè Ðàéôåíáåðãà (ñì. [44, ñ. 2688]) è óñèëèòü îïèñûâàåìûé íèæå
ðåçóëüòàò Ê. Íèñòð¼ìà.
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Ðåçóëüòàò Íèñòð¼ìà îòíîñèòñÿ ê áîëåå ñëàáîìó ñâîéñòâó, ÷åì W 1,p-êîððåê-
òíîñòü. Ïóñòü p > n/(n− 1), q = p/(p− 1) è Q = np/(n+ p). Òåîðåìà âëîæåíèÿ

Ñîáîëåâà W 1,q
0 (Ω) ⊂ LQ/(Q−1)(Ω) äàåò, ÷òî LQ(Ω) ⊂ W−1,p(Ω). Çíà÷èò, åñëè

èìååò ìåñòî W 1,p-êîððåêòíîñòü, òî

(82) (∃C > 0) (∀f ∈ C∞0 (Ω)) ‖Gf‖W 1,p(Ω) 6 C‖f‖LQ(Ω).

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äîêàçûâàåò ýòó îöåíêó äëÿ âñåõ f ∈ LQ(Ω). Îöåíêà (82)
è ñõîäíàÿ îöåíêà ñëàáîãî òèïà äëÿ p = n/(n − 1) èçó÷åíû â ðàáîòå [25], ãäå
ïîÿâèëîñü óòâåðæäåíèå î sup p âèäà (77). Íèñòð¼ì â [70] ðàññìîòðåë îáîáùåíèå
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà íåòàíãåíöèàëüíî äîñòèæèìûå îáëàñòè. Îí äîêàçàë, ÷òî
ñâîéñòâî (82) (èëè îöåíêà ñëàáîãî òèïà ïðè Q = 1) âûïîëíåíî, åñëè

(83)

(∃α > 0) (∃β0 > 0) (∃y0 ∈ Ω) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0, β0))∫
B(a,β)∩Ω

(
G(·, y0)

%

)p
dx 6 αmes1−p(B(a, β) ∩ Ω)

(∫
B(a,β)∩Ω

G(·, y0)

%
dx

)p
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü â (83) ñðàâíèìà ñ βn−p supB(a,β)∩Ω U
p äëÿ ëèïøèöåâîé Ω, ìàëûõ

çíà÷åíèé β è U = G(·, y0) ∧ 1 ïî ëåììå 4 è ñîîòíîøåíèþ (72)
∣∣
σ=1

. Îòñþäà

(83)⇔ Ω ∈ W1,p â ëèïøèöåâîì ñëó÷àå ïðè p > 2,

òàê ÷òî òåîðåìà 1 ñîäåðæèò îñíîâíîé ðåçóëüòàò èç [70] ïðèìåíèòåëüíî ê ëèï-
øèöåâîé îáëàñòè è p > 2. Âåðîÿòíî, ÷òî óñëîâèå Ω ∈ W1,p äëÿ îáùèõ p âïåðâûå
ïîÿâèëîñü èìåííî â ðàáîòå [70].
Ïðîâåäåííûå ñîïîñòàâëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â íàøåé ñòàòüå íàèáîëüøåé

íîâèçíîé îáëàäàþò òåîðåìà 1 è ñîîòíîøåíèÿ (31a), (56), (70) è (76), à îñíîâíûå
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ïî W 1,p-êîððåêòíîñòè â ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ, êðîìå
êðèòåðèÿ Ç. Øåíà (ñì. (6)), ïî ñóùåñòâó ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìàõ 1, 3 è 5. Ó íàñ
íå ïîëó÷èëîñü âûâåñòè, ÷òî (6) ⇔ Ω ∈ W1,p. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïàðàãðàôà
ïðèâåäåíû ïåðåâîä êðèòåðèÿ Øåíà ñ ÿçûêà îãðàíè÷åííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ðèññà è äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîé èìïëèêàöèè (6)⇒ Ω ∈ W1,p.

Ìû çíàåì, ÷òî îïåðàòîð ∆ = ∆2 : W 1,2
0 (Ω) → W−1,2(Ω) � èçîìîðôèçì.

Îïåðàòîð (−∆2)−1
∣∣
L2(Ω)

êîìïàêòåí, ñàìîñîïðÿæåí è ïîëîæèòåëåí â L2(Ω), à

ïîòîìó ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà�Øìèäòà îáëàäàåò îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì
(φk)∞k=1 èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, −∆φk = λkφk (λk > 0). Ïîëîæèì

D(A) =

{
u =

∞∑
k=1

akφk ∈ L2(Ω):

∞∑
k=1

λka
2
k <∞

}
,

Au =
∞∑
k=1

√
λkakφk äëÿ u =

∞∑
k=1

akφk ∈ D(A).

Îïåðàòîð A íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà (φk)∞k=1 è íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì
êîðíåì èç −∆.
Î÷åâèäíàÿ êîìïëåêñèôèêàöèÿ îïåðàòîðîâ è ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê A ðåçóëüòàòû èç [51]. Çàìå÷àíèå 7.3 èç [51] ãëàñèò, ÷òî

D(A) = W 1,2
0 (Ω) è A : W 1,2

0 (Ω) → L2(Ω) � èçîìîðôèçì. Ïóñòü 2 6 p < ∞.
Òåîðåìà 7.5(b) èç [51] ãàðàíòèðóåò, ÷òî

Ap = A
∣∣
W 1,p

0 (Ω)
: W 1,p

0 (Ω)→ Lp(Ω) � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð.
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Ëåììà 11. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü è 2 6 p <∞.
Òîãäà W 1,p-êîððåêòíîñòü ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî Ap � èçîìîðôèçì.

Óñëîâèå (6) èç ââåäåíèÿ âëå÷åò âêëþ÷åíèå Ω ∈ W1,p.

Ñâîéñòâî èçîìîðôèçìà îïåðàòîðà Ap îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð

∇A−1
∣∣
Lp(Ω)

: Lp(Ω)→ L2(Ω)× · · · × L2(Ω)

íà ñàìîì äåëå íåïðåðûâíî äåéñòâóåò â Lp(Ω)× · · · × Lp(Ω). Òåì ñàìûì ïåðâîå
óòâåðæäåíèå ëåììû ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâíîñèëüíîñòü ìåæäó óñëîâèåì (6) è Lp-
îãðàíè÷åííîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðèññà∇A−1 â [75, òåîðåìà B] ÿâëÿåòñÿ òàêæå
êðèòåðèåì W 1,p-êîððåêòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì q = p/(p− 1). Ïî òåîðåìå 7.5(a,b) â [51]

(∃C > 0) (∀u ∈W 1,2
0 (Ω)) ‖u‖W 1,q(Ω)/C 6 ‖Au‖Lq(Ω) 6 C‖u‖W 1,q(Ω).

Èç ïëîòíîñòè W 1,2
0 (Ω) â W 1,q

0 (Ω) è ïëîòíîñòè L2(Ω) â Lq(Ω) âûòåêàåò, ÷òî A

ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìîðôèçìà Aq : W 1,q
0 (Ω)→ Lq(Ω). Îïåðàòîð

A′q : Lp(Ω)→W−1,p(Ω)

� òîæå èçîìîðôèçì, êàê ïîêàçûâàåò òðàíñïîíèðîâàíèå òîæäåñòâ AqA
−1
q = id è

A−1
q Aq = id. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî A′qAp = −∆p. Îòñþäà òîãäà è òîëüêî òîãäà

∆p � èçîìîðôèçì (ò.å. èìååì W 1,p-êîððåêòíîñòü), êîãäà Ap � èçîìîðôèçì.
Ïóñòü âûïîëíåíî (6). Ïðîâåðêà âêëþ÷åíèÿ Ω ∈ W1,p ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå

àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Uω òåîðåìû 4, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðàññóæäåíèÿìè ïîñëåäíåãî àáçàöà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû. Äîñòàòî÷íî
èç îöåíêè∫

B(a,β)∩Ω

|∇Uω|p dx 6 αβn−np/2
(∫

B(a,βγ)∩Ω

|∇Uω|2 dx

)p/2
,

ãäå a ∈ ∂Ω è Ω = {x ∈ Rn : xn > ω(x′)}, âûâåñòè îöåíêó

(84)

∫
B(a,β)∩Ω

(Uω/ρ)p dx 6 c(n, p, θ, α, γ)βn−p sup
B(a,β)∩Ω

Upω,

ãäå ρ(x) = xn − ω(x′) è |ω(ξ)− ω(η)| 6 θ|ξ − η|.
Äîïóñòèì, ÷òî â Ω óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî DnUω > 0. Òîãäà ëåììà 4 â [19]

ïîêàçûâàåò, ÷òî Uω 6 c1(n, θ)ρDnUω. Êðîìå òîãî, |∇Uω| 6 c2(n, θ)Uω/ρ ââèäó
íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà è âíóòðåííèõ îöåíîê. Ïîýòîìó∫

B(a,β)∩Ω

(Uω/ρ)p dx 6 cp1c
p
2αβ

n−np/2

(∫
B(a,βγ)∩Ω

(Uω/ρ)2 dx

)p/2
.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ (71)
∣∣
σ=1

è íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà ïîëó÷àåì (84).

Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ω ôóíêöèÿìè ω[N ] èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4
ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêó DnUω > 0 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðè ω ∈ C∞0 (Rn−1).
Òîãäà Uω ∈ C∞(Ω), òàê ÷òî DnUω

∣∣
∂Ω
> 0 ââèäó Uω > 0 è Uω

∣∣
∂Ω

= 0. Ïî

àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå òåîðåìû 1 èç [72] èìååì limx→∞DnUω(x) > 0. Ïðèí-
öèï ìèíèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè DnUω äàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî
DnUω > 0. (Î ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâàõ ñì. òàêæå [3, ëåììà 1], [14] è [16, � 4].)
Ëåììà 11 äîêàçàíà. �
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5. Ïðèìåðû âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâ πijk(∆p)

Öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà � ñäåëàòü íåñêîëüêî ìåíåå òàèíñòâåííûì ñëó÷àé
íàðóøåíèÿ W 1,p-êîððåêòíîñòè â çàäà÷å (1). Îãðàíè÷èâàÿñü çíà÷åíèÿìè p > 2,
ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî íà ñåêòîðàõ Ω ⊂ R2 è êðèâîëèíåéíîì ñåêòîðå Ω∗ ⊂ R2

ðåàëèçóþòñÿ âñå ÷åòûðå âîçìîæíîñòè (9) ñâîéñòâ πijk(∆p) äëÿ îïåðàòîðà

∆ = ∆p : W 1,p
0 (Ω)→W−1,p(Ω).

×àñòè÷íî ýòè ðåçóëüòàòû äàíû áåç äîêàçàòåëüñòâà â [57], à â [58] â ñóùíîñòè
ïðîâåðåíà íåçàìêíóòîñòü R(∆p) äëÿ èñêëþ÷èòåëüíîãî ðàñòâîðà ñåêòîðà, ÷òî
äîñòàâëÿåò ïðèìåð íåôðåäãîëüìîâà îïåðàòîðà ∆p.
Îñíîâíóþ òðóäíîñòü ñîñòàâëÿåò ïðîâåðêà çàìêíóòîñòè R(∆p) â W−1,p(Ω)

äëÿ íåèñêëþ÷èòåëüíîãî ðàñòâîðà ñåêòîðà. Ââèäó èíúåêòèâíîñòè ∆p è òåîðåìû
Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå çàìêíóòîñòü R(∆p) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

(85) (∃C > 0) (∀u ∈W 1,p
0 (Ω)) ‖u‖W 1,p(Ω) 6 C‖∆u‖W−1,p(Ω).

Ìû çàòðóäíÿåìñÿ âûâåñòè (85) èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î çàäà÷àõ â îáëàñòÿõ
ñ êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè. Òàê, êíèãà [53] ïîñâÿùåíà ãèëüáåðòîâó ñëó÷àþ,
â ñòàòüå [62] ïðèìåíÿþòñÿ âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ ¾îäíîðîäíûìè¿
íîðìàìè, à â [63] � ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà íåîòðèöàòåëüíîé ãëàäêîñòè. Ìû
äîêàçûâàåì (85) â äîâîëüíî ýëåìåíòàðíîé ëåììå 12 íà îñíîâå ¾ñïåêòðàëüíîé¿
ëåììû 13 î ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ. Ïðè ýòîì ðàçáèåíèå Ω íà ñëîè ïîçàèì-
ñòâîâàíî èç ðàáîòû [62], à ïðèìåíåíèå ðÿäà Ôóðüå � èç [58].

Ëåììà 12. Äëÿ ëþáûõ p > 2 è 0 < Π < 2π ñ îãðàíè÷åíèåì Π 6= πp/(p − 2)
íåðàâåíñòâî (85) âûïîëíåíî äëÿ ñåêòîðà

Ω =
{

(r cosφ, r sinφ) : 0 < r < 1 & 0 < φ < Π
}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ u ∈ W 1,p
0 (Ω) ñ÷èòàåì íåïðåðûâíîé

ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà. Çàïèøåì f = ∆u = D1f1 +D2f2 ñîãëàñíî (19),
òàê ÷òî ‖g‖Lp(Ω) 6M‖∆u‖W−1,p(Ω) äëÿ g = |f1|+ |f2|.
Äëÿ 0 < χ < χ1 < χ2 < 1/2 íàéäåì 0 < λ < 1 ïî ëåììå 13. Îáîçíà÷èì

Uk =

{{
(r cosφ, r sinφ) : λ1/2 < r < 1 & 0 < φ < Π

}
(k = 0),{

(r cosφ, r sinφ) : λk+1/2 < r < λk−1/2 & 0 < φ < Π
}

(k > 1),

Vk =

{{
(r cosφ, r sinφ) : λ < r < 1 & 0 < φ < Π

}
(k = 0),{

(r cosφ, r sinφ) : λk+1 < r < λk−1 & 0 < φ < Π
}

(k > 1).

Îáëàñòü Vk ëèïøèöåâà è ïîòîìó ðåãóëÿðíà, òàê ÷òî çàäà÷à

vk ∈ C∞(Vk) ∩ C(Vk) : ∆vk = 0 & vk
∣∣
∂Vk

= u
∣∣
∂Vk

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Â ñèëó ëåììû 13 è ìàñøòàáèðîâàíèÿ èìååì∫
Uk

|∇vk|p dx 6 χ
∫
Vk

|∇vk|p dx

ïðè k > 1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé æå îöåíêè ïðè k = 0 ïðèìåíÿåì äîïîëíèòåëüíî
ïðèíöèï îòðàæåíèÿ Øâàðöà îòíîñèòåëüíî äóãè {x ∈ ∂V0 : |x| = 1}.
Êàæäàÿ îáëàñòü Vk óäîâëåòâîðÿåò ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ âíåøíåãî øàðà,

ïîýòîìó äëÿ íåå ñîãëàñíî � 4 ñïðàâåäëèâà W 1,p-êîððåêòíîñòü. Ôóíêöèÿ

wk = u
∣∣
Vk
− vk ∈ C(Vk)
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èìååò íóëåâîé ñëåä è ëàïëàñèàí f = ∆u. Ôóíêöèÿ â W 1,p
0 (Vk), îòâå÷àþùàÿ f

ïîW 1,p-êîððåêòíîñòè, îáëàäàåò ýòèìè æå ñâîéñòâàìè è ïîòîìó ñîâïàäàåò ñ wk
ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Ìàñøòàáèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî∫

Vk

|∇wk|p dx 6 c1(p, V0, V1)

∫
Vk

gp dx.

Ââèäó óñëîâèé 0 < χ < χ1 < χ2 < 1/2 è
∫

Ω
|∇u|p dx <∞ âûâîäèì∫

Uk

|∇u|p dx 6 χ1

χ

∫
Uk

|∇vk|p dx+ c2(p, χ, χ1)

∫
Uk

|∇wk|p dx

6 χ1

∫
Vk

|∇vk|p dx+ c1c2

∫
Vk

gp dx

6 χ2

∫
Vk

|∇u|p dx+ c3(p, V0, V1, χ, χ1, χ2)

∫
Vk

gp dx,∫
Ω

|∇u|p dx =

∞∑
k=0

∫
Uk

|∇u|p dx

6 χ2

∞∑
k=0

∫
Vk

|∇u|p dx+ c3

∞∑
k=0

∫
Vk

gp dx

= 2χ2

∫
Ω

|∇u|p dx+ 2c3

∫
Ω

gp dx,(∫
Ω

|∇u|p dx
)1/p

6

(
2c3

1− 2χ2

)1/p

M‖∆u‖W−1,p(Ω).

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå (16) ïîëó÷àåì (85). �

Ëåììà 13. Äëÿ ëþáûõ p > 2, 0 < Π < 2π ñ îãðàíè÷åíèåì Π 6= πp/(p − 2) è
0 < χ < 1/2 íàéäåòñÿ λ = λ(p,Π, χ) ∈ (0, 1) ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè

U =
{

(r cosφ, r sinφ) : λ1/2 < r < Λ1/2 & 0 < φ < Π
}
,

V =
{

(r cosφ, r sinφ) : λ < r < Λ & 0 < φ < Π
}
,

ãäå Λ = 1/λ, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ C∞(V ) ∩ C(V ), ãàðìîíè÷åñêîé â V è
ðàâíîé íóëþ ïðè φ = 0 è ïðè φ = Π, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

U

|∇v|p dx 6 χ
∫
V

|∇v|p dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëþáîå 0 < λ = 1/Λ < 1. Îáîçíà÷èì µ = π/Π.
Èç ïðèíöèïà îòðàæåíèÿ Øâàðöà âûòåêàåò, ÷òî

vr ∈ C∞[0,Π] äëÿ vr(φ) = v(r cosφ, r sinφ) (λ < r < Λ),

vr(φ) =

∞∑
k=1

fk(r) sin(kµφ),

fk(r) =
2

Π

∫ Π

0

vr(φ) sin(kµφ) dφ = − 2Π

π2k2

∫ Π

0

v′′r (φ) sin(kµφ) dφ,

fk ∈ C∞(λ,Λ) & fk(r) = O(k−3) (k →∞).
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Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ è íåðàâåíñòâ Âèðòèíãåðà è Ã¼ëüäåðà
∞∑
k=1

f2
k (r) =

2

Π

∫ Π

0

v2
r dφ

6
2Π

π2

∫ Π

0

v′2r dφ 6 c1(p,Π)

(∫ Π

0

|v′r|p dφ

)2/p

,

I =

∫ Λ

λ

∞∑
k=1

f2
k (r)r−3+ 4

p dr 6 c1

∫ Λ

λ

r
2−p
p · r2 1−p

p

(∫ Π

0

|v′r|p dφ

)2/p

dr

6 c1

{∫ Λ

λ

dr

r

}(p−2)/p(∫ Λ

λ

∫ Π

0

|v′r|p dφ dr
rp−1

)2/p

,

|∇v|(r cosφ,r sinφ) =

√(
∂v(r cosφ, r sinφ)

∂r

)2

+

(
v′r(φ)

r

)2

,(86)

I 6 c1{2 ln Λ}(p−2)/p‖∇v‖2Lp(V ).

Îáîçíà÷èì

αk = kµ− 1 +
2

p
,

βk = kµ+ 1− 2

p
.

Òîãäà α1 6= 0 ââèäó Π 6= πp/(p − 2), αk > 0 äëÿ k > 2 ââèäó µ > 1/2 è βk > 0
ââèäó p > 2. Ôîðìóëà äëÿ ëàïëàñèàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è äâóêðàòíîå
èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïîêàçûâàþò, ÷òî

f ′′k (r) +
1

r
f ′k(r)− (kµ)2

r2
fk(r) = 0,

fk(r) = gkr
kµ + hkr

−kµ (gk, hk ∈ R),

I =

∫ Λ

λ

∞∑
k=1

{
g2
kr

2kµ + 2gkhk + h2
kr
−2kµ

}
r−3+ 4

p dr

=

∫ Λ

λ

∞∑
k=1

{
g2
kr

2αk−1 + 2gkhkr
−3+ 4

p + h2
kr
−2βk−1

}
dr

=

∞∑
k=1

{
g2
k

Λ2|αk| − λ2|αk|

2|αk|
+ gkhk

Λ2(1− 2
p ) − λ2(1− 2

p )

1− 2
p

+ h2
k

Λ2βk − λ2βk

2βk

}
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî è (86) âûâîäèì

‖∇v‖Lp(U)

6
∞∑
k=1

|gk|kµ
(

Π

∫ √Λ

√
λ

rαkp−1 dr

)1/p

+ |hk|kµ

(
Π

∫ √Λ

√
λ

r−βkp−1 dr

)1/p


6 µΠ1/pp−1/p︸ ︷︷ ︸
c2(p,Π)

∞∑
k=1

{
|gk|k|αk|−1/pΛ|αk|/2 + |hk|kβ−1/p

k Λβk/2
}
.
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Ñðàâíèì âîçíèêøèå ðÿäû. Ïîëîæèì

σ = σ(p,Π) =

1/2 ïðè α1 > 0,√
|α1|β1

1− 2
p

ïðè α1 < 0.

Òîãäà 0 < σ < 1, ïîñêîëüêó |α1| + β1 = 2(1 − 2
p ) è |α1| 6= β1 ïðè α1 < 0. Åñëè

αk > 0, òî |αk|+ βk = 2kµ > 2(1− 2
p ), ïîýòîìó íåðàâåíñòâî√

|αk|βk
1− 2

p

6 σΛ|αk|+βk−2(1− 2
p )

âûïîëíåíî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Λ > Λ1(p,Π) > 1. Åñëè æå αk < 0, ò.å. åñëè
k = 1 è α1 < 0, òî îíî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Äëÿ τ = (1− σ)/2 èìååì

λ2|αk| 6 τΛ2|αk| & λ2βk 6 τΛ2βk ïðè Λ > Λ2(p,Π) > Λ1.

Ñ ó÷àñòèåì íåðàâåíñòâà 2xy 6 x2 + y2 (x, y > 0) ïîëó÷àåì

−gkhk
Λ2(1− 2

p ) − λ2(1− 2
p )

1− 2
p

6 |gkhk|
Λ2(1− 2

p )

1− 2
p

6 σg2
k

Λ2|αk|

2|αk|
+ h2

k

|αk|Λ4(1− 2
p )−2|αk|

2σ(1− 2
p )2

6 σg2
k

Λ2|αk|

2|αk|
+ σh2

k

Λ2βk

2βk
,

I >
∞∑
k=1

{
g2
k

(1− σ)Λ2|αk| − λ2|αk|

2|αk|
+ h2

k

(1− σ)Λ2βk − λ2βk

2βk

}

>
∞∑
k=1

{
g2
k

τΛ2|αk|

2|αk|
+ h2

k

τΛ2βk

2βk

}
.

Îòñþäà äëÿ γ(p,Π) = |α1| ∧ α2 > 0 ïî íåðàâåíñòâó Êîøè

‖∇v‖Lp(U) 6 c2
√

2I/τ

√√√√ ∞∑
k=1

k2
{
|αk|1−

2
pλ|αk| + β

1− 2
p

k λβk
}

6 c3(p,Π)
√
Iλγ 6 c1/21 c3{2 ln Λ}(p−2)/(2p)λγ/2‖∇v‖Lp(V ).

Âûáîð äîñòàòî÷íî ìàëîãî λ(p,Π, χ) 6 1/Λ2 äîêàçûâàåò ëåììó 13. �

Ïðèñòóïèì ê çàêëþ÷èòåëüíîìó ðåçóëüòàòó î ñâîéñòâàõ πijk(∆p). Çàìåòèì,
÷òî ïðèìåíåíèå ê ôóíêöèè (s, ω) 7→ s{Π + ω} − tg(µω) (µ 6= 0) îêîëî òî÷êè
(0, 0) òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè äàåò s0 > 0 è ω ∈ C∞[0, s0] òàêèå, ÷òî

(87) ω(0) = 0; (∀s) s{Π + ω(s)} = tg(µω(s)).

Òåîðåìà 6. Äëÿ p > 2 è 0 < Π < 2π ðàññìîòðèì ñåêòîð

Ω =
{
x = (x1, x2) = (r cosφ, r sinφ) : 0 < r < 1 & 0 < φ < Π

}
.

Òîãäà ïðè Π < πp/(p−2), Π > πp/(p−2) è Π = πp/(p−2) îïåðàòîð ∆p îáëàäàåò
ñîîòâåòñòâåííî ñâîéñòâàìè π000(∆p), π010(∆p) è π001(∆p) èç ââåäåíèÿ.

Ïóñòü p > 4, Π = πp/(p − 2), µ = π/Π è s0 < (2π − Π)/(6π) â (87). Òîãäà
êîððåêòíî îïðåäåëåíèå

Ω∗ =
{

(r cosφ, r sinφ) : 0 < r < r0 = e−1/s0 & 0 < φ < Π + ω(1/ ln(1/r))
}

îãðàíè÷åííîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè è äëÿ íåå âåðíî ñâîéñòâî π011(∆p).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëþáîì èç ñëó÷àåâ N(∆p) ⊂ N(∆2) = {0} ââèäó p > 2. Äëÿ
ôóíêöèè ϕ ∈ C∞(R) ñî ñâîéñòâàìè ϕ

∣∣
(−∞,1/2]

≡ 0 è ϕ
∣∣
[1,∞)

≡ 1 ïîëîæèì

ϕε(x) = ϕ(|x|/ε), 0 < ε 6 1 & x ∈ Ω (èëè x ∈ Ω∗).

1) Ïóñòü Π < πp/(p− 2), òàê ÷òî µ = π/Π > (p− 2)/p. Ôóíêöèÿ

x = (r cosφ, r sinφ) 7→ u1(x) = rµ sin(µφ)

ïîëîæèòåëüíà â Ω, èìååò íóëåâîé ñëåä íà ÷àñòÿõ φ = 0 è φ = Π ãðàíèöû ∂Ω è
ãàðìîíè÷íà, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ, íàïðèìåð, ÷åðåç çàïèñü ëàïëàñèàíà â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ. Àíàëîãè÷íî, ïîëîæèòåëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω ôóíêöèÿ

x = (r cosφ, r sinφ) 7→ u2(x) = {r−µ − rµ} sin(µφ)

èìååò íóëåâîé ñëåä íà ∂Ω \ {0}. Ãðàíè÷íûé ïðèíöèï Ãàðíàêà (23) ïîêàçûâàåò,
÷òî U/% ∈ Lp(Ω) äëÿ ëþáîé U ∈ UΩ. Êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî f = ∆(−Gf) ∈ R(∆p) äëÿ ëþáîãî f ∈ C∞0 (Ω). Ââèäó ëåììû 3
ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü R(∆p) â W

−1,p(Ω). Çàìêíóòîñòü æå R(∆p) óñòàíîâëåíà â
ëåììå 12. Ñâîéñòâî π000(∆p) äîêàçàíî.

2) Ïóñòü Π > πp/(p − 2), òàê ÷òî −µ > (q − 2)/q äëÿ q = p/(p − 1). Îòñþäà
u2 ∈W 1,q(Ω) è ϕεu2 → u2 â W

1,q(Ω) ïðè ε→ 0. Ôóíêöèè ϕεu2 ∈ C∞(Ω) èìåþò

íóëåâîé ñëåä íà ∂Ω, ïîýòîìó u2 ∈ W 1,q
0 (Ω) è u2 ∈ N(∆q). Çíà÷èò, R(∆p) íå

ïëîòåí â W−1,p(Ω). Ñ ó÷åòîì ëåììû 12 ïîëó÷àåì ñâîéñòâî π010(∆p).
Îòìåòèì, ÷òî ôàêò u2 ∈ N(∆q) ïðèâåäåí â êîíöå ðàáîòû [9]. Ýòî äîñòàâëÿåò

êîíòðïðèìåð ê îøèáî÷íîé ¾òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé¿
èç ïðåäëîæåíèÿ 5.17 â [51].

3) Ïóñòü p > 4 è Π = πp/(p− 2). Âîçüìåì f ∈ C∞0 (Ω). Ôóíêöèè

u = −Gf & vε(x) = (1− ϕε(x))u1(x) + ϕε(x)u1(x)
ln |x|
ln ε

íåïðåðûâíû â Ω, èìåþò íóëåâîé ñëåä íà ∂Ω è ãàðìîíè÷íû âáëèçè òî÷êè x = 0.
Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå z = reiφ 7→ zµ, êîòîðîå ïåðåâîäèò Ω íà ïîëóêðóã, è
âíóòðåííèå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïîêàçûâàþò, ÷òî

(∃α ∈ R) u(x)− αu1(x) = O(|x|2µ−1%(x)) ïðè x→ 0,

u(x)− αvε(x) = O(|x|2µ−1%(x)) ïðè x→ 0,

|∇(u− αvε)(x)| = O(|x|2µ−1) ïðè x→ 0.

Îòñþäà u− αvε ∈W 1,p
0 (Ω) è ∆(u− αvε) = f − α∆vε ∈ R(∆p). Â ñèëó ïðîñòîãî

âû÷èñëåíèÿ è íåðàâåíñòâà (18) èìååì ∆vε(x) = 0 ïðè |x| 6 ε/2,

|∆vε(x)| 6 c1(ϕ, p)| ln ε|−1|x|µ−2 ïðè |x| > ε/2,

‖∆vε‖W−1,p(Ω)

αH(q)
6 ‖%∆vε‖Lp(Ω) 6 c1| ln ε|−1

(
Π

∫ 1

ε/2

r(µ−1)p+1 dr

)1/p

.

Îäíàêî (µ − 1)p + 1 = −1, ïîýòîìó ‖α∆vε‖W−1,p(Ω) = O(| ln ε|−1/q) ïðè ε → 0.

Ñ ó÷åòîì ïëîòíîñòè C∞0 (Ω) â W−1,p(Ω) ïîëó÷àåì è ïëîòíîñòü R(∆p).

Äëÿ 0 < ε < 1/2 èìååì wε = ϕε{1− ϕ1}u1 ∈W 1,p
0 (Ω), ïðè÷åì

wε(x) = u1(x) ïðè ε 6 |x| 6 1/2,
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‖∇wε‖Lp(Ω) > µ

(
Π

∫ 1/2

ε

r(µ−1)p+1 dr

)1/p

= µΠ1/p

{
ln

1

2ε

}1/p

,

‖∆wε‖W−1,p(Ω)

αH(q)
6 ‖%∆wε‖Lp(Ω) 6

(
c(ϕ, p)

∫ ε

ε/2

dr

r
+ c(ϕ, p)

)1/p

= c(ϕ, p).

Çíà÷èò, (85) ëîæíî. Íåçàìêíóòîñòü R(∆p) è ñâîéñòâî π001(∆p) äîêàçàíû.

4) Ïóñòü p > 4, Π = πp/(p − 2), µ = π/Π è s0 < (2π − Π)/(6π) â (87). Òîãäà
π < Π < 2π, s0 < 1/6 < µ/3 è ω > 0. Îòñþäà

(∀s ∈ [0, s0]) µω(s) 6 tg(µω(s)) 6 sΠ + (µ/3)ω(s)

& ω(s) 6 3Π2s/(2π) 6 6πs < 2π −Π.

Çíà÷èò, îïðåäåëåíèå îáëàñòè Ω∗ êîððåêòíî. Ïðè ýòîì ∂Ω∗ ñîñòîèò èç êðèâûõ
{φ = 0: 0 6 r 6 r0}, {r = r0 : 0 6 φ 6 Π + ω(s0)} è

{φ = Π + ω(1/ ln(1/r)) : 0 6 r 6 r0}
ñ íåïðåðûâíîé êàñàòåëüíîé, ïåðåñåêàþùèõñÿ â òðåõ òî÷êàõ ïîä íåíóëåâûìè
óãëàìè. Ïîýòîìó Ω∗ ëèïøèöåâà.
Ïîñòðîèì ôóíêöèþ èç N(∆q) \ {0}, àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèè u2. Ïîëîæèì

u(x) = (1− ϕr0(x)) Im
−1

zµ ln(1/z)

= (1− ϕr0(x))r−µ Im
eiµφ

ln(1/r) + iφ

= (1− ϕr0(x))r−µ
ln(1/r) sin(µφ)− φ cos(µφ)

ln2(1/r) + φ2
,

ãäå x = (r cosφ, r sinφ) ∈ Ω∗ è z = reiφ. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

u ∈W 1,q(Ω∗) \W 1,2(Ω∗) & ∆u ∈ C∞(Ω∗).

Ôóíêöèÿ u èìååò íóëåâîé ñëåä íà ∂Ω∗ \ {0} ïî (87) è çàìåíå s = 1
ln(1/r) . Òåïåðü

âêëþ÷åíèå u ∈W 1,q
0 (Ω∗) óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå, êàê âêëþ÷åíèå u2 ∈W 1,q

0 (Ω)

íà øàãå 2. Ââèäó W 1,2-êîððåêòíîñòè íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈ W 1,2
0 (Ω∗) òàêàÿ,

÷òî ∆v = ∆u. Îíà íå ðàâíà u ââèäó u /∈W 1,2(Ω∗). Èòàê, u− v ∈ N(∆q) \ {0} è
ëèíåàë R(∆p) íå ïëîòåí â W

−1,p(Ω∗).
Äëÿ 0 < ε < r0/4 îáîçíà÷èì

wε(x) = ϕε(x){1− ϕr0(x)} Im{zµ ln(1/z)}
= ϕε(x){1− ϕr0(x)}rµ{ln(1/r) sin(µφ)− φ cos(µφ)}.

Êàê íà øàãå 3, èìååì wε ∈W 1,p
0 (Ω∗),

‖∇wε‖Lp(Ω∗) > c(p)

(∫ r0/2

ε

lnp(1/r) dr

r

)1/p

> c(p, r0)

{
ln

1

ε

}(p+1)/p

,

‖∆wε‖W−1,p(Ω∗)

αH(q)
6 ‖%∆wε‖Lp(Ω∗) 6

(
c2

∫ ε

ε/2

lnp(1/r) dr

r
+ c3

)1/p

6 c4 ln
1

ε
,

ãäå ci = ci(ϕ, p, r0). Òåì ñàìûì óñëîâèå (85) íàðóøàåòñÿ. Íåçàìêíóòîñòü R(∆p),
ñâîéñòâî π011(∆p) è òåîðåìà 6 äîêàçàíû. �
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