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ИЗОМОРФИЗМЫ ПОЛУКОЛЕЦ НЕПРЕРЫВНЫХ
НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ C MAX-СЛОЖЕНИЕМ И

ИЗОМОРФИЗМЫ РЕШЕТОК ИХ ПОДАЛГЕБР

В.В. СИДОРОВ

Abstract. Let R∨
+ be the semifield with zero of nonnegative real numbers

with operations of max-addition and multiplication and C∨(X) be the
semiring of continuous R∨

+-valued functions on an arbitrary topological
space X with pointwise operation max-addition and multiplication. We
call a subset A ⊆ C∨(X) a subalgebra of the semiring C∨(X) if f ∨ g,
fg, rf ∈ A for any f, g ∈ A and r ∈ R∨

+. For arbitrary topological
spaces X and Y, we describe isomorphisms of the lattices of subalgebras
(subalgebras with unity) of the semirings C∨(X) and C∨(Y ).

Keywords: semirings of continuous functions, subalgebra, isomorphism,
lattice of subalgebras, Hewitt space, max-addition.

1. Введение

Настоящая работа продолжает работу [1]. Для замкнутости изложения на-
помним идейные предпосылки исследования, а также необходимые понятия и
результаты в удобной для нас форме.

1.1. Исходные понятия. Полукольцом называется алгебраическая структу-
ра ⟨S,+, ·⟩, где ⟨S,+⟩— коммутативная полугруппа, ⟨S, ·⟩— полугруппа и умно-
жение дистрибутивно относительно сложения с обеих сторон. Нейтральные
элементы по сложению и умножению (если они существуют) называются нулем
и единицей и обозначаются через 0 и 1. При наличии нуля дополнительно тре-
буется, чтобы 0 ·a = a ·0 = 0 для всех a ∈ S. Полукольцо S с нулем и единицей,
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отличное от кольца, называется полуполем с нулем, если ⟨S\{0}, ·⟩— коммута-
тивная группа. Легко показать, что если S— полуполе с нулем и a, b ∈ S\{0},
то a+ b, ab ̸= 0. Алгебраическая структура ⟨S\{0},+, ·⟩ называется полуполем.
Множества R+ неотрицательных действительных чисел и P положительных
действительных чисел с операциями сложения и умножения являются полупо-
лем с нулем и полуполем соответственно.

Для любых a, b ∈ R положим a ∨ b = max{a, b} и a ∧ b = min{a, b}. Если в
полуполях R+ и P заменить обычное сложение на max-сложение ∨, то получим
полуполе с нулем R∨

+ и полуполе P∨.

Замечание 1. Далее и до конца работы S = R∨
+ или S = P∨.

Обозначим через C(X,S) полукольцо непрерывных S-значных функций, за-
данных на произвольном топологическом пространстве X, с поточечными опе-
рациями max-сложения и умножения функций. Положим C∨(X) = C(X,R∨

+)
и U∨(X) = C(X,P∨). Отметим, что U∨(X)— полуполе.

Кольцо C(X) непрерывных R-значных функций на X является алгеброй
над полем R действительных чисел. Подалгеброй в C(X) будет любое его непу-
стое подмножество, замкнутое относительно сложения и умножения функций
и выдерживающее умножение на константы из R. По аналогии непустое под-
множество A ⊆ C(X,S) назовем подалгеброй, если f ∨ g, fg, rf ∈ A для всех
f, g ∈ A и r ∈ S. Таким образом, мы будем употреблять термин «подалгебра» в
более широком смысле, нежели кольцо, одновременно являющееся векторным
пространством.

Обозначим через A(C(X,S)) решетку подалгебр полукольца C(X,S) по от-
ношению включения ⊆, а через через A1(C(X,S))— ее подрешетку подалгебр
с единицей (строгое включение будем обозначать через ⊂).

Замечание 2. Легко видеть, что точная нижняя грань произвольного непу-
стого семейства подалгебр {Ai}i∈I равна их пересечению

∩
i∈I Ai, а точная

верхняя грань состоит из конечных max-сумм функций вида f1 · . . . · fn, где
f1, . . . , fn ∈

∪
i∈I Ai, n ∈ N. Если S = P∨, то пересечение

∩
i∈I Ai, возможно,

пусто. Поэтому пустое множество ∅ договоримся считать подалгеброй полу-
поля U∨(X). Очевидно, что подалгебра ∅ является нулем решетки A(U∨(X)).

Хаусдорфово пространство X называется тихоновским, если для любого
непустого замкнутого множества F ⊂ X и любой точки x ∈ X\F найдется
функция f ∈ C(X) или, что равносильно, f ∈ C(X,S) такая, что f(F ) = {a}
и f(x) = b, где a ̸= b. Идеал M кольца C(X) называется R -идеалом, ес-
ли факторкольцо C(X)/M изоморфно полю R действительных чисел. Идеа-
лы Mx = {f ∈ C(X) : f(x) = 0}, x ∈ X, называются фиксированными мак-
симальными идеалами. Тихоновское пространство X называется хьюиттов-
ским, если все R -идеалы кольца C(X) являются фиксированными максималь-
ными идеалами. Известны следующие характеризации (см. [2]): топологиче-
ское пространство является тихоновским (хьюиттовским) тогда и только то-
гда, когда оно гомеоморфно подпространству (замкнутому подпространству)
тихоновской степени пространства R. Хьюиттовскими пространствами будут,
например, компакты, т. е. компактные хаусдорфовые пространства.

Хьюиттовские пространства играют важную роль в теории колец C(X) и
связанных с ними алгебраических систем непрерывных функций. Отметим
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Предложение 1 ([2, теоремы 3.9 и 8.7]). Для произвольного топологического
пространства X существуют тихоновское пространство τX и хьюиттов-
ское пространство ντX такие, что канонически изоморфны кольца C(X),
C(τX) и C(ντX), а значит, и соответствующие им полукольца C(X,S),
C(τX, S) и C(ντX, S), а также решетки их подалгебр (подалгебр с единицей).

1.2. Мотивировка и основные результаты работы. В теории колец C(X)
интересен вопрос о том, насколько топологическое пространство X или отдель-
ные его свойства определяются теми или иными алгебраическими свойствами
кольца C(X) и связанных с ним алгебраических систем A(X). Сюда же от-
носится задача определяемости топологических пространств. Определяемость
топологического пространства X в классе K топологических пространств
некоторой производной алгебраической структурой A(X) означает, что для
произвольного топологического пространства Y ∈ K изоморфизм структур
A(X) и A(Y ) влечет гомеоморфизм пространств X и Y.

Согласно знаменитой теореме Гельфанда–Колмогорова (см. [3]) произволь-
ный компакт X определяется кольцом C(X). Эта теорема была впоследствии
распространена на все действительно-компактные (теперь называемые хьюит-
товскими) топологические пространства (см. [4, теорема 57]). Было замечено
(см. [5, теорема 1]), что в теореме Хьюитта можно заменить кольцо C(X) на
решетку A(C(X)) его подалгебр. Мы перенесли этот результат на случай реше-
ток A(C(X,S)) и A1(C(X,S)) полуколец C(X,S). Более точно, мы доказали,
что произвольное хьюиттовское пространство X определяется каждой из сле-
дующих решеток:

• A(C∨(X)) (2014 г., см. [6, теорема 2.15]);
• A(U∨(X)) (2015 г., см. [7, теорема 1]);
• A1(U

∨(X)) (2017 г., см. [8, теорема 2]);
• A1(C

∨(X)) (2019 г., см. [9, теорема 1]).
Отсюда и из предложения 1 получаем, что для произвольных топологических
пространств X и Y изоморфизм решеток A(C(X,S)) и A(C(Y, S)) или их под-
решеток A1(C(X,S)) и A1(C(Y, S)) влечет изоморфизм полуколец C(X,S) и
C(Y, S). Возникают следующие естественные вопросы.

Вопрос 1. Как устроены изоморфизмы полуколец C(X,S) и C(Y, S), кото-
рые индуцируют изоморфизмы решеток их подалгебр (подалгебр с единицей)?

Вопрос 2. Как устроены изоморфизмы решеток подалгебр (подалгебр с
единицей) полуколец C(X,S) и C(Y, S)? В частности, существуют ли изомор-
физмы этих решеток, которые не индуцируются изоморфизмами самих полу-
колец C(X,S) и C(Y, S)?

Ответы на вопросы 1 и 2 для S = R∨
+ были получены (см. [6]) лишь в

случае решеток всех подалгебр полуколец C(X,S) и C(Y, S), а случай решеток
подалгебр с единицей до настоящего момента разобран не был. В недавней
работе [1] нами даны ответы на вопросы 1 и 2 для S = P∨. Главная цель
настоящей работы — ответить на вопросы 1 и 2 в случае S = R∨

+, сведя его
к случаю S = P∨. В частности, описать изоморфизмы решеток подалгебр с
единицей полуколец C∨(X) и C∨(Y ).

Замечание 3. В силу предложения 1 все рассматриваемые далее топологи-
ческие пространства, не умаляя общности, будем считать хьюиттовскими.
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2. Предварительные результаты

2.1. Однопорожденные подалгебры. Ключевую роль в работе играет тех-
ника однопорожденных подалгебр, суть которой заключается в том, что свой-
ства подалгебр описываются в терминах решеточных свойств однопорожден-
ных подалгебр, точной верхней гранью которых они являются.

Наименьшую подалгебру полукольца C(X,S), которая содержит функцию f,
назовем однопорожденной и обозначим через ⟨f⟩. Наименьшую подалгебру с
единицей, которая содержит функцию f, обозначим через [f ]. При работе в
решетке A1(C(X,S)) подалгебру [f ] также будем называть однопорожденной.
Для записи функций подалгебр ⟨f⟩ и [f ] многочленами от f будем использовать
запись по возрастающим степеням f, а коэффициенты многочленов будем обо-
значать символами a, b и r (часто с индексами). Легко видеть, что если S = R∨

+,
то

⟨f⟩ = {a1f ∨ . . . ∨ anfn : a1, . . . , an ∈ R∨
+, n ∈ N},

[f ] = {a0 ∨ a1f ∨ . . . ∨ anfn : a0, a1, . . . , an ∈ R∨
+, n ∈ N0}.

Будем говорить, что в решетке имеется решеточная характеризация некото-
рого свойства, если данное свойство можно описать в терминах этой решетки.

Замечание 4. В дальнейшем, чтобы избежать громоздкости, в записи ре-
шеточной характеризации некоторых свойств будем использовать условия, ко-
торые сформулированы не в терминах решетки, но решеточная характериза-
ция которых была получена ранее. Вместо оборотов «существует решеточная
характеризация» и «решеточная характеризация» будем использовать сокра-
щения «с. р. х.» и «р. х.» соответственно.

Множество функций-констант полукольца C(X,S) образует подалгебру, ко-
торую обозначим через S (это не вызовет путаницы).

Предложение 2. В решетках A(C(X,S)) и A1(C(X,S)) с. р. х. подалгебры S.

Доказательство. Для S = P∨ — это [1, предложение 2]. Для S = R∨
+ — это [9,

предложение 2]. �
Решетки A(C(X,S)) и A1(C(X,S))— полные, т. е. любое подмножество их

элементов имеет точные верхнюю и нижнюю грани (см. замечание 2). Эле-
мент A полной решетки называется компактным, если для любого непустого
семейства {Ai}i∈ I ее элементов A ≤

∨
i∈I Ai влечет A ≤

∨
i∈J Ai для неко-

торого конечного подмножества J ⊆ I. Элемент A решетки называется ∨-
неразложимым, если A = B ∨ C влечет A = B или A = C.

Дадим р. х. однопорожденных подалгебр.

Предложение 3. Подалгебры ⟨f⟩ и [f ]— это в точности ∨-неразложимые
компактные элементы решеток A(C(X,S)) и A1(C(X,S)) соответственно.

Доказательство. Для S = P∨ — это [1, предложение 15]. Для S = R∨
+ — это [6,

теорема 2.4] и [9, предложение 3]. �

Замечание 5. В силу предложения 2 решетка A1(C(X,S)) имеет р. х. в
решетке A(C(X,S)). Отсюда и из предложения 3 получаем, что подалгебры [f ]
имеют р. х. в решетке A(C(X,S)).

Для произвольной подалгебры [f ] через A1([f ]) обозначим решетку подал-
гебр с единицей, включенных в [f ]. Из предложения 2 получаем
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Предложение 4. Для любой подалгебры [f ] полукольца C(X,S) в решетках
A(C(X,S)) и A1(C(X,S)) с. р. х. решетки A1([f ]).

Для произвольной функции f полукольца C(X,S) положим

Min f = {x ∈ X : f(x) = inf f},
Max f = {x ∈ X : f(x) = sup f},
Z(f) = {x ∈ X : f(x) = 0}.

Предложение 5. Для любой подалгебры [f ] полукольца C(X,S) справедливы
следующие утверждения:

1) | Im f | = 1 тогда и только тогда, когда |A1([f ])| = 1;
2) | Im f | = 2 и Z(f) = ∅ тогда и только тогда, когда |A1([f ])| = 2;
3) | Im f | = 2 и Z(f) ̸= ∅ тогда и только тогда, когда |A1([f ])| = 3;
4) | Im f | ≥ 3 тогда и только тогда, когда A1([f ])— бесконечная решетка.

Доказательство. Для S = P∨ — это [8, предложение 4]. Для S = R∨
+ — это [9,

лемма 5]. �

Легко видеть, что для произвольных функций f и g полукольца C(X,S)

[f ] = ⟨f⟩ ∨ S, ⟨f⟩ = ⟨g⟩ =⇒ [f ] = [g].(1)

Отсюда и из предложений 4 и 5 получаем

Предложение 6. Условия | Im f | = 1, | Im f | = 2 и | Im f | ≥ 3 имеют р. х. в
решетках A(C(X,S)) и A1(C(X,S)) для любой подалгебры [f ], а значит, и в
решетке A(C(X,S)) для любой подалгебры ⟨f⟩.

Решим вопрос о равенстве однопорожденных подалгебр.

Предложение 7. Справедливы следующие утверждения:
1) если ⟨f⟩ = ⟨g⟩ или [f ] = [g], то | Im f | = | Im g|;
2) если | Im f | = 1, то ⟨f⟩ = {0} при f = 0, ⟨f⟩ = S при f > 0 и [f ] = S;
3) если | Im f | = 2, то [f ] = [g] тогда и только тогда, когда

| Im g| = 2, Max f = Max g, Z(f) = Z(g),(2)

или, что равносильно,

| Im g| = 2, Min f = Min g, Z(f) = Z(g);(3)

4) если | Im f | = 2, то ⟨f⟩ = ⟨g⟩ тогда и только тогда, когда f = rg для
некоторого r ∈ P∨;

5) если | Im f | ≥ 3, то

⟨f⟩ = ⟨g⟩ ⇐⇒ [f ] = [g] ⇐⇒ f = rg для некоторого r ∈ P∨.(4)

Доказательство. Для S = P∨ — это [1, предложение 11].
Пусть S = R∨

+. Если [f ] = [g], то | Im f | = | Im g| согласно [9, лемма 3], а
значит, если ⟨f⟩ = ⟨g⟩, то | Im f | = | Im g| в силу (1).

Утверждение 2) очевидно. Утверждение 3)— это [9, лемма 4].
Достаточность в утверждениях 4) и 5) очевидна. Установим необходимость.
Пусть | Im f | = 2. Если ⟨f⟩ = ⟨g⟩, то [f ] = [g] в силу (1), а значит, выполняется

условие (3). Поэтому если Z(f) = Z(g) ̸= ∅, то f = rg для некоторого r ∈ P∨.
Если Z(f) = Z(g) = ∅, то f = rg для некоторого r ∈ P∨ согласно [6, лемма 2.6].
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Наконец, пусть | Im f | ≥ 3. Тогда в силу [9, лемма 4] равенство [f ] = [g]
равносильно условию f = rg для некоторого r ∈ P∨. Поэтому если ⟨f⟩ = ⟨g⟩,
то [f ] = [g] в силу (1), а значит, f = rg для некоторого r ∈ P∨. �

2.2. Подалгебры специального вида. Для подмножества Z ⊆ X через eZ
и eZ обозначим функции полукольца C(X,S) такие, что eZ = eZ = 1 на X\Z,
eZ = 0 и eZ = 1/2 на Z. Если множество Z = {x, y, . . . , z} конечно, то будем
писать ex,y,...,z и ex,y,...,z.

Из предложения 7 получаем, что для любой подалгебры [f ] ̸= S

[f ] = [eZ ] ⇐⇒ (| Im f | = 2, Z(f) = Z),

[f ] = [eZ ] ⇐⇒ (| Im f | = 2, Min f = Z, Z(f) = ∅).
(5)

Легко показать, что если пространство X — тихоновское (в частности, хью-
иттовское) и множество Z = {x, y, . . . , z} ⊆ X конечно, то для произволь-
ного набора rx, ry, . . . , rz ∈ S существует функция f ∈ C(X,S) такая, что
f |Z = (rx, ry, . . . , rz). Здесь и далее f |Z — ограничение функции f на Z, а ра-
венство f |Z = (rx, ry, . . . , rz) означает, что f(x) = rx, f(y) = ry, . . . , f(z) = rz.

Предложение 8. Для произвольных функций f, g, h ∈ C∨(X), X = {x, y, z},
справедливы следующие утверждения:

1) если f = (1, 0, 0), g = (1, 1, 0) и h(x) ≥ h(y) ≥ h(z), то h ∈ [f ] ∨ [g];
2) если f = (1, 0, 0), g = (0, 1, 0) и Z(h) = {z}, то h ∈ [f ] ∨ [g];
3) если 1 = f(x) > f(y), g = (1, 1, 0) и h(x) ≥ h(y) > h(z), то h ∈ [f ] ∨ [g];
4) если 1 = f(x) > f(y) > f(z) = 0, 1 = g(y) > g(x) и Z(h) = {z}, то

h ∈ [f ] ∨ [g].

Доказательство. 1)–2) Заметим, что h = h(x)f ∨ h(y)g ∨ h(z) ∈ [f ] ∨ [g].
3) Выберем m ∈ N такое, что h(x)fm(y) ≤ h(y). Тогда

h = h(x)fmg ∨ h(y)g ∨ h(z) ∈ [f ] ∨ [g].

4) Для m,n ∈ N таких, что h(x) > h(y)f(x)gm(x)/f(y) и h(y) > h(x)fn(y),

h = h(x)fn ∨ h(y)

f(y)
· fgm ∈ [f ] ∨ [g].

�

Для непустого подмножества Z ⊆ X через MinZ и MaxZ обозначим под-
алгебры с единицей полукольца C(X,S), заданные равенствами

MinZ = {f ∈ C(X,S) : Z ⊆ Min f}, MaxZ = {f ∈ C(X,S) : Z ⊆ Max f}.

Для конечного множества Z = {x, y, . . . , z} будем писать Minx,y,...,z и Maxx,y,...,z.
Через bC(X,S), spC(X,S), spbC(X,S) и uC(X,S) обозначим подалгебры, за-
данные равенствами

bC(X,S) = {f ∈ C(X,S) : sup f <∞},
spC(X,S) = {f ∈ C(X,S) : inf f > 0 или f = 0},
spbC(X,S) = bC(X,S) ∩ spC(X,S),
uC(X,S) = {f ∈ C(X,S) : f > 0 или f = 0}.

Подалгебру назовем b-подалгеброй, если она включена в подалгебру bC(X,S).
Для произвольной подалгебрыA через bA обозначим b-подалгебруA∩bC(X,S).
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Аналогичным образом определим понятия sp-подалгебры, spb-подалгебры и u-
подалгебры, а также подалгебры spA, spbA и uA. Ясно, что в случае S = P∨

любая подалгебра является u-подалгеброй.

Предложение 9. В решетках A(C(X,S)) и A1(C(X,S)) с. р. х. b-, sp-, spb-
и u-подалгебр. В частности, для любой подалгебры [f ] с. р. х. подалгебры u[f ].

Доказательство. Для S = P∨ — это [1, предложение 4].
Пусть S = R∨

+. Согласно [9, предложения 5, 6, 7] в решетке A1(C
∨(X)) с. р. х.

b-, sp- и u-подалгебр, а значит, и spb-подалгебр. Далее, пусть A ∈ A(C∨(X)).
Воспользуемся предложением 2 и рассмотрим решетку A1(C

∨(X)) и ее элемент
A ∨ R∨

+. Остается заметить, что подалгебра A является b-, sp-, spb- или u-
подалгеброй тогда и только тогда, когда ей является подалгебра A ∨ R∨

+. �

Предложение 10. Для любых подалгебр [f ], | Im f | = 2, и spbMinx, x ∈ X,

x ∈ Min f ⇐⇒ u[f ] ⊆ spbMinx.(6)

В частности,

x ∈ Z(f) ⇐⇒ (u[f ] ̸= [f ], u[f ] ⊆ spbMinx) .

Доказательство. Допустим, Z(f) = ∅. Тогда [f ] = spb[f ] = u[f ], так как
| Im f | = 2. В этом случае утверждение (6), очевидно, верно.

Пусть Z(f) ̸= ∅. Заметим, что u[f ]— spb-подалгебра, так как | Im f | = 2, и

u[f ] = {0} ∪ {a0 ∨ a1f ∨ . . . ∨ anfn : a0, a1, . . . , an ∈ R∨
+, a0 > 0, n ∈ N0}.

Поэтому если x ∈ Min f, то x ∈ Min g для всех g ∈ u[f ], т. е. u[f ] ⊆ spbMinx.
Обратно, пусть u[f ] ⊆ spbMinx. Допустим, x /∈ Min f, т. е. f(x) > f(y) для

некоторой точки y ∈ X. Тогда x /∈ Min g, где g = (f(x) + f(y))/2 ∨ f ∈ u[f ];
противоречие. Значит, x ∈ Min f. �

Предложение 11. Для любых не u-подалгебр [f ] и [g], где | Im f |, | Im g| ≥ 3,

[f ] = [g] ⇐⇒ u[f ] = u[g].(7)

Доказательство. Необходимость очевидна. Установим достаточность.
Пусть u[f ] = u[g]. Отметим, что Z(f),Z(g) ̸= ∅, так как [f ], [g]— не u-

подалгебры. Допустим, Z(f) ̸= Z(g). Не умаляя общности, будем считать, что
f(x) > 0 и f(y) = g(x) = 0 для некоторых x, y ∈ X. Положим h = f(x)/2 ∨ f.
Тогда h(y) = f(x)/2 < f(x) = h(x). С другой стороны, h(y) ≥ h(x), так как
g(y) ≥ g(x), h ∈ u[f ] и u[f ] = u[g]; противоречие. Значит, Z(f) = Z(g).

Далее, пусть, не умаляя общности, f(x) = g(x) = 1 и f(y) = g(y) = 0 для
некоторых x, y ∈ X. Докажем, что f = g или, что равносильно, f(z) = g(z) для
всех z ∈ X\{x, y}.

Если f(z) = 0, то g(z) = 0, так как Z(f) = Z(g).
Пусть f(z) > 0. Тогда g(z) > 0, так как Z(f) = Z(g). Положим r = 1 ∧

f(z)/2 ∧ g(z)/2. Тогда r ∨ f ∈ u[g] и r ∨ g ∈ u[f ], так как r ∨ f, r ∨ g > 0 и
u[f ] = u[g]. Значит, функции r ∨ f и r ∨ g имеют вид

r ∨ f = a0 ∨ a1g ∨ . . . ∨ angn, r ∨ g = b0 ∨ b1f ∨ . . . ∨ bmfm,

где a0 = b0 = r, так как f(y) = g(y) = 0, и an, bm > 0, n,m ≥ 1, так как
f(z), g(z) > r. Это вместе с (r ∨ f)(x) = f(x) = (r ∨ g)(x) = g(x) = 1 ≥ r
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означает, что 
f(z) = a1g(z) ∨ . . . ∨ angn(z),
g(z) = b1f(z) ∨ . . . ∨ bmfm(z),

1 = a0 ∨ a1 ∨ . . . ∨ an,
1 = b0 ∨ b1 ∨ . . . ∨ bm.

Отсюда a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . bm ≤ 1 и

f(z) = a1 (b1f(z) ∨ . . . ∨ bmfm(z)) ∨ . . . ∨ an (b1f(z) ∨ . . . ∨ bmfm(z))
n
.

Кроме того, если j ≥ 2, то f(z) > a1bjf
j(z), и если i ≥ 2, то f(z) > aib

i
jf
ij(z)

для всех j = 1, . . . ,m. Следовательно, f(z) = a1b1f(z). Поэтому a1 = b1 = 1,
так как a1, b1 ≤ 1 и f(z) > 0. Значит, f(z) = g(z), так как f(z) ≥ a1g(z) = g(z)
и g(z) ≥ b1f(z) = f(z). �

Наконец, докажем

Предложение 12. Справедливы следующие утверждения:
1) произвольные автоморфизмы α1 и α2 решетки A1(C

∨(X)) такие, что
α1(spbMinx) = α2(spbMinx) = spbMinx для всех spbMinx, x ∈ X, равны тогда и
только тогда, когда

α1([f ]) = α2([f ]) для любой u-подалгебры [f ].(8)

2) произвольные автоморфизмы α1 и α2 решетки A(C∨(X)) такие, что
α1(spbMinx) = α2(spbMinx) = spbMinx для всех spbMinx, x ∈ X, равны тогда и
только тогда, когда

α1(⟨f⟩) = α2(⟨f⟩) для любой u-подалгебры ⟨f⟩.(9)

Доказательство. Необходимость очевидна. Установим достаточность.
1) Пусть выполняется условие (8). Докажем, что α1 = α2. Рассмотрим про-

извольную подалгебру [f ]. Тогда в силу предложения 3 имеем α1([f ]) = [f1] и
α2([f ]) = [f2] для некоторых подалгебр [f1] и [f2] полукольца C∨(X). Если мы
докажем, что [f1] = [f2], то α1(A) = α2(A) для всех A ∈ A1(C

∨(X)), так как
любая подалгебра с единицей является точной верхней гранью включенных в
нее однопорожденных подалгебр с единицей.

Если f = 0 или f > 0, то [f ]— u-подалгебра. Значит, [f1] = [f2] в силу (8).
Пусть | Im f | ≥ 2 и Z(f) ̸= ∅. Тогда в силу предложения 9 и (8) имеем

{[g1] ⊆ [f1] : [g1]— u-подалгебра} = {α1([g]) : [g] ⊆ [f ] и [g]— u-подалгебра} =

{α2([g]) : [g] ⊆ [f ] и [g]— u-подалгебра} = {[g2] ⊆ [f2] : [g2]— u-подалгебра}.

Отсюда u[f1] = u[f2], так как любая u-подалгебра с единицей есть точная верх-
няя грань включенных в нее однопорожденных u-подалгебр с единицей. По-
этому если | Im f | = 2, то в силу предложений 6 и 10

| Im f1| = | Im f2| = | Im f | = 2, Min f1 = Min f2 = Min f, Z(f1) = Z(f1) = Z(f).

Значит, [f1] = [f2] = [f ] по предложению 7.
Наконец, если | Im f | ≥ 3, то | Im f1|, | Im f2| ≥ 3 в силу предложения 6. Зна-

чит, [f1] = [f2] по предложению 11.
2) Пусть выполняется условие (9). Докажем, что α1 = α2. Рассмотрим про-

извольную подалгебру ⟨f⟩. Тогда в силу предложения 3 имеем α1(⟨f⟩) = ⟨f1⟩
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и α2(⟨f⟩) = ⟨f2⟩ для некоторых подалгебр ⟨f1⟩ и ⟨f2⟩ полукольца C∨(X). Ес-
ли мы докажем, что ⟨f1⟩ = ⟨f2⟩, то α1(A) = α2(A) для всех A ∈ A1(C

∨(X)),
так как любая подалгебра является точной верхней гранью включенных в нее
однопорожденных подалгебр.

Если f = 0 или f > 0, то ⟨f⟩— u-подалгебра. Значит, ⟨f1⟩ = ⟨f2⟩ в силу (9).
В частности, α1(R∨

+) = α2(R∨
+).

Пусть | Im f | ≥ 2 и Z(f) ̸= ∅. Заметим, что для любой u-подалгебры [g]
подалгебра ⟨g⟩ также будет u-подалгеброй. Поэтому в силу (9) имеем

α1([g]) = α1(⟨g⟩ ∨ R∨
+) = α1(⟨g⟩) ∨ α1(R∨

+) =

α2(⟨g⟩) ∨ α2(R∨
+) = α2(⟨g⟩ ∨ R∨

+) = α2([g]).

Поэтому выполняется условие (8). Отсюда (см. доказательство утверждения 1))
[f1] = [f2], причем Z(f1) = Z(f2) = Z(f) в случае | Im f | = 2. Кроме того,
| Im f1| = | Im f2| = | Im f | в силу предложения 6. Значит, ⟨f1⟩ = ⟨f2⟩ по предло-
жению 7. �

3. Основные результаты

Дадим ответы на основные вопросы 1 и 2 для S = R∨
+.

3.1. Изоморфизмы полуколец C(X,S) и C(Y, S), которые индуцируют
изоморфизмы решеток их подалгебр (подалгебр с единицей).

Заметим, что (f∨g)t = f t∨gt и (fg)t = f tgt для любых f, g ∈ C(X,S) и t ∈ P.
Поэтому для любого t ∈ P правило f 7→ f t задает автоморфизм полукольца
C(X,S), который обозначим через ψt. Поскольку

A ⊆ B ⇐⇒ ψt(A) ⊆ ψt(B), A— подалгебра ⇐⇒ ψt(A)— подалгебра

для любых подмножеств A,B ⊆ C(X,S) и ψt(S) = S, автоморфизм ψt инду-
цирует автоморфизмы решеток A(C(X,S)) и A1(C(X,S)), которые обозначим
через αψt и α1,ψt соответственно.

Замечание 6. Легко видеть, что правилоA 7→ A\{0} задает изоморфизм ре-
шеток подалгебр (подалгебр с единицей) полукольца C∨(X) и полуполя U∨(X).

Теорема 1. Для произвольного изоморфизма ψ полуколец C(X,S) и C(Y, S)
равносильны следующие условия:

1) ψ индуцирует изоморфизм решеток A(C(X,S)) и A(C(Y, S));
2) ψ индуцирует изоморфизм решеток A1(C(X,S)) и A1(C(Y, S));
3) ψ действует по правилу f 7→ ψt(f ◦ φ−1) для некоторого автоморфизма

ψt полукольца C(X,S) и некоторого гомеоморфизма φ пространств X и Y.

Доказательство. Для S = P∨ — это [1, соглашения 1–6 и теорема 1].
Пусть S = R∨

+. Импликации 3) ⇒ 1) и 3) ⇒ 2) очевидны. Докажем обратные
импликации.

Рассмотрим изоморфизм ψ полуколец C∨(X) и C∨(Y ), который индуцирует
изоморфизм решеток их подалгебр (подалгебр с единицей). В силу предложе-
ний 2 и 9 ограничение этого изоморфизма на решетку A1(uC

∨(X)) является
изоморфизмом решеток A1(uC

∨(X)) и A1(uC
∨(Y )). Отсюда и из замечания 6

получаем, что ψ индуцирует изоморфизм решеток A1(U
∨(X)) и A1(U

∨(Y )).
Поэтому по теореме 1 для S = R∨

+ получаем, что ψ на U∨(X) действует по
правилу f 7→ ψt(f ◦ φ−1) для некоторого автоморфизма ψt полуполя U∨(X) и
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некоторого гомеоморфизма φ пространств X и Y. Следовательно, для любых
функций f ∈ C∨(X) и r ∈ P∨

(10) ψ(f) ∨ rt = ψ(f) ∨ ψ(r) = ψ(f ∨ r) = ψt
(
(f ∨ r) ◦ φ−1

)
=

ψt
((
f ◦ φ−1

)
∨
(
r ◦ φ−1

))
= ψt

(
f ◦ φ−1

)
∨ ψt

(
r ◦ φ−1

)
= ψt

(
f ◦ φ−1

)
∨ rt.

Легко видеть, что для произвольных функций g, h ∈ C∨(Y )

g = h⇐⇒ g ∨ rt = h ∨ rt для всех r ∈ P∨.

Вместе с (10) это означает, что ψ(f) = ψt
(
f ◦ φ−1

)
. �

3.2. Изоморфизмы решеток A(C(X,S)) и A(C(Y, S)). Опишем изоморфиз-
мы решеток A(C(X,S)) и A(C(Y, S)). Нам понадобится

Предложение 13. Пусть X = {x, y}. Тогда для любых функций f, g ∈ C∨(X)
справедливы следующие утверждения:

1) если f(x) > f(y) и g(x) < g(y), то uC∨(X) ⊆ ⟨f⟩ ∨ ⟨g⟩;
2) если f(x) = g(x) > f(y) > 0, то g ∈ ⟨f⟩ равносильно f(y) ≥ g(y) > 0.

Доказательство. 1) Не умаляя общности, будем считать, что f(x) = g(y) = 1.
Тогда для любой функции h > 0 найдутся m,n ∈ N такие, что h(y)gm(x) ≤ h(x)
и h(x)fn(y) ≤ h(y), так как 1 > f(y), g(x). Значит, uC∨(X) ⊆ ⟨f⟩ ∨ ⟨g⟩, так как

h = h(x)fn ∨ h(y)gm ∈ ⟨f⟩ ∨ ⟨g⟩.
2) Не умаляя общности, будем считать, что f(x) = g(x) = 1. Если g ∈ ⟨f⟩,

то функция g имеет вид
g = a1f ∨ . . . ∨ anfn,

где a1 ∨ . . . ∨ an = 1, так как f(x) = g(x) = 1. Кроме того, f(y) ≥ f i(y) > 0 для
всех i = 1, . . . , n, так как 1 > f(y) > 0. Значит, f(y) ≥ g(y) > 0.

Обратно, пусть f(y) ≥ g(y) > 0. Поскольку 1 > f(y), найдется n ∈ N такое,
что g(y) ≥ fn(y). Тогда

g =
g(y)

f(y)
· f ∨ fn ∈ ⟨f⟩.

�
Наибольшее значение функции f ∈ C(X,S) обозначим через max f. Отрезок

[0, 1] с естественным порядком является цепью. Для произвольных порядковых
автоморфизмов φx и φy цепи [0, 1] через ψφx,φy обозначим взаимно-однозначное
преобразование полукольца C(X,S), действующее по правилу

f = (f(x), f(y)) 7→


0, если f = 0,

max f ·
(
φx

(
f(x)

max f

)
, φy

(
f(y)

max f

))
, если f ̸= 0.

(11)

Для функции f ∈ C(X,S) и подмножества A ⊆ C(X,S) обозначим через f ′
и A′ их образы ψφx,φy (f) и ψφx,φy (A). Из определения ψφx,φy находим, что

max f = max f ′, Z(f) = Z(f
′)(12)

и

f(x) < f(y) ⇐⇒ f ′(x) < f ′(y), f(x) = f(y) ⇐⇒ f ′(x) = f ′(y).(13)

Кроме того, справедливы следующие утверждения:
• если f = 0, то ⟨f⟩ = {0};
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• если f ∈ P∨, то ⟨f⟩ = S;
• если f(x) > f(y) = 0, то ⟨f⟩ =

{
a · (1, 0) : a ∈ R∨

+

}
;

• если f(x) > f(y) > 0, то ⟨f⟩ = {a · (1, b) : a ∈ S, f(y)/f(x) ≥ b > 0} в
силу утверждения 2 предложения 13.

Вместе с (11) это означает, что

(⟨f⟩)′ = ⟨f ′⟩ для всех f ∈ C(X,S).(14)

Предложение 14. Любое преобразование ψφx,φy индуцирует автоморфизм
решетки A(C(X,S)), X = {x, y}, причем

ψφx,φy : spbMinx 7→ spbMinx, spbMiny 7→ spbMiny.(15)

Доказательство. Утверждение (15) получаем из определения ψφx,φy .
Для S = P∨ — это [1, предложение 6].
Пусть S = R∨

+. Заметим, что ψφx,φy (U
∨(X)) = U∨(X). Вместе с предложе-

нием 14 для S = P∨ и замечанием 6 это означает, что преобразование ψφx,φy

индуцирует автоморфизм решетки A(uC∨(X)). В частности,

(uA)′ — подалгебра для любой подалгебры A ⊆ C∨(X).(16)

Докажем, что ψφx,φy индуцирует автоморфизм решетки A(C∨(X)).Посколь-
ку ψφx,φy — взаимно-однозначное преобразование, включения A ⊆ B и A′ ⊆ B′

равносильны для любых подмножеств A,B ⊆ C∨(X). Поэтому достаточно по-
казать, что A— подалгебра тогда и только тогда, когда A′ — подалгебра для
любого подмножества A ⊆ C∨(X).

Пусть A— подалгебра. Докажем, что A′ — подалгебра или, что равносильно,
f ′ ∨ g′, f ′g′, rf ′ ∈ A′ для любых f ′, g′ ∈ A′ и r ∈ R∨

+.
Заметим, что rf ∈ A, так как f ∈ A и A— подалгебра. Поэтому rf ′ ∈ A′,

так как (rf)′ = rf ′ в силу (11). В частности,

(17) h′ ∈ A′ ⇐⇒ (rh′ ∈ A′ для всех r ∈ P∨) ⇐⇒
(rh′ ∈ A′ для некоторого r ∈ P∨) .

Если f ′ = 0 или g′ = 0, то f ′ ∨ g′, f ′g′ ∈ {f ′, g′} ⊆ A′.
Если f ′, g′ > 0, то f, g ∈ uA. Поэтому f ′, g′ ∈ (uA)′. Значит, f ′ ∨ g′, f ′g′ ∈ A′,

так как (uA)′ ⊆ A′ и (uA)′ — подалгебра в силу (16).
Остается разобрать случай, когда f ′(x) > f ′(y) = 0 и g′ ̸= 0. Не умаляя

общности, можно считать, что f ′(x) = 1, так как в силу (17)

f ′ ∨ g′ ∈ A′ ⇐⇒ f ′

f(x)
∨ g′

f(x)
∈ A′, f ′g′ ∈ A′ ⇐⇒ f ′

f(x)
· g′ ∈ A′.

Заметим, что f ′g′ ∈ A′, так как f ′g′ = g′(x)f ′ и g′(x)f ′ ∈ A′ в силу (17).
Докажем, что f ′ ∨ g′ ∈ A′.
Случай 1: g′ ∈ P∨. Если g′ ≤ f ′(y) или g′ ≥ 1, то f ′ ∨ g′ ∈ {f ′, g′} ⊆ A′.
Пусть 1 > g′ > f ′(y). Заметим, что g = g′ в силу (11). Поэтому R∨

+ ⊆ A, так
как g ∈ P∨, g ∈ A и A— подалгебра. В частности, φ−1

y (g′) ∈ A. Следовательно,
φ−1
y (g′) ∨ f ∈ A, так как f ∈ A и A— подалгебра. Значит, f ′ ∨ g′ ∈ A′, так как(

φ−1
y (g′) ∨ f

)′
=

(
1, φ−1

y (g′)
)′

= (1, g′) = f ′ ∨ g′.

Случай 2: g′(x) > g′(y). Если g′(y) = 0, то f ′ ∨ g′ ∈ {f ′, g′} ⊆ A′.



ИЗОМОРФИЗМЫ ПОЛУКОЛЕЦ НЕПРЕРЫВНЫХ НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ329

Пусть g′(y) > 0. Тогда если g′(x) ≥ 1, то f ′ ∨ g′ = g′ ∈ A′. Наконец, если
g′(x) < 1, то g′(x)(f ′ ∨ g′) = (g′(x), g′(x)g′(y)) ∈ ⟨g′⟩ по утверждению 2 предло-
жения 13, так как g′(y) > g′(x)g′(y) > 0. Значит, f ′ ∨ g′ ∈ A′, так как ⟨g′⟩ ⊆ A′

в силу (14).
Случай 3: g′(y) > g′(x). Тогда uC∨(X) ⊆ ⟨f⟩ ∨ ⟨g⟩ по утверждению 2 пред-

ложения 13, так как f(x) > f(y) и g(x) < g(y) в силу (11). Следовательно,
uC∨(X) ⊆ A, так как f, g ∈ A. Отсюда uC∨(X) ⊆ A′, так как (uC∨(X))

′
=

uC∨(X) в силу (11). Значит, f ′ ∨ g′ ∈ A′, так как f ′ ∨ g′ ∈ uC∨(X).
Итак, если A— подалгебра, то A′ — подалгебра.
Обратно, пусть A— подмножество полукольца C∨(X) такое, что его образ

A′ является подалгеброй. Заметим, что ψ−1
φx,φy

= ψφ−1
x ,φ−1

y
. Поэтому, как было

показано ранее, множество ψφ−1
x ,φ−1

y
(A′) = A является подалгеброй. �

Обозначим через αφx,φy автоморфизм решетки A(C(X,S), который согласно
предложению 14 индуцирует преобразование ψφx,φy .

Теорема 2. Для любого изоморфизма α решеток A(C(X,S)) и A(C(Y, S))
справедливы следующие утверждения:

1) отображение φα : X → Y, заданное правилом

φα(x) = x′ ⇐⇒ α(spbMinx) = spbMinx′ ,

является гомеоморфизмом;
2) если |X| ≠ 2, то α индуцируется изоморфизмом полуколец C(X,S) и

C(Y, S), который действует по правилу f 7→ ψt
(
f ◦ φ−1

α

)
для некоторого

автоморфизма ψt полукольца C(X,S);
3) если |X| = 2, то α индуцируется отображением полуколец C(X,S) и

C(Y, S), которое действует по правилу f 7→ ψφx,φy

(
f ◦ φ−1

α

)
для некоторого

преобразования ψφx,φy полукольца C(X,S).

Доказательство. Для S = P∨ — это [1, соглашения 1–6 и теорема 2].
Пусть S = R∨

+. Из предложения 9 и замечания 6 получаем, что ограниче-
ние изоморфизма α на решетку A(U∨(X)) является изоморфизмом решеток
A(U∨(X)) и A(U∨(Y )). Отсюда и из утверждения 1) для S = P∨ получаем, что
отображение φα является гомеоморфизмом пространств X и Y.

Отождествим точки пространств X и Y гомеоморфизмом φα. После чего,
не умаляя общности, будем считать, что α— автоморфизм решетки A(C∨(X))
такой, что spbMinx 7→ spbMinx, x ∈ X.

Случай |X| ̸= 2. Из предложения 9 и замечания 6 получаем, что ограниче-
ние автоморфизма α на решетку A(U∨(X)) является автоморфизмом решет-
ки A(U∨(X)). Отсюда и из утверждения 2) для S = P∨ получаем, что огра-
ничение автоморфизма α на решетку A(U∨(X)) индуцируется ограничением
на полуполе U∨(X) некоторого автоморфизма ψt полукольца C∨(X). Тогда
α(⟨f⟩) = αψt(⟨f⟩) для всех u-подалгебр ⟨f⟩ полукольца C∨(X). Кроме того,
легко видеть, что αψt : spbMinx 7→ spbMinx, x ∈ X. Значит, α = αψt по утвер-
ждению 2 предложения 12.

Случай X = {x, y}. Из предложения 9 и замечания 6 получаем, что огра-
ничение автоморфизма α на решетку A(U∨(X)) является автоморфизмом ре-
шетки A(U∨(X)). Отсюда и из утверждения 3) для S = P∨ получаем, что
найдутся автоморфизмы φx и φy цепи (0, 1] такие, что α = αφx,φy на решетке
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A(U∨(X)). Доопределим автоморфизмы φx и φy цепи (0, 1] до автоморфиз-
мов цепи [0, 1] равенствами φx(0) = 0 и φy(0) = 0. Тогда α(⟨f⟩) = αφx,φy (⟨f⟩)
для любой u-подалгебры ⟨f⟩ полукольца C∨(X). Кроме того, легко видеть, что
αφx,φy : spbMinx 7→ spbMinx, x ∈ X. Значит, α = αφx,φy по утверждению 2
предложения 12. �

Предложение 15. Произвольные автоморфизмы αφx,φy и αψt равны тогда и
только тогда, когда φx(r) = φy(r) = rt для всех r ∈ (0, 1].

Доказательство. Для S = P∨ — это [1, предложение 7].
Пусть S = R∨

+. Если φx(r) = φy(r) = rt для всех r ∈ (0, 1], то ψφx,φy = ψt,
так как φx(0) = φy(0) = 0t = 0. Значит, αφx,φy = αψt .

Обратно, если αφx,φy = αψt , то αφx,φy = αψt на решетке A(U∨(X)). Из
предложения 15 для S = P∨ получаем, что φx(r) = φy(r) = rt, r ∈ (0, 1]. �

Замечание 7. Из предложения 15 получаем, что семейство автоморфизмов
αφx,φy строгим образом включает семейство автоморфизмов αψt . Вместе с тео-
ремами 1 и 2 это означает, что в случае |X| = |Y | = 2 существуют изоморфизмы
решеток A(C(X,S)) и A(C(Y, S)), которые не индуцируются изоморфизмами
полуколец C(X,S) и C(Y, S).

3.3. Изоморфизмы решеток A1(C(X,S)) и A1(C(Y, S)). Опишем изомор-
физмы решеток A1(C(X,S)) и A1(C(Y, S)).

Пусть X = {x, y, z}. Для произвольной функции f ∈ C(X,S) такой, что
Im f = {a, b, c} и a > b > c, обозначим через mid f значение b. Рассмотрим
множество Midy, заданное равенством

Midy = {f ∈ C(X,S) : | Im f | = 3, f(y) = mid f}.

Нетрудно заметить, что для любых a, s ∈ P и f ∈ Midy, где s > 1 > a > 0 и
f(x) > f(y) > f(z), найдутся единственные k ∈ R и r, p ∈ P такие, что

f =

 ak
(
1, ar,

(
ar
)1+p(s−1)

)
, если f(z) > 0,

ak (1, ar, 0) , если f(z) = 0.

Аналогичное верно и для функций f ∈ Midy, f(x) < f(y) < f(z).
Для произвольного набора Ty = (a, b, s, t), где s, t > 1 > a, b > 0, положим

c = as−1, l =
s

s− 1
, d = bt−1, q =

t

t− 1
.

Тогда
l, q > 1 > c, d > 0, (s− 1)(l − 1) = (t− 1)(q − 1) = 1.

Легко видеть, что правило

f 7→



bk
(
1, br, (br)1+p(t−1)

)
, если f = ak

(
1, ar, (ar)1+p(s−1)

)
,

bk (1, br, 0) , если f = ak (1, ar, 0) ,

dk
(
(dr)1+p(q−1), dr, 1

)
, если f = ck

(
(cr)1+p(l−1), cr, 1

)
,

dk (0, dr, 1) , если f = ck (0, cr, 1) ,

(18)
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задает взаимно-однозначное преобразование множества Midy, которое обозна-
чим через ψTy . Множества Midx и Midz и их преобразования ψTx и ψTz опреде-
лим аналогичным образом. Тогда для любой тройки T = (Tx, Ty, Tz) правило

f 7→


ψTx(f), если f ∈ Midx,

ψTy (f), если f ∈ Midy,

ψTz (f), если f ∈ Midz,

f, если | Im f | ≤ 2,

(19)

задает взаимно-однозначное преобразование полукольца C(X,S), которое обо-
значим через ψT . Для произвольной функции f ∈ C(X,S) и подмножества
A ⊆ C(X,S) обозначим через f ′ и A′ их образы ψT (f) и ψT (A).

Из определения ψT находим, что для любой функции f ∈ C(X,S)

Z(f) = Z(f
′), f(u) < f(v) ⇐⇒ f ′(u) < f ′(v) для любых u, v ∈ X.(20)

Отсюда и из (5) находим, что

([eZ ])
′
= [eZ ], ([eZ ])

′
= [eZ ] для всех Z ⊆ X.(21)

Предложение 16. Любое преобразование ψT индуцирует автоморфизм ре-
шетки A1(C(X,S)), X = {x, y, z}, причем

ψT : spbMinx 7→ spbMinx, spbMiny 7→ spbMiny, spbMinz 7→ spbMinz.(22)

Доказательство. Рассмотрим преобразование ψT , где T = (Tx, Ty, Tz) и

Tx = (ax, bx, sx, tx), Ty = (ay, by, sy, ty), Tz = (az, bz, sz, tz).

Утверждение (22) получаем из определения преобразования ψT .
Для S = P∨ — это [1, предложение 8].
Пусть S = R∨

+. Поскольку ψT (U
∨(X)) = U∨(X) и ψT (P∨) = P∨, из пред-

ложения 16 для S = P∨ и замечания 6 получаем, что преобразование ψT ин-
дуцирует автоморфизм решетки A1(uC

∨(X)). Поэтому (uA)′ — подалгебра с
единицей для любой подалгебры A с единицей полукольца C∨(X). Отсюда

f ′ ∨ g′, f ′g′ ∈ (uA)′ ⊆ A′ для любых f ′, g′ ∈ A′, f ′, g′ > 0,(23)

так как если f ′, g′ > 0, то f, g ∈ uA в силу (18).
Докажем, что ψT индуцирует автоморфизм решетки A1(C

∨(X)). Поскольку
ψT — взаимно-однозначное преобразование, включения A ⊆ B и A′ ⊆ B′ равно-
сильны для любых подмножеств A,B ⊆ C∨(X). Поэтому достаточно показать,
что A— подалгебра с единицей тогда и только тогда, когда A′ — подалгебра с
единицей для любого подмножества A ⊆ C∨(X).

Пусть A— подалгебра с единицей полукольца C∨(X) и f ′, g′ ∈ A′. Докажем,
что A′ — подалгебра с единицей, т. е. R∨

+ ⊆ A′ и f ′ ∨ g′, f ′g′, rf ′ ∈ A′ для любых
f ′, g′ ∈ A′ и r ∈ R∨

+. Заметим, что R∨
+ ⊆ A′, так как R∨

+ ⊆ A и ψT (R∨
+) = R∨

+.
Поэтому достаточно показать, что f ′ ∨ g′ и f ′g′ ∈ A′ для всех f ′, g′ ∈ A′.

Если f ′ = 0 или g′ = 0, то f ′ ∨ g′, f ′g′ ∈ {f ′, g′} ⊆ A′.
Пусть f ′, g′ ̸= 0. Не умаляя общности, будем считать, что | Im g′| ≥ | Im f ′| и

f ′(x) ≥ f ′(y) ≥ f ′(z).
Случай 1: f ′ ∈ P∨, | Im g′| ≤ 2. Тогда f ′ = f, g′ = g и | Im f ∨ g|, | Im fg| ≤ 2.

Кроме того, f ∨ g, fg ∈ A, так как f, g ∈ A и A— подалгебра. Значит,

f ′ ∨ g′ = f ∨ g = (f ∨ g)′ ∈ A′, f ′g′ = fg = (fg)′ ∈ A′.
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Случай 2: f ′ ∈ P∨, | Im g′| = 3. Если g′ > 0, то f ′ ∨ g′, f ′g′ ∈ A′ в силу (23).
Пусть Z(g′) ̸= ∅. Не умаляя общности, будем считать, что g′ = bky

(
1, bry, 0

)
для некоторых k ∈ R и r ∈ P. Поскольку f ′ ∈ P∨, имеем f ′ = bly для некоторого
l ∈ R. Кроме того, alyg ∈ A, так как g ∈ A и A— подалгебра. Значит,

f ′g′ = bl+ky

(
1, bry, 0

)
=

(
al+ky

(
1, ary, 0

))′
=

(
alyg

)′ ∈ A′.

Докажем, что f ′ ∨ g′ ∈ A′. Если f ′ < g′(y), то f ′ = bky
(
bry
)1+p(t−1) для неко-

торого p ∈ P. Положим e = aky
(
ary

)1+p(s−1)
. Тогда e ∨ f ∈ A, так как e, f ∈ A и

A— подалгебра. Значит,

f ′ ∨ g′ = bky

(
1, bry,

(
bry
)1+p(t−1)

)
=

(
aky

(
1, ary,

(
ary

)1+p(s−1)
))′

= (e ∨ f)′ ∈ A′.

Пусть f ′ ≥ g′(y). Тогда (f ′ ∨ g′)(x) ≥ (f ′ ∨ g′)(y) = (f ′ ∨ g′)(z). Поэтому
f ′ ∨ g′ ∈ [ey,z] . Кроме того, [g(y)∨ g] ⊆ A, так как g(y), g ∈ A и A— подалгебра.
Следовательно, [ey,z] ⊆ A′, так как [ey,z] = [g(y)∨g] и ([ey,z])

′
= [ey,z] в силу (21).

Значит, f ′ ∨ g′ ∈ A′.
Итак, (см. случаи 1 и 2) для любых ненулевых функций f ′, g′ ∈ A′ имеем

f ′ ∨ g′ ∈ A′ ⇐⇒ f ′

max f ′
∨ g′

max f ′
∈ A′,

f ′g′ ∈ A′ ⇐⇒ f ′

max f ′
· g′

max g′
∈ A′.

(24)

Поэтому при доказательстве f ′ ∨ g′ ∈ A′ или f ′g′ ∈ A′, не умаляя общности,
будем считать, что max f ′ = 1 или max f ′ = max g′ = 1 соответственно.

Отметим также, что если f ′ ∨ g′ > 0, то для r = min(f ′ ∨ g′)
r ∨ f ′, r ∨ g′ > 0, f ′ ∨ g′ = (r ∨ f ′) ∨ (r ∨ g′).

Поэтому (см. случаи 1 и 2) r ∨ f ′, r ∨ g′ ∈ A′. Значит, в силу (23) имеем

f ′ ∨ g′ > 0 =⇒ f ′ ∨ g′ ∈ A′.(25)

Случай 3: f ′ = (1, 0, 0). Тогда f ′g′ ∈ {f ′, 0} ⊆ A′. Докажем, что f ′ ∨ g′ ∈ A′.
Случай 3.1: g′(y), g′(z) > 0. Тогда f ′∨ g′ ∈ A′ в силу (25), так как f ′∨ g′ > 0.
Случай 3.2: g′(x) = g′(y) > g′(z) = 0. Тогда [f ] = [(1, 0, 0)] и [g] = [(1, 1, 0)].

Положим
B = {h ∈ C∨(X) : h(x) ≥ h(y) ≥ h(z)}.

Тогда B— подалгебра, f ′ ∨ g′ ∈ B и B = [f ] ∨ [g] по утверждению 1) предло-
жения 8. Отсюда B ⊆ A′, так как [f ] ∨ [g] ⊆ A и B′ = B в силу (20). Значит,
f ′ ∨ g′ ∈ A′.

Случай 3.3: g′(x) = g′(z) > g′(y) = 0. Аналогичен случаю 3.2.
Случай 3.4: g′(y) > g′(x) = g′(z) = 0. Тогда [f ] = [(1, 0, 0)] и [g] = [(0, 1, 0)].

Положим
B = {h ∈ C∨(X) : Z(h) = {z} или h = 0}.

Тогда B— подалгебра, f ′ ∨ g′ ∈ B и B ⊆ [f ] ∨ [g] по утверждению 2) предло-
жения 8. Отсюда B ⊆ A′, так как [f ] ∨ [g] ⊆ A и B′ = B в силу (20). Значит,
f ′ ∨ g′ ∈ A′.

Случай 3.5: g′(x) = g′(y) > g′(z) = 0. Аналогичен случаю 3.4.
Случай 3.6: g′(x) > g′(y) = g′(z) = 0. Тогда f ′ ∨ g′ ∈ {f ′, g′} ⊆ A′.
Случай 3.7: g′(x) > g′(y) > g′(z) = 0. Если f ′(x) ≤ g′(x), то f ′ ∨ g′ = g′ ∈ A′.
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Пусть 1 = f ′(x) > g′(x). Тогда 1 = f(x) > g(x) и g′ = bky
(
1, bry, 0

)
для

некоторых k, r ∈ P. Значит,

f ′ ∨ g′ =
(
1, bry, 0

)
=

(
1, ary, 0

)′
= (f ∨ g)′ ∈ A′.

Случай 3.8: g′(x) > g′(z) > g′(y) = 0. Аналогичен случаю 3.7.
Случай 3.9: g′(y) > g′(x) > g′(z) = 0. Положим

B = {h ∈ C∨(X) : Z(h) = {z} или h = 0}.

Тогда B— подалгебра, f ′ ∨ g′ ∈ B и B ⊆ [f ∨ g/(2g(y))]∨ [g] по утверждению 4)
предложения 8. Отсюда B ⊆ A′, так как [f ∨ g/(2g(y))] ∨ [g] ⊆ A и B′ = B в
силу (20). Значит, f ′ ∨ g′ ∈ A′.

Случай 3.10: g′(z) > g′(x) > g′(y) = 0. Аналогичен случаю 3.9.
Случай 4: f ′ =

(
1, bry, b

r
y

)
, r ∈ P. Тогда f ′ ∨ g′ ∈ A′ в силу (25), так как

f ′ ∨ g′ > 0. Докажем, что f ′g′ ∈ A′. Поскольку f ′ > 0, в силу (25) достаточно
разобрать случай Z(g) ̸= ∅.

Случай 4.1: |Z(g′)| = 2 или g′ = (0, 1, 1). Тогда f ′g′ ∈ A′ в силу (24), так как
f ′g′/max(f ′g′) = g′ ∈ A′.

Случай 4.2: g′ = (1, 1, 0). Положим

B = {h ∈ C∨(X) : h(x) ≥ h(y) > h(z) = 0 или h = 0}.

Тогда B— подалгебра, f ′g′ ∈ B и B ⊆ [f ] ∨ [g] по утверждению 3) предложе-
ния 8. Отсюда B ⊆ A′, так как [f ] ∨ [g] ⊆ A и B′ = B в силу (20). Значит,
f ′g′ ∈ A′.

Случай 4.3: g′ = (1, 0, 1). Аналогичен случаю 4.2.
Случай 4.4: g′ =

(
1, bly, 0

)
, l ∈ P. Положим h =

(
1, aly, a

l
y

)
. Тогда

f ′g′ =
(
1, br+ly , 0

)
=

(
1, ar+ly , 0

)′
= (fh)′ ∈ A′,

так как h ∈ [ey,z] = [f ] ⊆ A и fh ∈ A.
Случай 4.5: g′ =

(
1, 0, blz

)
, l ∈ P. Аналогичен случаю 4.4.

Случай 4.6: g′ =
(
blx, 1, 0

)
, l ∈ P. Положим

B = {h ∈ C∨(X) : Z(h) = {z} или h = 0}.

Тогда B— подалгебра, f ′g′ ∈ B и B ⊆ [g] ∨ [f ] по утверждению 4) предложе-
ния 8. Отсюда B ⊆ A′, так как [g] ∨ [f ] ⊆ A и B′ = B в силу (20). Значит,
f ′g′ ∈ A′.

Случай 4.7: g′ =
(
blx, 0, 1

)
, l ∈ P. Аналогичен случаю 4.6.

Случай 4.8: g′ =
(
0, 1, blz

)
, l ∈ P. Тогда f ′g′ = bryg

′ ∈ A′ (см. случай 2).
Случай 4.9: g′ =

(
0, bly, 1

)
, l ∈ P. Аналогичен случаю 4.8.

Случай 5: f ′ = (1, 1, 0). Докажем, что f ′ ∨ g′ ∈ A′.
Случай 5.1: g′(z) > 0. Тогда f ′ ∨ g′ ∈ A′ в силу (25), так как f ′ ∨ g′ > 0.
Случай 5.2: g′(x) = g′(y) > g′(z) = 0. Тогда f ′ ∨ g′ ∈ {f ′, g′} ⊆ A′.
Случай 5.3: g′(x) > g′(y) = g′(z) = 0. Положим

B = {h ∈ C∨(X) : h(x) ≥ h(y) ≥ h(z) = 0 или h = 0}.

Тогда B— подалгебра, f ′ ∨ g′ ∈ B и B ⊆ [f ] ∨ [g] по утверждению 1) пред-
ложения 8, так как [f ] = [(1, 1, 0)] и [g] = [(1, 0, 0)]. Отсюда B ⊆ A′, так как
[f ] ∨ [g] ⊆ A и B′ = B в силу (20). Значит, f ′ ∨ g′ ∈ A′.

Случай 5.4: g′(y) > g′(x) = g′(z) = 0. Аналогичен случаю 5.3.
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Случай 5.5: g′(x) > g′(y) > g′(z) = 0. Положим

B = {h ∈ C∨(X) : h(x) ≥ h(y) > h(z) = 0 или h = 0}.
Тогда B— подалгебра, f ′ ∨ g′ ∈ B и B ⊆ [f ]∨ [g] по утверждению 3) предложе-
ния 8, так как [f ] = [(1, 1, 0)] и [g] = [(1, aly, 0)], l ∈ P. Отсюда B ⊆ A′, так как
[f ] ∨ [g] ⊆ A и B′ = B в силу (20). Значит, f ′ ∨ g′ ∈ A′.

Случай 5.6: g′(y) > g′(x) > g′(z) = 0. Аналогичен случаю 5.5.
Докажем, что f ′g′ ∈ A′.
Случай 5.7: | Im g′| = 2, причем Z(g′) ̸= ∅, или g′(x) = g′(y). Тогда 2 =

| Im f | = | Im g| ≥ | Im fg|. Значит, f ′g′ = fg = (fg)′ ∈ A′.
Случай 5.8: 1 = g′(x) > g′(y) = g′(z) > 0 или 1 = g′(y) > g′(x) = g′(z) > 0.

Аналогичен случаю 4.2.
Случай 5.9: g′ =

(
1, bry, 1

)
, r ∈ P. Положим h = aryf ∨ fgn, где n ∈ N такое,

что
(
bry
)n ≤ ary. Тогда h ∈ A и h =

(
1, ary, 0

)
. Значит, f ′g′ ∈ A′, так как f ′g′ =(

1, bry, 0
)
= h′.

Случай 5.10: g′ = (brx, 1, 1) , r ∈ P. Аналогичен случаю 5.9.
Случай 5.11: g′ =

(
1, bry, g

′(z)
)
, где bry > g′(z) ≥ 0 и r ∈ P. Тогда f ′g′ ∈ A′,

так как fg ∈ A и f ′g′ =
(
1, bry, 0

)
=

(
1, ary, 0

)′
= (fg)′.

Случай 5.12: g′ = (brx, 1, g
′(z)) , где brx > g′(z) ≥ 0 и r ∈ P. Аналогичен

случаю 5.11.
Случай 5.13: 1 = g′(z) > g′(y) > g′(x). Если g′(x) = 0, то (g′(y)/g(y))fg ∈ A.

Значит, f ′g′ = (0, g′(y), 0) = ((g′(y)/g(y))fg)′ ∈ A.
Если g′(x) > 0, то положим

B = {h ∈ C∨(X) : h(y) ≥ h(x) > h(z) = 0 или h = 0}.
Тогда B— подалгебра, f ′g′ ∈ B и B ⊆ [f ] ∨ [g] по утверждению 3) предложе-
ния 8, так как f = (1, 1, 0) и g(y) > g(x). Отсюда B ⊆ A′, так как [f ] ∨ [g] ⊆ A
и B′ = B в силу (20). Значит, f ′g′ ∈ A′.

Случай 5.14: 1 = g′(z) > g′(x) > g′(y). Аналогичен случаю 5.13.
Случай 6: f ′ = (1, 1, brz), r ∈ P. Тогда f ′ ∨ g′ ∈ A′ в силу (25), так как

f ′ ∨ g′ > 0. Докажем, что f ′g′ ∈ A′.
Случай 6.1: g′ > 0. Тогда f ′g′ ∈ A′ в силу (25), так как f ′g′ > 0.
Случай 6.2: |Z(g′)| = 2. Тогда f ′ = f, g′ = g и (fg)′ = fg, так как | Im f | =

| Im g| = | Im fg| = 2. Значит, f ′g′ ∈ A′, так как fg ∈ A.
Случай 6.3: g′ = (1, 1, 0). Тогда f ′g′ = g′ ∈ A′.
Случай 6.4: g′ = (1, 0, 1). Положим

B = {h ∈ C∨(X) : h(x) ≥ h(z) > h(y) = 0 или h = 0}.
Тогда B— подалгебра, f ′g′ ∈ B и B ⊆ [f ] ∨ [g] по утверждению 3) предло-
жения 8, так как 1 = f(x) > f(z) и g = (1, 0, 1). Отсюда B ⊆ A′, так как
[f ] ∨ [g] ⊆ A и B′ = B в силу (20). Значит, f ′g′ ∈ A′.

Случай 6.5: g′ = (0, 1, 1). Аналогичен случаю 6.4.
Случай 6.6: g′ = (1, bly, 0) или g′ = (blx, 1, 0), где l ∈ P. Тогда f ′g′ = g′ ∈ A′.

Случай 6.7: g′ = (1, 0, blz), l ∈ P. Тогда g =
(
1, 0, alz

)
и h ∈ [g] ⊆ A, где

h =
(
1, 0, al+rz

)
. Значит, f ′g′ =

(
1, 0, bl+rz

)
= h′ ∈ A′.

Случай 6.8: g′ =
(
0, 1, blz

)
, l ∈ P. Аналогичен случаю 6.7.

Случай 6.9: g′ =
(
0, bly, 1

)
, l ∈ P. Положим

B = {h ∈ C∨(X) : Z(h) = {x} или h = 0}
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Тогда B— подалгебра, f ′g′ ∈ B и B ⊆ [f ] ∨ [g] по утверждению 4) предложе-
ния 8, так как 1 = f(y) > f(z) и 1 = g(z) > g(y) > g(x) = 0. Отсюда B ⊆ A′,
так как [f ] ∨ [g] ⊆ A и B′ = B в силу (20). Значит, f ′g′ ∈ A′.

Случай 6.10: g′ =
(
blx, 0, 1

)
, l ∈ P. Аналогичен случаю 6.9.

Случай 7: f ′ =
(
1, bry, 0

)
, r ∈ P. Докажем, что f ′ ∨ g′ ∈ A′.

Случай 7.1: g′(z) > 0. Тогда f ′ ∨ g′ ∈ A′ в силу (25), так как f ′ ∨ g′ > 0.
Случай 7.2: g′ = bky

(
1, bly, 0

)
для некоторых k ∈ R и l ∈ P. Не умаляя общ-

ности, будем считать, что f ′(x) ≥ g′(x), т. е. k ≥ 0. Заметим, что

f ∨ g =
(
1, ary, 0

)
∨ aky

(
1, aly, 0

)
=

(
1, ary ∨ ak+ly , 0

)
∈ A.

Значит, f ′ ∨ g′ =
(
1, bry ∨ bk+ly , 0

)
= (f ∨ g)′ ∈ A′.

Случай 7.3: g′(y) > g′(x) > g′(z) = 0. Положим

B = {h ∈ C∨(X) : Z(h) = {z} или h = 0}.

Тогда B— подалгебра, f ′ ∨ g′ ∈ B и B ⊆ [f ]∨ [g] по утверждению 4) предложе-
ния 8, так как 1 = f(x) > f(y) > f(z) = 0 и 1 = g(y) > g(x). Отсюда B ⊆ A′,
так как [f ] ∨ [g] ⊆ A и B′ = B в силу (20). Значит, f ′ ∨ g′ ∈ A′.

Докажем, что f ′g′ ∈ A′.
Случай 7.4: | Im g′| = 3, g′(x) = 0 или g′(y) = 0. Тогда f ′g′/max(f ′g′) =

(fg/max(fg))′. Значит, f ′g′ ∈ A′ в силу (24), так как fg/max(fg) ∈ A.
Случай 7.5: g′(y) > g′(x) > 0. Положим

B = {h ∈ C∨(X) : Z(h) = {z} или h = 0}.

Тогда B— подалгебра, f ′g′ ∈ B и B ⊆ [f ] ∨ [g] по утверждению 4) предложе-
ния 8, так как 1 = f(x) > f(y) > f(z) = 0 и 1 = g(y) > g(x). Отсюда B ⊆ A′,
так как [f ] ∨ [g] ⊆ A и B′ = B в силу (20). Значит, f ′g′ ∈ A′.

Случай 7.6: g′(x) > g′(y) > 0. Тогда g′ = g′(x)
(
1, bly, g

′(z)/g′(x)
)

для некото-
рого l ∈ P. Положим h = g′(x)

(
alyf ∨ fn

)
, где n ∈ N такое, что fn(y) ≤ alyf(y).

Тогда h = g′(x)
(
1, ar+ly , 0

)
∈ [f ] ⊆ A. Значит, f ′g′ = g′(x)

(
1, br+ly , 0

)
= h′ ∈ A′.

Случай 8: f ′ =
(
1, bry,

(
bry
)1+p(t−1)

)
, r, p ∈ P. Тогда f ′ ∨ g′ ∈ A′ в силу (25),

так как f ′ ∨ g′ > 0. Докажем, что f ′g′ ∈ A′.
Случай 8.1: g′ > 0. Тогда f ′g′ ∈ A′ в силу (25), так как f ′g′ > 0.
Случай 8.2: Z(g′) ̸= ∅. Аналогичен случаю 7.
Итак, если A— подалгебра, то A′ — подалгебра.
Обратно, пусть A— подмножество полукольца C∨(X) такое, что его образ

A′ является подалгеброй. Заметим, что ψ−1
T = ψT ′ , где T ′ = (T ′

x, T
′
y, T

′
z) и

T ′
x = (bx, ax, tx, sx), T ′

y = (by, ay, ty, sy), T ′
z = (bz, az, tz, sz).

Поэтому, как было показано ранее, ψT ′(A′) = A— подалгебра. �

Обозначим через α1,ψT автоморфизм решетки A1(C
∨(X)), |X| = 3, который

согласно предложению 16 индуцирует преобразование ψT .

Теорема 3. Для любого изоморфизма α1 решеток A1(C(X,S)) и A1(C(Y, S))
справедливы следующие утверждения:

1) отображение φα1
: X → Y, заданное правилом

φα1(x) = x′ ⇐⇒ α1(spbMinx) = spbMinx′ ,

является гомеоморфизмом;
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2) если |X| ̸= 3, то α1 индуцируется изоморфизмом полуколец C(X,S)
и C(Y, S), который действует по правилу f 7→ ψt

(
f ◦ φ−1

α1

)
для некоторого

автоморфизма ψt полукольца C(X,S);
3) если |X| = 3, то α индуцируется отображением полуколец C(X,S) и

C(Y, S), которое действует по правилу f 7→ ψT
(
f ◦ φ−1

α1

)
для некоторого пре-

образования ψT полукольца C(X,S).

Доказательство. Для S = P∨ — это [1, соглашения 1–6 и теорема 3].
Пусть S = R∨

+. Из предложения 9 и замечания 6 получаем, что ограниче-
ние изоморфизма α1 на решетку A1(U

∨(X)) является изоморфизмом решеток
A1(U

∨(X)) и A1(U
∨(Y )). Отсюда и из утверждения 1) для S = P∨ получаем,

что отображение φα1 является гомеоморфизмом пространств X и Y.
Отождествим точки пространствX и Y гомеоморфизмом φα1 .После чего, не

умаляя общности, будем считать, что α1 — автоморфизм решетки A1(C
∨(X))

такой, что α1 : spbMinx 7→ spbMinx, x ∈ X.
Пусть |X| ̸= 3. Из предложения 9 и замечания 6 получаем, что ограничение

автоморфизма α1 на решетку A1(U
∨(X)) является автоморфизмом решетки

A1(U
∨(X)). Отсюда и из утверждения 2) для S = P∨ получаем, что огра-

ничение изоморфизма α1 на решетку A1(U
∨(X)) индуцируется ограничением

на полуполе U∨(X) некоторого автоморфизма ψt полукольца C∨(X). Тогда
α1([f ]) = α1,ψt

([f ]) для всех u-подалгебр [f ] полукольца C∨(X). Кроме того,
легко видеть, что α1, α1,ψt : spbMinx 7→ spbMinx, x ∈ X. Значит, α1 = α1,ψt по
утверждению 1) предложения 12.

Пусть |X| = 3. Из предложения 9 и замечания 6 получаем, что ограничение
автоморфизма α1 на решетку A1(U

∨(X)) является автоморфизмом решетки
A1(U

∨(X)). Отсюда и из утверждения 3) для S = P∨ получаем, что найдет-
ся преобразование ψT полукольца C∨(X) такое, что α1 = α1,ψT на решетке
A1(U

∨(X)). Тогда α1([f ]) = α1,ψT
([f ]) для всех u-подалгебр [f ] полукольца

C∨(X). Кроме того, легко видеть, что α1, α1,ψT : spbMinx 7→ spbMinx, x ∈ X.
Значит, α1 = α1,ψT

по утверждению 1) предложения 12. �

Предложение 17. Произвольные автоморфизмы α1,ψt и α1,ψT
, где

T : Tx = (ax, bx, sx, tx), Ty = (ay, by, sy, ty), Tz = (az, bz, sz, tz),

равны тогда и только тогда, когда

bx = atx, tx = sx, by = aty, ty = sy, bz = atz, tz = sz.(26)

Доказательство. Для S = P∨ — это [1, предложение 9].
Пусть S = R∨

+. Если выполняется условие (26), то, очевидно, ψt = ψT . Зна-
чит, α1,ψt = α1,ψT

.
Обратно, если α1,ψt = α1,ψT

, то α1,ψt = α1,ψT
на решетке A(U∨(X)). Отсюда

и из предложения 26 для S = P∨ получаем, что условие (26) выполняется. �

Замечание 8. Из предложения 17 получаем, что семейство автоморфизмов
α1,ψT

строгим образом включает семейство автоморфизмов α1,ψt . Вместе с тео-
ремами 1 и 3 это означает, что в случае |X| = |Y | = 3 существуют изоморфизмы
решеток A1(C(X,S)) и A1(C(Y, S)), которые не индуцируются изоморфизмами
полуколец C(X,S) и C(Y, S).
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