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Abstract. In this paper, ill-posed boundary value problem is investiga-
ted for a system of partial differential equations of mixed type with two
degenerate lines. To boundary value problems for equations of mixed
type, problems from various fields of the natural sciences can be sum-
marized: problems of laser physics, plasma modeling, and mathematical
biology. In this paper, we prove theorems on the uniqueness and conditio-
nal stability of the solution of the problem under investigation on a set
of correctness. The a priori estimate of the solution is obtained by the
method of logarithmic convexity and spectral decomposition.

Keywords: boundary problem, system of equations of mixed type with
degenerate lines, ill-posed problem, a priori estimate,estimate of conditio-
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1. Введение

Исследование некорректных краевых задач для уравнений в частных про-
изводных смешанного и смешанно-составного типа является одним из важных
направлений современной теории обратных и некорректных задач.

В начале двадцатых годов прошлого века Ф. Трикоми и далее С. Геллерстед
начали исследования дифференциальных уравнений смешанного типа. Даль-
нейшее развитие данная теория получила в работах К. И. Бабенко, М. А. Лав-
рентьева, А. В. Бицадзе, А. М. Нахушева [5], М. В.Келдыша, С. П. Пулькина,
В. П. Диденко, В. Н. Врагова [6], С. А. Терсенова, Ф. И. Франкль [7], А. Г. Кузь-
мина [2] и других.

Fayazov, K.S, Khudayberganov, Y.K., Ill-posed boundary value problem for mixed
type system equations with two degenerate lines.
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В дальнейших исследованиях параболические уравнения с меняющимся на-
правлением времени стали рассматривать как частный случай уравнений сме-
шанного типа. В работах Н. В. Кислова была доказана обобщенная разреши-
мость краевых задач для абстрактного уравнения. Большой вклад в исследо-
вание краевых задач для уравнений смешанного типа внесли А. И.Кожанов
[3], И. Е. Егоров, С. Г.Пятков [17],[18], А. А. Керефов, И. С. Пулькин, К. Б. Са-
битов [9] и другие.

Исследуемая в данной работе задача относится к классу некорректно постав-
ленных задач математической физики, а именно в данной задаче отсутствует
непрерывная зависимость решения от начальных данных. Некорректные зада-
чи для абстрактных дифференциальных уравнений были рассмотрены в ра-
ботах М. М. Лаврентьева [19], [20], H. Levine [8], С. Г Крейна [16], А. Л. Бух-
гейма [4], К. С. Фаязова, а для уравнений смешанного и смешанно-составного
типа в работах К. С.Фаязова, К. С. Фаязова и И. О. Хажиева [10], [11], [12],
К. С. Фаязова и Я. К. Худайберганова [13], [14].

Из этих работ следует, что краевые задачи для уравнений смешанного типа
имеют практическое применение, они возникают при решении задач газовой
динамики, безмоментной теории оболочек с кривизной переменного знака, в
теории бесконечно малых изгибаний поверхностей, в магнитной гидродинами-
ке, в теории электронного рассеяния, в прогнозировании уровня грунтовых вод
и в других областях физики и техники.

В работе [14] была рассмотрена краевая задача для системы уравнений. Пер-
вое уравнение — однородное уравнение с двумя линиями вырождения парабо-
лического типа, а второе уравнение — неоднородное уравнение параболическо-
го типа также с двумя линиями вырождения. Доказана условная корректность
краевой задачи для этой системы методом интегральной энергии, а также по-
строено приближенное решение задачи.

В данной работе рассматривается краевая задача для системы уравнений с
двумя линиями вырождения, состоящая из неоднородного уравнения парабо-
лического типа и неоднородного уравнения эллиптико-гиперболического типа.
Доказываются теоремы о единственности и условной устойчивости на множе-
стве корректности, используя метод разложения по собственным функциям
соответствующей спектральной задачи и метод логарифмической выпуклости.

Пусть пара функций (u1(x, y, t), u2(x, y, t)) является решением системы урав-
нений в частных производных смешанного типа

(1)

{
u1t(x, y, t) = sgn(x)u1xx(x, y, t) + sgn(y)u1yy(x, y, t) + f(x, y, t)

u2tt(x, y, t) = sgn(x)u2xx(x, y, t) + sgn(y)u2yy(x, y, t) + u1(x, y, t)

в области Ω = Ω0 × (0;T ) , где Ω0 =
{
(x, y) ∈ (−1; 1)

2
, x ̸= 0, y ̸= 0

}
, T <∞.

Постановка задачи. Найти пару непрерывных в Ω̄ функций
(u1(x, y, t), u2(x, y, t)) удовлетворяющую систему уравнений (1) и следую-
щим условиям:

начальным

(2) u1(x, y, t) |t=0 = ψ(x, y) ,
∂iu2(x, y, t)

∂ti

∣∣∣∣
t=0

= φi+1(x, y), (x, y) ∈ [−1; 1]
2
,
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граничным

(3)
uj(x, y, t)

∣∣∣∣x=−1
x=+1

= 0, (y, t) ∈ [−1; 1]× [0;T ],

uj(x, y, t)

∣∣∣∣y=−1
y=+1

= 0, (x, t) ∈ [−1; 1]× [0;T ],

и условиям склеивания

(4)

∂iuj(x, y, t)

∂xi

∣∣∣∣
x=−0

=
∂iuj(x, y, t)

∂xi

∣∣∣∣
x=+0

, (y, t) ∈ [−1; 1]× [0;T ],

∂iuj(x, y, t)

∂yi

∣∣∣∣
y=−0

=
∂iuj(x, y, t)

∂yi

∣∣∣∣
y=+0

, (x, t) ∈ [−1; 1]× [0;T ],

где (i = 0, 1, j = 1, 2) и φi+1(x, y), ψ(x, y), f(x, y, t)− заданные достаточно глад-
кие функции.

В данной работе доказана некорректность искомой задачи, получено пред-
ставление решения, выведена априорная оценка решения, получены теоремы,
доказывающие единственность и устойчивость на множестве корректности.

2. Представление решения

Пусть
{
λ
(1)
k,l

}∞

k,l=1
,
{
−λ(2)k,l

}∞

k,l=1
,
{
λ
(3)
k,l

}∞

k,l=1
,
{
−λ(4)k,l

}∞

k,l=1
собственные зна-

чения и
{
ϑ
(j)
k,l(x, y)

}∞

k,l=1
, (j = 1, 4) собственные функции следующей спек-

тральной задачи

(5) sgn(x)ϑxx(x, y) + sgn(y)ϑyy(x, y) = λϑ(x, y), (x, y) ∈ (−1; 1)2, x ̸= 0, y ̸= 0,

(6)

ϑ(x, y)

∣∣∣∣x=−1
x=+1

= 0, y ∈ [−1; 1],

ϑ(x, y)

∣∣∣∣y=−1
y=+1

= 0, x ∈ [−1; 1],

∂iϑ(x, y)

∂xi

∣∣∣∣
x=−0

=
∂iϑ(x, y)

∂xi

∣∣∣∣
x=+0

, y ∈ [−1; 1],

∂iϑ(x, y)

∂yi

∣∣∣∣
y=−0

=
∂iϑ(x, y)

∂yi

∣∣∣∣
y=+0

, x ∈ [−1; 1], i = 0, 1.

Из результатов работы [18] следует, что задача (5)-(6) имеет неубываю-
щую последовательность

{
λ
(1)
k,l

}∞

k,l=1
,
{
−λ(2)k,l

}∞

k,l=1
,
{
λ
(3)
k,l

}∞

k,l=1
,
{
−λ(4)k,l

}∞

k,l=1

собственных значений и соответствующих им собственных функций{
ϑ
(j)
k,l(x, y)

}∞

k,l=1
, (j = 1, 4).

Собственные функции представим в виде:

ϑ
(1)
k,l (x, y) = X

(1)
k (x)× Y

(1)
l (y), k, l ∈ N,

ϑ
(2)
k,l (x, y) = X

(1)
k (x)× Y

(2)
l (y), k, l ∈ N,

ϑ
(3)
k,l (x, y) = X

(2)
k (x)× Y

(1)
l (y), k, l ∈ N,

ϑ
(4)
k,l (x, y) = X

(2)
k (x)× Y

(2)
l (y), k, l ∈ N,
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где µ2
k + σ2

l = λ
(1)
k,l ,µ

2
k − σ2

l = λ
(2)
k,l , −µ2

k + σ2
l = λ

(3)
k,l ,−µ2

k − σ2
l = λ

(4)
k,l ,

если λk,l > 0

X
(1)
k (x) =

{
shµk(x− 1)/chµk , 0 6 x 6 1,

sinµk(x+ 1)/ cosµk , −1 6 x 6 0,
k ∈ N,

Y
(1)
l (y) =

{
shσl(y − 1)/chσl , 0 6 y 6 1,

sinσl(y + 1)/ cosσl , −1 6 y 6 0,
l ∈ N,

а при λk,l < 0

X
(2)
k (x) =

{
sinµk(x− 1)/ cosµk , 0 6 x 6 1,

shµk(x+ 1)/chµk , −1 6 x 6 0,
k,∈ N,

Y
(2)
l (y) =

{
sinσl(y − 1)/ cosσl , 0 6 y 6 1,

shσl(y + 1)/chσl , −1 6 y 6 0,
l ∈ N.

В обоих случаях µk, σl − (k, l ∈ N) являются положительными корнями транс-
цендентного уравнения tgα = −thα. Пусть ∥u∥2 = (u, u), где скалярное произ-

ведение (u, υ) =
1∫

−1

1∫
−1

uυdxdy. Кроме того

(sgn(x)sgn(y)ϑ
(p)
k,l (x, y), ϑ

(q)
i,j (x, y)) = 0, p ̸= q, (p, q = 1, 4),∀k, l, i, j,

(sgn(x)sgn(y)ϑ
(m)
k,l (x, y), ϑ

(m)
i,j (x, y)) =

{
1, k = i ∧ l = j

0, k ̸= i ∧ l ̸= j
, (m = 1, 4),

(sgn(x)sgn(y)ϑ
(m)
k,l (x, y), ϑ

(m)
i,j (x, y)) =

{−1, k = i ∧ l = j

0, k ̸= i ∧ l ̸= j
, (m = 2, 3),

где k, l, i, j ∈ N.
Представим спектральные проекторы –P± в следующем виде

P+ ϕ =

∞∑
k,l=1

(
(sgn(x)sgn(y)ϕ, ϑ

(1)
k,l )ϑ

(1)
k,l + (sgn(x)sgn(y)ϕ, ϑ

(4)
k,l )ϑ

(4)
k,l

)
,

P− ϕ = −
∞∑

k,l=1

(
(sgn(x)sgn(y)ϕ, ϑ

(2)
k,l )ϑ

(2)
k,l + (sgn(x)sgn(y)ϕ, ϑ

(3)
k,l )ϑ

(3)
k,l

)
.

Аналогично как в [18]

(P+ − P−)ϕ = ϕ, (sgn(x)sgn(y)(P+ − P −)ϕ, ϕ) = ∥ϕ∥2,

(sgn(x)sgn(y)(P+, P−)ϕ, ψ) =

= (sgn(x)sgn(y)ϕ, (P+, P−)ψ), ϕ, ψ ∈ H0 = L2(−1, 1)2,

(7)

∥ϕ∥20 =
∞∑

k,l=1

{∣∣∣(sgn(x)sgn(y)ϕ, ϑ(1)k,l (x, y))
∣∣∣2+

+
∣∣∣(sgn(x)sgn(y)ϕ, ϑ(2)k,l (x, y))

∣∣∣2 + ∣∣∣(sgn(x)sgn(y)ϕ, ϑ(3)k,l (x, y))
∣∣∣2+

+
∣∣∣(sgn(x)sgn(y)ϕ, ϑ(4)k,l (x, y))

∣∣∣2} .



НЕКОРРЕКТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 651

Согласно работе [17] собственные функции задачи (5)-(6) образуют базис Рисса
в H0 и норма в пространстве L2(−1, 1)

2, определенная равенством (7), эквива-
лентна исходной.

Определение 1. Под решением задачи (1)-(4) понимаем пару непрерывных в
Ω̄ функций (u1(x, y, t), u2(x, y, t)), имеющих непрерывные производные, входя-
щие в уравнение, удовлетворяющих системе уравнений (1) и условиям (2)-(4).

Через M обозначим множества корректности определенные следующим об-
разом

M =

(u1, u2) : ∥u1(x, y, T )∥20 +
T∫

0

∥u2(x, y, t)∥20 dt ≤ m2,m <∞

 .

Если решение существует и принадлежит M , то оно имеет вид

(8)

u1(x, y, t) =

∞∑
k=1

∞∑
l=1

(
u
(1)
1k,l(t)ϑ

(1)
k,l (x, y) + u

(4)
1k,l(t)ϑ

(4)
k,l (x, y)

)
+

+
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(
u
(2)
1k,l(t)ϑ

(2)
k,l (x, y) + u

(3)
1k,l(t)ϑ

(3)
k,l (x, y)

)
,

(9)

u2(x, y, t) =

∞∑
k=1

∞∑
l=1

(
u
(1)
2k,l(t)ϑ

(1)
k,l (x, y) + u

(4)
2k,l(t)ϑ

(4)
k,l (x, y)

)
+

+
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(
u
(2)
2k,l(t)ϑ

(2)
k,l (x, y) + u

(3)
2k,l(t)ϑ

(3)
k,l (x, y)

)
,

где

u1
(i)
k,l(t) = ψ

(i)
k,le

λ
(i)
k,lt +

t∫
0

eλ
(i)
k,l(t−τ)f

(i)
k,l (τ)dτ, k, l ∈ N, (i = 1, 4),

u
(j)
2k,l(t) =



1√
λ
(j)
k,l

t∫
0

u
(j)
1k,l(τ)sh

√
λ
(j)
k,l(t− τ)dτ + φ

(j)
1k,lch

√
λ
(j)
k,l t+

+
φ
(j)
2k,lsh

√
λ
(j)
k,l t√

λ
(j)
k,l

, λ
(j)
k,l > 0, (j = 1, 3),

t∫
0

(t− τ)u
(j)
1k,l(τ)dτ + φ

(j)
2k,lt+ φ

(j)
1k,l, λ

(j)
k,l = 0, (j = 2, 3),

1√
−λ(j)k,l

t∫
0

u
(j)
1k,l(τ) sin

√
−λ(j)k,l(t− τ)dτ + φ

(j)
1k,l cos

√
−λ(j)k,l t+

+
φ
(j)
2k,l sin

√
−λ(j)k,l t√

−λ(j)k,l

, λ
(j)
k,l < 0, (j = 2, 4), k, l ∈ N.
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и
u
(j)
ik,l(t) = (sgn(x)sgn(y)ui(x, y, t), ϑ

(j)
k,l(x, y)), (j = 1, 4),

u
(j)
ik,l(t) = −(sgn(x)sgn(y)ui(x, y, t), ϑ

(j)
k,l(x, y)), (j = 2, 3),

ψ
(j)
k,l = (sgn(x)sgn(y)ψ(x, y), ϑ

(j)
k,l(x, y)), (j = 1, 4),

ψ
(j)
k,l = −(sgn(x)sgn(y)ψ(x, y), ϑ

(j)
k,l(x, y)), (j = 2, 3),

φ
(j)
ik,l = (sgn(x)sgn(y)φi(x, y), ϑ

(j)
k,l(x, y)), (j = 1, 4),

φ
(j)
ik,l = −(sgn(x)sgn(y)φi(x, y), ϑ

(j)
k,l(x, y)), (j = 2, 3), k, l ∈ N, (i = 1, 2).

3. Априорная оценка

Лемма 1. (см. стр. 54-55, [20]) Пусть ϖ(t) решение уравнения

ϖt(t)− λϖ(t) = 0

и удовлетворяет условию ϖ(0) = p, тогда для решения данного уравнения при
t ∈ [0;T ] имеет место неравенство

∥ϖ(t)∥0 6 ∥ϖ(0)∥0
T−t
T · ∥ϖ(T )∥0

t
T ,

где λ-некоторая константа.

Лемма 2. Пусть u1(x, y, t) является решением уравнения

(10) u1t(x, y, t) = sgn(x)u1xx(x, y, t) + sgn(y)u1yy(x, y, t) + f(x, y, t)

в области Ω и удовлетворяет соответствующим условиям (2)-(4). Тогда для
u1(x, y, t) при t ∈ (0;T ) верно следующее неравенство

(11) ∥u1(x, y, t)∥0 6 2(∥u1(x, y, 0)∥0 + β)
1− t

T (∥u1(x, y, T )∥0 + β)
t
T + β,

где β =

(
T∫
0

∥f(x, y, t)∥20dt

) 1
2

.

Доказательство. u1(x, y, t) можно представить в виде

u1(x, y, t) = ν(x, y, t) + ω(x, y, t),

где ω(x, y, t)− решение однородного уравнения

ωt(x, y, t) = sgn(x)ωxx(x, y, t) + sgn(y)ωyy(x, y, t),

ν(x, y, t)−некоторое частное решение неоднородного уравнения

νt(x, y, t) = sgn(x)νxx(x, y, t) + sgn(y)νyy(x, y, t) + f(x, y, t).

Причем функции ν(x, y, t), ω(x, y, t) удовлетворяют граничным условиям

ω(x, y, t)

∣∣∣∣x=−1
x=+1

= 0, ν(x, y, t)

∣∣∣∣x=−1
x=+1

= 0, (y, t) ∈ [−1; 1]× [0;T ],

ω(x, y, t)

∣∣∣∣y=−1
y=+1

= 0, ν(x, y, t)

∣∣∣∣y=−1
y=+1

= 0, (x, t) ∈ [−1; 1]× [0;T ],
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а также условиям склеивания

∂iω(x, y, t)

∂xi

∣∣∣∣
x=−0

=
∂iω(x, y, t)

∂xi

∣∣∣∣
x=+0

, (y, t) ∈ [−1; 1]× [0;T ],

∂iν(x, y, t)

∂xi

∣∣∣∣
x=−0

=
∂iν(x, y, t)

∂xi

∣∣∣∣
x=+0

, (y, t) ∈ [−1; 1]× [0;T ],

∂iω(x, y, t)

∂yi

∣∣∣∣
y=−0

=
∂iω(x, y, t)

∂yi

∣∣∣∣
y=+0

, (x, t) ∈ [−1; 1]× [0;T ] ,

∂iν(x, y, t)

∂yi

∣∣∣∣
y=−0

=
∂iν(x, y, t)

∂yi

∣∣∣∣
y=+0

, (x, t) ∈ [−1; 1]× [0;T ] , i = 0, 1 .

Ищем решение в виде

ω(x, y, t) =

∞∑
k=1

∞∑
l=1

(
ω
(1)
k,l (t)ϑ

(1)
k,l (x, y) + ω

(2)
k,l (t)ϑ

(2)
k,l (x, y)+

+ω
(3)
k,l (t)ϑ

(3)
k,l (x, y) + ω

(4)
k,l (t)ϑ

(4)
k,l (x, y)

)
,

ν(x, y, t) =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(
ν
(1)
k,l (t)ϑ

(1)
k,l (x, y) + ν

(2)
k,l (t)ϑ

(2)
k,l (x, y)+

+ν
(3)
k,l (t)ϑ

(3)
k,l (x, y) + ν

(4)
k,l (t)ϑ

(4)
k,l (x, y)

)
,

Здесь ω
(j)
k,l (t) и ν

(j)
k,l (t), (j = 1, 4) при каждом k, l ∈ N являются решениями

следующих задач соответственно:

(
ν
(j)
k,l (t)

)
t
− λ

(j)
k,lν

(j)
k,l (t) = f

(j)
k,l (t),

ν
(j)
k,l (0) = −

T∫
0

e−λ
(j)
k,lτf

(j)
k,l (τ)dτ, λ

(j)
k,l > 0, (j = 1, 3),


(
ν
(j)
k,l (t)

)
t
− λ

(j)
k,lν

(j)
k,l (t) = f

(j)
k,l (t),

ν
(j)
k,l (0) = 0, λ

(j)
k,l 6 0, (j = 2, 4),

(
ω
(j)
k,l (t)

)
t
− λ

(j)
k,lω

(j)
k,l (t) = 0,

ω
(j)
k,l (0) = ψ

(j)
k,l +

T∫
0

e−λ
(j)
k,lτf

(j)
k,l (τ)dτ, λ

(j)
k,l > 0, (j = 1, 3),


(
ω
(j)
k,l (t)

)
t
− λ

(j)
k,lω

(j)
k,l (t) = 0,

ω
(j)
k,l (0) = ψ

(j)
k,l , λ

(j)
k,l 6 0, (j = 2, 4),

где
ω
(j)
k,l (t) = (sgn(x)sgn(y)ω(x, y, t), ϑ

(j)
k,l(x, y)), (j = 1, 4),

ω
(j)
k,l (t) = −(sgn(x)sgn(y)ω(x, y, t), ϑ

(j)
k,l(x, y)), (j = 2, 3),

ν
(j)
k,l (t) = (sgn(x)sgn(y)ν(x, y, t), ϑ

(j)
k,l(x, y)), (j = 1, 4),

ν
(j)
k,l (t) = −(sgn(x)sgn(y)ν(x, y, t), ϑ

(j)
k,l(x, y)), (j = 2, 3).
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Нетрудно заметить (см. стр. 56, [20]), что

ν
(j)
k,l (t) =



−
T∫
t

eλ
(j)
k,l(t−τ)f

(j)
k,l (τ)dτ, λ

(j)
k,l > 0, (j = 1, 3),

t∫
0

eλ
(j)
k,l(t−τ)f

(j)
k,l (τ)dτ, λ

(j)
k,l ≤ 0, k, l ∈ N, (j = 2, 4).

и

ω
(j)
k,l (t) =


ψ
(j)
k,l e

λ
(j)
k,lt +

T∫
0

eλ
(j)
k,l(t−τ)f

(j)
k,l (τ)dτ, λ

(j)
k,l > 0, (j = 1, 3),

ψ
(j)
k,l e

λ
(j)
k,lt, λ

(j)
k,l ≤ 0, k, l ∈ N, (j = 2, 4).

Следовательно, для функции ν(x, y, t) верно неравенство

(12)

∥ν(x, y, t)∥20 =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(∣∣∣ν(1)k,l (t)
∣∣∣2 + ∣∣∣ν(2)k,l (t)

∣∣∣2 + ∣∣∣ν(3)k,l (t)
∣∣∣2+

+
∣∣∣ν(4)k,l (t)

∣∣∣2) 6
T∫

0

∥f(x, y, t)∥20 dt.

Согласно Леммы 1 для функций ω(j)
k,l (t), (j = 1, 4) при каждом фиксированном

k, l ∈ N верны неравенства

(13)
∣∣∣ω(j)

k,l (t)
∣∣∣2 6

(∣∣∣ω(j)
k,l (0)

∣∣∣2)T−t
T

·
(∣∣∣ω(j)

k,l (T )
∣∣∣2) t

T

, j = 1, 4.

Согласно (7) имеем

∥ω(x, y, t)∥20 =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(∣∣∣ω(1)
k,l (t)

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(2)
k,l (t)

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(3)
k,l (t)

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(4)
k,l (t)

∣∣∣2).
Суммируем неравенства (13) по k, l , (k, l ∈ N) и с учетом неравенства Гельдера
получим

∞∑
k,l=1

∞∑
l=1

(∣∣∣ω(1)
k,l (t)

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(2)
k,l (t)

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(3)
k,l (t)

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(4)
k,l (t)

∣∣∣2) 6

6 4

( ∞∑
k=1

∞∑
l=1

(∣∣∣ω(1)
k,l (0)

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(2)
k,l (0)

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(3)
k,l (0)

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(4)
k,l (0)

∣∣∣2))T−t
T

×

×

( ∞∑
k=1

∞∑
l=1

(∣∣∣ω(1)
k,l (T )

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(2)
k,l (T )

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(3)
k,l (T )

∣∣∣2 + ∣∣∣ω(4)
k,l (T )

∣∣∣2)) t
T

, 0 < t < T

или

(14) ∥ω(x, y, t)∥0 6 2(∥ω(x, y, 0)∥0)
1− t

T · (∥ω(x, y, T )∥0)
t
T , 0 < t < T.
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Так как ω(x, y, t),= u1(x, y, t)− ν(x, y, t), то из неравенств (12), (14) имеем

∥u1(x, y, t)− ν(x, y, t)∥0 6 2(∥u1(x, y, 0)− ν(x, y, 0)∥0)
1− t

T ×

×(∥u1(x, y, T )− ν(x, y, T )∥0)
t
T .

Отсюда, используя неравенство треугольника, имеем

∥u1(x, y, t)∥0 − ∥ν(x, y, t)∥0 6 2(∥u1(x, y, 0)∥0 + ∥ν(x, y, 0)∥0)
1− t

T ×

×(∥u1(x, y, T )∥0 + ∥ν(x, y, T )∥0)
t
T .

Заметим, что ∥ν(x, y, t)∥ 6 β =

(
T∫
0

∥f(x, y, t)∥20dt

) 1
2

, поэтому верно следую-

щее неравенство

∥u1(x, y, t)∥0 6 2(∥u1(x, y, 0)∥0 + β)
1− t

T (∥u1(x, y, T )∥0 + β)
t
T + β.

Лемма 2 доказана. �

Лемма 3. (см.[10]) Пусть υ(t) решение уравнения

υ′′(t)− λυ(t) = f(t)

и удовлетворяет условиям υ(0) = p1, υ
′(0) = p2, тогда для решения данного

уравнения при t ∈ (0, T ) имеет место неравенство

t∫
0

υ2(τ)dτ ≤ q(t)
(
Tp21 + α

)1−p(t)

 T∫
0

υ2(t)dt+ α

p(t)

,

где λ-некоторая константа, f(t)- заданная функция,

α = (2T 2 + 1)

T∫
0

f2(t)dt+ 2
∣∣λp21 − p22

∣∣T + 2 |p1p2| ,

p(t) =
1− e−2t

1− e−2T
, q(t) = exp

(
2T + 1

2

(
1− e−2t

)
T −

(
1− e−2T

)
t

1− e−2T

)
.

Доказательство данной Леммы можно найти в (см.[10])

Лемма 4. Пусть функция u2(x, y, t) является решением уравнения

u2tt(x, y, t) = sgn(x)u2xx(x, y, t) + sgn(y)u2yy(x, y, t) + u1(x, y, t)

в области Ω и удовлетворяет соответствующим условиям (2)-(4).Тогда для
функции u2(x, y, t) при t ∈ (0;T ) верно следующее неравенство

t∫
0

∥u2(x, y, τ)∥20dτ 6 4 q(t)
(
T ∥u2(x, y, 0)∥20 + α

)1−p(t)

×

×

 T∫
0

∥u2(x, y, t)∥20dt+ α

p(t)

,
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где

α = (2T 2 + 1)

T∫
0

∥u1(x, y, t)∥20 dt+ 2T ∥φ1∥21 + ∥φ1∥20 + (2T + 1) ∥φ2∥20 ,

p(t) =
1− e−2t

1− e−2T
, q(t) = exp

(
2T + 1

2

(
1− e−2t

)
T −

(
1− e−2T

)
t

1− e−2T

)
.

Доказательство. Согласно (7) имеем

∥u2(x, y, t)∥20 =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(∣∣∣u(1)2k,l(t)
∣∣∣2 + ∣∣∣u(4)2k,l(t)

∣∣∣2)+

+

∞∑
k=1

∞∑
l=1

(∣∣∣u(2)2k,l(t)
∣∣∣2 + ∣∣∣u(3)2k,l(t)

∣∣∣2) .
Рассмотрим норму

∥φ(x, y)∥21 =

∞∑
k=1

∞∑
l=1

(
λ
(1)
k,l

(
φ
(1)
k,l

)2
+
∣∣∣λ(4)k,l

∣∣∣ (φ(4)
k,l

)2
+

+
∣∣∣λ(2)k,l

∣∣∣ (φ(2)
k,l

)2
+
∣∣∣λ(3)k,l

∣∣∣ (φ(3)
k,l

)2)
.

Согласно Леммы 3 для функций u
(j)
2k,l(t) ∈ W 2

2 (0;T ), (j = 1, 4) при каждом
фиксированном k, l ∈ N верны неравенства

(15)

t∫
0

(
u
(j)
2k,l(τ)

)2
dτ 6 q(t)

(
T
(
φ
(j)
1k,l

)2
+ α

(j)
k,l

)1−p(t)

×

×

 T∫
0

(
u
(j)
2k,l(t)

)2
dt+ α

(j)
k,l

p(t)

, (j = 1, 4),

где

(16)
α
(j)
k,l = (2T 2 + 1)

T∫
0

(
u
(j)
1k,l(t)

)2
dt+

+2

∣∣∣∣λ(j)k,l

(
φ
(j)
1k,l

)2
−
(
φ
(j)
2k,l

)2∣∣∣∣T + 2
∣∣∣φ(j)

1k,lφ
(j)
2k,l

∣∣∣ , (j = 1, 4).

Заметим, что из (16) легко вывести неравенства

α
(j)
k,l 6 (2T 2+1)

T∫
0

(
u
(j)
1k,l(t)

)2
dt+(2Tλ

(j)
k,l+1)

(
φ
(j)
1k,l

)2
+(2T+1)

(
φ
(j)
2k,l

)2
, (j = 1, 4).



НЕКОРРЕКТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 657

Суммируем неравенства (15) по k, l , (k, l ∈ N) и с учетом неравенства Гельдера
получим

t∫
0

( ∞∑
k=1

∞∑
l=1

{∣∣∣u(1)2k,l(τ)
∣∣∣2 + ∣∣∣u(4)2k,l(τ)

∣∣∣2}+
+

∞∑
k=1

∞∑
l=1,

{∣∣∣u(2)2k,l(τ)
∣∣∣2 + ∣∣∣u(3)2k,l(τ)

∣∣∣2}
 dτ 6

6 4q(t)

(
T

∞∑
k=1

∞∑
l=1

{∣∣∣u(1)2k,l(0)
∣∣∣2 + ∣∣∣u(4)2k,l(0)

∣∣∣2}+

+T
∞∑
k=1

∞∑
l=1

{∣∣∣u(2)2k,l(0)
∣∣∣2 + ∣∣∣u(3)2k,l(0)

∣∣∣2}+ α

)1−p(t)

×

×

 T∫
0

( ∞∑
k=1

∞∑
l=1

{∣∣∣u(1)2k,l(t)
∣∣∣2 + ∣∣∣u(4)2k,l(t)

∣∣∣2}+

+
∞∑
k=1

∞∑
l=1

{∣∣∣u(2)2k,l(t)
∣∣∣2 + ∣∣∣u(3)2k,l(t)

∣∣∣2}) dt+ α

)p(t)

или
t∫

0

∥u2(x, y, τ)∥20dτ 6 4q(t)
(
T ∥u2(x, y, 0)∥20 + α

)1−p(t)

×

×

 T∫
0

∥u2(x, y, t)∥20dt+ α

p(t)

.

Лемма 4 доказана. �

4. Единственность и условная устойчивость

Теорема 1. Пусть решение задачи (1)-(4) существует и
(u1(x, y, t), u2(x, y, t)) ∈M. Тогда решение задачи(1)-(4) единственно.

Доказательство. Пусть пары функций (u1,1(x, y, t), u1,2(x, y, t)),
(u2,1(x, y, t), u2,2(x, y, t)) являются решениями задачи (1)-(4). Введем обозначе-
ние U1(x, y, t) = u1,1(x, y, t)− u1,2(x, y, t) и U2(x, y, t) = u2,1(x, y, t)− u2,2(x, y, t),
тогда пара функций (U1(x, y, t), U2(x, y, t)) удовлетворяет условиям задачи
(1)-(4) с U1(x, y, 0) = 0, U2(x, y, 0) = 0. Согласно лемме 2 и лемме 4 име-
ем ∥U1(x, y, t)∥0 = 0 и∥U2(x, y, t)∥0 = 0. Отсюда при любых (x, y, t) ∈ Ω
выполняются u1,1(x, y, t) ≡ u1,2(x, y, t), u2,1(x, y, t) ≡ u2,2(x, y, t) . Теорема 1
доказана. �

Пусть U1ε(x, y, t) = u1(x, y, t)−u1ε(x, y, t), U2ε(x, y, t) = u2(x, y, t)−u2ε(x, y, t),
где пара функций (u1(x, y, t), u2(x, y, t)) является решением задачи (1)-(4) с
точными данными, а пара функций (u1ε(x, y, t), u2ε(x, y, t)) решением задачи
(1)-(4) с приближенными данными.
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Теорема 2. Пусть (u1(x, y, t), u2(x, y, t)) ∈ M, (u1ε(x, y, t), u2ε(x, y, t)) ∈
M и ∥φi(x, y)− φiε(x, y)∥0 ≤ ε, ∥φi(x, y)− φiε(x, y)∥1 ≤ ε, (i =
1, 2), ∥ψ(x, y)− ψε(x, y)∥0 ≤ ε, ∥f(x, y, t)− fε(x, y, t)∥0 ≤ ε. Тогда для
(U1ε(x, y, t), U2ε(x, y, t)) при любым t ∈ (0;T ) верна оценка

∥U1ε(x, y, t)∥0 ≤ 2
(
ε+ ε

√
T
)1− t

T ·
(
2m+

√
Tε
) t

T

+ ε
√
T ,

t∫
0

∥U2ε(x, y, τ)∥20dτ ≤ 4q(t)
{
Tε2 + αε

}1−p(t){
4m2 + αε

}p(t)
,

где

αε = (2T 2 + 1)

T∫
0

(
2
(
ε+ ε

√
T
)1− t

T ·
(
2m+

√
Tε
) t

T

+ ε
√
T

)2

dt+ (4T + 2) ε2.

Доказательство. Пусть пара функций (U1ε(x, y, t), U2ε(x, y, t)) в Ω удовлетво-
ряет условиям (2)-(4) , где

U1ε(x, y, 0) = ψ(x, y)− ψε(x, y),

U2ε(x, y, 0) = φ1(x, y)− φ1ε(x, y),

U2εt(x, y, 0) = φ2(x, y)− φ2ε(x, y), (x, y) ∈ [−1; 1].

Согласно Теореме 2
∥U1ε(x, y, 0)∥0 = ∥ψ(x, y)− ψε(x, y)∥0 6 ε,

∥U2ε(x, y, 0)∥0 = ∥φ1(x, y)− φ1ε(x, y)∥0 6 ε,

∥U2εt(x, y, 0)∥0 = ∥φ2(x, y)− φ2ε(x, y)∥0 6 ε,

∥U1ε(x, y, T )∥0 6 2m,

T∫
0

∥U2ε(x, y, t)∥20 dt ≤ 4m2,

окончательно имеем

∥U1ε(x, y, t)∥0 6 2
(
ε+ ε

√
T
)1− t

T ·
(
2m+

√
Tε
) t

T

+ ε
√
T ,

t∫
0

∥U2ε(x, y, τ)∥20dτ 6 4q(t)
{
Tε2 + αε

}1−p(t){
4m2 + αε

}p(t)
.

Теорема 2 доказана. �
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