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Abstract. The paper is devoted to the construction of interpolating-
orthogonal periodic bases of mutiresolution analysis and corresponding
wavelets from the existing orthogonal bases of wavelets. The mask m(ω)
of an orthogonal scaling function ϕ(x) is converted in such a way that
the new scaling function ϕI(x) generates an interpolation and orthogonal
system of integer shifts. According to the resulting system, periodic bases
of scaling functions and wavelets are constructed.

Keywords: wavelet, scaling function, multiresolution analysis, interpo-
lating wavelet, orthogonal wavelet, periodic wavelet.

1. Ââåäåíèå

Òåîðèÿ áàçèñîâ âñïëåñêîâ íà÷àëà àêòèâíîå ðàçâèòèå â 80-å ãîäû ïðîøëî-
ãî âåêà. Ïîñòðîåíèå âñïëåñêîâ óäîáíî íà÷èíàòü ñ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà,
ââåäåííîãî è èññëåäîâàííîãî â ðàáîòå [1]:

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà çàìêíóòûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà L2(R)

(1) . . . ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · ·
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íàçûâàåòñÿ êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì (ÊÌÀ) ïðîñòðàíñòâà L2(R), åñëè
îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

a) ∪jVj = L2(R);
b) ∩jVj = {0};
c) f(x) ∈ Vj ⇔ f(x+ l/2j) ∈ Vj ∀j, l ∈ Z;
d) f(x) ∈ V0 ⇔ f(2jx) ∈ Vj ∀j ∈ Z;
e) íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ V0, ÷òî ìíîæåñòâî åå ñäâèãîâ {ϕ(x +

k)}k∈Z îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâ V0.

Îòìåòèì, ÷òî íå âñå óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè ÊÌÀ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
Äîêàçûâàåòñÿ (ñì., íàïð., [2]), ÷òî óñëîâèå b) ñëåäóåò èç óñëîâèé c)�e). À â
ñëó÷àå, êîãäà â îêðåñòíîñòè íóëÿ ϕ̂(ω) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, è óñëîâèå a)
âûïîëíÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé c)�e).

Áàçèñû ïðîñòðàíñòâ Vj îáðàçîâàíû ñæàòèÿìè è ñäâèãàìè

{ϕj,k(x) := 2j/2ϕ(2jx− k)}k∈Z

ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕ(x) ∈ L2(R). Ïîäïðîñòðàíñòâà âñïëåñêîâ Wj , îð-
òîãîíàëüíûå áàçèñû êîòîðûõ {ψj,k(x)}k∈Z îáðàçîâàíû òàêæå ñäâèãàìè è ñæà-
òèÿìè îäíîé ôóíêöèè, ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî Wj ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-
íûì äîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà Vj äî Vj+1. Ïðè ýòîì ñèñòåìà {ψj,k(x)}j,k∈Z
îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âñåãî ïðîñòðàíñòâà L2(R).

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà {ϕj,k(x)}k∈Z áûëà îðòîíîðìèðîâàí-

íîé, à ñèñòåìà {2−j/2ϕj,k(x)}k∈Z � èíòåðïîëÿöèîííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ϕ:

ϕ̂(ω) :=

∫
R
ϕ(x)e−2πixωdx

óäîâëåòâîðÿëî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:∑
ν∈Z
|ϕ̂(ω + ν)|2 ï. â.= 1,

∑
ν∈Z

ϕ̂(ω + ν)
ï. â.
= 1.

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ϕ̂(ω) ∈ L(R), ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ(x)
íåïðåðûâíà.

Â ñòàòüå [3] Þ.Í.Ñóááîòèí è Í.È.×åðíûõ ïîêàçàëè, êàê ïðåîáðàçîâàòü âå-
ùåñòâåííîçíà÷íóþ ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ òèïà Ìåéåðà, ÷òîáû âíîâü ïî-
ëó÷åííàÿ ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ñòàëà èíòåðïîëÿöèîííîé, îñòàâàÿñü ïðè
ýòîì îðòîãîíàëüíîé. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ̂(ω) = ϕ̂ε(ω), íîñèòåëü êîòîðîé
ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [−(1 + ε)/2, (1 + ε)/2], 0 ≤ ε ≤ 1/3, ϕ̂(ω) = 1 ïðè
−(1−ε)/2 ≤ ω ≤ (1−ε)/2, ϕ̂(ω) � ÷åòíàÿ, è íà ïðîìåæóòêå [(1−ε)/2, (1+ε)/2]
ôóíêöèÿ ϕ̂2(ω) − 1/2 � íå÷åòíàÿ îòíîñèòåëüíî ω = 1/2. Äëÿ òàêîé ôóíêöèè
âûïîëíåíî óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè. Â ðàáîòå [3] ïðåäëîæåíî äâà ñïîñî-
áà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé íà îñíîâå îïèñàííûõ ôóíêöèé òèïà Ìåéåðà, òàêèõ,
÷òî íîâàÿ ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ïîðîæäàòü îðòîíîðìèðîâàííóþ è
èíòåðïîëÿöèîííóþ ñèñòåìó.

Ïðè ïåðâîì ñïîñîáå

ϕ̂1(ω) = ϕ̂(ω) + α(ω) + i sign(ω)β(ω),
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ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, íîñèòåëü ôóíêöèé α(ω), β(ω) � ýòî ìíîæåñòâî [(1−
ε)/2, (1 + ε)/2]

⋃
[(−1− ε)/2, (−1 + ε)/2], è íà ñâîåì íîñèòåëå

α(ω) =
1− ϕ̂(ω)− ϕ̂(ω − 1)− ϕ̂(ω + 1)

2
, β(ω) =

√
ϕ̂(ω)(ϕ̂(ω − 1) + ϕ̂(ω + 1))

2
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè âòîðûì ñïîñîáîì

(2) ϕ̂2(ω) = |ϕ̂(ω)|2 + i sign(ω)β(ω),

ãäå íîñèòåëü β(ω) � òàêæå ìíîæåñòâî [(1− ε)/2, (1 + ε)/2]
⋃

[(−1− ε)/2, (−1 +
ε)/2], è íà ñâîåì íîñèòåëå

β(ω) = ϕ̂(ω)(ϕ̂(ω − 1) + ϕ̂(ω + 1)).

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íîâàÿ ôóíêöèÿ ϕs(x) (s = 1, 2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îð-
òîãîíàëüíîñòè è èíòåðïîëÿöèîííîñòè è ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé
äëÿ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà . . . ⊂ Vj ⊂ Vj+1 ⊂ . . . , ãäå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
V0 îáðàçîâàí ñèñòåìîé {ϕs(x− k)}k∈Z, s = 1, 2.

Óñëîâèÿ âëîæåíèÿ (1) îáåñïå÷èâàþòñÿ ìàñøòàáèðóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

(3) ϕ(x) =
∑
ν∈Z

hνϕ1,ν(x), {hν} ∈ l2(Z).

Äàëåå ñòðîÿòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Wj , äîïîëíÿþùèå ïðîñòðàíñòâà Vj äî ñëå-
äóþùåãî ïðîñòðàíñòâà Vj+1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü:

1) Vj
⊕
Wj = Vj+1, ãäå

⊕
� ñèìâîë ïðÿìîé ñóììû;

2) Vj⊥Wj ∀j ∈ Z.
Áàçèñû ïðîñòðàíñòâWj îáðàçîâàíû ôóíêöèÿìè-âñïëåñêàìè âèäà {ψj,k(x) =

2j/2ψ(2jx− k)}k∈Z, ãäå ôóíêöèÿ ψ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ(x) =
∑
ν∈Z

(−1)ν−1h1−νϕ1,ν(x),

ãäå hν � êîýôôèöèåíòû èç (3), ϕj,ν(x) = 2j/2ϕ(2jx− ν).
Â ðàáîòå [4] áûë ïîëó÷åí ñïîñîá ìîäèôèêàöèè ëþáûõ, à íå òîëüêî ìåéåðîâ-

ñêèõ, ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé, îáðàçóþùèõ îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ, òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû íîâûå ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè ïîðîæäàëè èíòåðïîëÿöèîííî-
îðòîãîíàëüíûå áàçèñû. Ïîñòðîåíèå ìîäèôèöèðîâàííûõ áàçèñîâ ìàñøòàáèðóþ-
ùèõ ôóíêöèé ïðè ýòîì íà÷èíàëîñü ñ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàñêè ìàñøòàáèðóþùåé
ôóíêöèè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåðïîëÿöèîííî-îð-
òîãîíàëüíûõ áàçèñîâ ÊÌÀ è âñïëåñêîâ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå èíòåðïîëÿöèîí-
íî-îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ ÊÌÀ è âñïëåñêîâ íà âåùåñòâåííîé îñè. Ñóùåñòâóåò
äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê èõ ïîñòðîåíèþ:

1) Ïåðèîäèçàöèÿ óæå èçâåñòíûõ áàçèñîâ âñïëåñêîâ (ñì., íàïð., [5, ï. 9.3]).
Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ñóììèðîâàíèè ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé è âñïëåñêîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó óðîâíþ j.

2) Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ áàçèñîâ âñïëåñêîâ,
êîãäà íåïîñðåäñòâåííî ñòðîèòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé ÊÌÀ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÊÌÀ
íà âåùåñòâåííîé îñè. Ðàññìàòðèâàëñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [6], [7].

Â íàøåé ðàáîòå áóäåò èñïîëüçîâàí ïåðâûé ïîäõîä, à èìåííî, ïîñòðîåíû
èíòåðïîëÿöèîííî-îðòîãîíàëüíûå áàçèñû ïðîñòðàíñòâ ïåðèîäè÷åñêîãî ÊÌÀ è
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ñîîòâåòñòâóþùèõ âñïëåñêîâ, èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííûå íàìè ðàíåå â ñòàòüå [4] áà-
çèñû íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïî çàäàííîé êëàññè÷åñêîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíê-
öèè ϕ(x), öåëî÷èñëåííûå ñäâèãè êîòîðîé îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ ïðîñòðàíñòâà V0 êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðà-
áîòû [4], ñòðîèòñÿ íîâàÿ ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕI(x), òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà
{ϕI(x− k)}k∈Z ñòàíîâèòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì îðòîãîíàëü-
íîé. Ïîñëå ýòîãî, èñïîëüçóÿ ïåðâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ áàçè-
ñîâ ÊÌÀ è âñïëåñêîâ, ñòðîÿòñÿ 1-ïåðèîäè÷åñêèå áàçèñû ÊÌÀ è âñïëåñêîâ, êî-
òîðûå ñðàçó ÿâëÿþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè è îðòîãîíàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷åí óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåðïîëÿöèîííî-
îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ ÊÌÀ è âñïëåñêîâ ïî ëþáûì çàðàíåå çàäàííûì îðòîãî-
íàëüíûì áàçèñàì ÊÌÀ è âñïëåñêîâ íà R.

2. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèîííîñòè â
òåðìèíàõ ìàñîê ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ïîäïðîñòðàíñòâ

ÊÌÀ ïðîñòðàíñòâà L2(R)

Ïóñòü èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ L2(R), äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè
öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ: ∑

ν∈Z
|ϕ̂(ω − ν)|2 ï. â.= 1

(ï. â. � ïî÷òè âñþäó). Òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü åå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ
íîâîé ôóíêöèè ϕI(x) âûïîëíÿëîñü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåð-

ïîëÿöèîííîñòè ñäâèãîâ {ϕI(x− k)}k∈Z, ãäå ϕ̂I(ω) ∈ L(R):

(4)
∑
ν∈Z

ϕ̂I(ω − ν)
ï. â.
= 1.

Ìàñøòàáèðóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (3) è âñïëåñê-ôóíêöèè ïîñëå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(5) ϕ̂(ω) = m
(ω

2

)
ϕ̂
(ω

2

)
, ψ̂(ω) = eiπωm

(ω + 1

2

)
ϕ̂
(ω

2

)
ãäå 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ m(ω) íàçûâàåòñÿ ìàñêîé ìàñøòàáèðóþùåé
ôóíêöèè è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(6) m(ω) =
1√
2

∑
ν∈Z

hνe
2πiνω ∈ L2[0, 1].

Èçâåñòíî, ÷òî, åñëè ñèñòåìà {ϕ(x− k)}k∈Z îðòîíîðìèðîâàííà, òî äëÿ ìàñêè
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

(7) |m(ω)|2 +
∣∣∣m(ω +

1

2

)∣∣∣2 ï. â.= 1.

Äàëåå â èíòåðåñàõ ÷èòàòåëÿ èçëîæèì ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [4]. Â [4] áûëî
äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèîííîñòè íåîáõîäèìî ïîäîá-
íîå (7) ðàâåíñòâî.

Ïóñòü ñèñòåìà öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè {ϕ(x−
k)}k∈Z ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé, à ϕ̂(ω) ∈ L(R). Òîãäà äëÿ ìàñêè ìàñøòà-
áèðóþùåé ôóíêöèè m(ω) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(8) m(ω) +m
(
ω +

1

2

)
ï. â.
= 1.
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Åñëè ìàñêà ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè m(ω) ïðèíèìàåò òîëüêî âåùåñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ, òî åå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(9) mI(ω) = |m(ω)|2 + i sign(sin 2πω)m(ω)m
(
ω +

1

2

)
.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, âêëþ÷àÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûå m(ω), ìîæíî ïðåîáðà-
çîâàòü ìàñêó, ïîëîæèâ

(10) mI(ω) = |m(ω)|2 + i sign(sin 2πω)|m(ω)|
∣∣∣m(ω +

1

2

)∣∣∣.
Äëÿ íîâûõ ìàñîê, îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè (9) äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ

ìàñîê, è (10) äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ìàñîê, âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (7), (8).
Äàëåå â [4] äîêàçàíî, ÷òî, åñëè ìàñêà m(ω) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) |m(ω)|2 + |m(ω + 1/2)|2 = 1;
2) |m(ω)| ≥ C > 0 ïðè |ω| ≤ 1/4;
3) ôóíêöèÿ |m(ω + 1/2)| ≤ Ω(ω) ïðè |ω| < δ0, ãäå Ω(ω) � íåïðåðûâíà, à ðÿä

∞∑
j=1

Ω
(
ω/2j

)
ñõîäèòñÿ.

À êðîìå òîãî, m(0) = 1, m(ω) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè íóëÿ è
∞∏
j=1

m(ω/2j) =: ϕ̂(ω) ∈ L(R),

ôóíêöèÿ mI(ω) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (9) ïðè m(ω) ñî çíà÷åíèÿìè èç R èëè
ôîðìóëîé (10) ïðè m(ω), ïðèíèìàþùåé ëþáûå çíà÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå è êîì-
ïëåêñíûå.

Òîãäà ïðè öåëûõ j ñèñòåìà ôóíêöèé
{
ϕI,j,k

}
k∈Z, ãäå ϕ̂I îïðåäåëåíà ôîðìó-

ëîé

(11) ϕ̂I(ω) =

∞∏
j=1

mI

( ω
2j

)
,

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå L2(R), à ñèñòåìà
{

2−j/2ϕI,j,k
}
k∈Z

� èíòåðïîëÿöèîííîé íà ñåòêå
{
xj,l = l/2j : l ∈ Z

}
. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðî-

ñòðàíñòâ V Ij := span
{
ϕI,j,k

}
k∈Z îáðàçóåò ÊÌÀ ïðîñòðàíñòâà L2(R).

Ïðîñòðàíñòâà WI,j , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè äîïîëíåíèÿìè ïðî-
ñòðàíñòâ VI,j äî VI,j+1, ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî èõ áàçèñû îáðàçîâàíû
ñèñòåìàìè {ψI,j,k(x)}k∈Z, ãäå

(12) ψ̂I(ω) = eiπωmI

(ω + 1

2

)
ϕ̂I

(ω
2

)
.

Ôóíêöèÿ-âñïëåñê ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

ψI(x) =
∑
ν∈Z

(−1)ν−1hI,1−νϕI,1,ν(x).

Òîãäà ñèñòåìà ôóíêöèé
{
ψI,j,k

}
j,k∈Z � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàí-

ñòâà L2
(
R
)
, à ñèñòåìà

{
2−j/2ψI,j,k

}
j,k∈Z ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé íà ñåòêå{

(2k + 1)/2j+1 : j, k ∈ Z
}
.

Ï ð è ì å ð û.
1. Ïóñòü m(ω) � ìàñêà Ìåéåðà. Òîãäà ïðèâåäåííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðè-

âåäåò ê ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîé ñïîñîáîì (2).
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2. Èçâåñòíî (ñì. [5, ãë. 6]), ÷òî íå ñóùåñòâóåò áàçèñîâ âñïëåñêîâ ñ êîìïàêò-
íûì íîñèòåëåì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî îðòîãîíàëüíûìè è èíòåðïî-

ëÿöèîííûìè. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå m(ω) ìàñêè Äîáåøè m(ω) =
N∑
k=0

hke
2πikω.

Îíè ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè è èíòåðïîëÿöèîííîñòè, ïîýòîìó ïîñòðî-
åííûå ñ èõ ïîìîùüþ ìàñêè

(13) mI(ω) =
∣∣∣ N∑
k=0

hk e
2πikω

∣∣∣2 + i sign(sin 2πω)
∣∣∣ N∑
k=0

hk e
2πikω

N∑
l=0

hl e
2πi(l+1/2)ω

∣∣∣
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü èíòåðïîëÿöèîííî-îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ìàñøòàáèðó-
þùèõ ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ìàñøòàáèðóþùèå
ôóíêöèè, â îòëè÷èå îò èñõîäíûõ, íå áóäóò èìåòü êîìïàêòíîãî íîñèòåëÿ, òàê
êàê ìàñêàmI(ω) çäåñü íå ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì. Òåì íå ìå-
íåå, òàêèå ìàñêè èìåþò áîëåå ïðîñòîé âèä, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî
êîíå÷íûõ ñóìì â ôîðìóëå (13) èñïîëüçîâàëèñü áû áåñêîíå÷íûå ðÿäû.

3. Íóëåâûå ìîìåíòû èíòåðïîëÿöèîííî-îðòîãîíàëüíûõ
ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé

Âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ôóíêöèé-âñïëåñêîâ è ìàñøòàáèðóþ-
ùèõ ôóíêöèé èãðàåò êîëè÷åñòâî íóëåâûõ ìîìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè,
ò.å. ÷èñëî N , äëÿ êîòîðîãî∫ ∞

−∞
xnψ(x)dx = 0, n = 0, 1, . . . , N − 1.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ïðè ýòîì âûïîëíåíî:(
ψ̂(0)

)(n)
= 0; n = 0, 1, . . . , N − 1.

Â òàêîì ñëó÷àå ìàñêà ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè áóäåò èìåòü âèä (ñì. [8,
c.133]):

m(ω) = (1 + e−2πiω)NL(ω),

ïðè ýòîì m(ω) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êëàññà CN−1. Èçâåñòíî (ñì., íàïð.,
[9], [10]), ÷òî íóëåâûå ìîìåíòû âëèÿþò íà ãëàäêîñòü ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè
è âñïëåñêà, à òàêæå îáåñïå÷èâàþò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

Ïîêàæåì, ÷òî íîâàÿ ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò íå õóäøèìè ñâîé-
ñòâàìè, ÷åì èñõîäíàÿ. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x), öåëî÷èñëåííûå
ñäâèãè êîòîðîé îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ â L2(R) ñèñòåìó, òàêîâà, ÷òî
åå ìàñêà m(ω) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âåùåñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ è èìååò âèä

m(ω) = (1 + e−2πiω)NL(ω) ∈ CN−1
(
[0; 1]

)
.

Òîãäà è ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (9) ìàñêà èíòåðïîëÿöèîííî-îðòîãîíàëüíîé
ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕI(x) òàêæå áóäåò èìåòü âèä

(14) mI(ω) = (1 + e−2πiω)NLI(ω),

ãäå LI(ω) òàêîâà, ÷òî mI(ω) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êëàññà CN−1
(
[0; 1]

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ðàâåíñòâî (14) âûïîëíÿåòñÿ:

mI(ω) = (m(ω))2 + i sign(sin 2πω)m(ω)m
(
ω +

1

2

)
=
(

(1+e−2πiω)NL(ω)
)2

+i sign(sin 2πω)(1+e−2πiω)NL(ω)(1+e−2πi(ω+
1
2 ))NL

(
ω+

1

2

)
= (1 + e−2πiω)N

(
(1 + e−2πiω)NL2(ω) + i sign(sin 2πω)L(ω)(1− e−2πiω)NL

(
ω+

1

2

))
.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî mI(ω) � ôóíêöèÿ êëàññà CN−1
(
[0; 1]

)
. Íà èíòåðâàëå

(0, 1/2) ìàñêà mI(ω) = m2(ω) + im(ω)m(ω + 1/2), à íà (1/2, 1) ìàñêà mI(ω) =
m2(ω) − im(ω)m(ω + 1/2), ïîýòîìó, î÷åâèäíî, òàì ôóíêöèÿ mI(ω) N − 1 ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Â òî÷êàõ 0, 1/2, 1 ôóíêöèÿ sign(sin 2πω) ðàç-

ðûâíà, íî m(ω)m
(
ω + 1

2

)
èìååò íîëü êðàòíîñòè N . Ïîýòîìó è â ýòèõ òî÷êàõ

mI(ω) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà N − 1 ðàç. �

4. Ïåðèîäè÷åñêèå èíòåðïîëÿöèîííî-îðòîãîíàëüíûå áàçèñû ÊÌÀ è
âñïëåñêîâ

Ïîñòðîèì ïî ñèñòåìå {ϕ1
I,j,k(x)}j,k∈Z 1-ïåðèîäè÷åñêèå ìàñøòàáèðóþùèå

ôóíêöèè:

ΦIj,k(x) :=
∑
ν∈Z

ϕI,j,k(x− ν) =
∑
ν∈Z

2j/2ϕI(2
jx− 2jν − k).

Êàæäûé óðîâåíü j ≥ 0 ñîäåðæèò 2j ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé.
Òîãäà îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà VIj , êàê çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ΦIj,k(x):

VIj := Span{ΦIj,k(x), k = 0, 1, . . . , 2j − 1}.

Òàêèå ïðîñòðàíñòâà VIj îáðàçóþò ïåðèîäè÷åñêèé èíòåðïîëÿöèîííî-îðòîãî-
íàëüíûé ÊÌÀ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

VI0 ⊂ VI1 ⊂ VI2 ⊂ . . . ;

ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1] íàçîâåì èíòåðïîëÿöèîííî-îðòîãîíàëüíûì ÏÊÌÀ, åñëè
îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) dim(VIj ) = 2j , j = 0, 1, 2, . . .;

2)
⋃∞
k=0 VIj = L2[0, 1];

3) f(x) ∈ VIj ⇒ f(2x) ∈ VIj+1, j = 0, 1, 2, . . .;

4) f(x) ∈ VIj+1 ⇒ f(x2 ) + f(x+1
2 ) ∈ VIj , j = 0, 1, 2, . . .;

5) íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè ΦIj (x), j = 0, 1, 2, . . . ∈ VIj , ÷òî {ΦIj (x −
k
2j )}

k=0,2j−1 îáðàçóåò èíòåðïîëÿöèîííî-îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

VIj . Ôóíêöèè ΦIj (x) ïðè ýòîì íàçîâåì ïåðèîäè÷åñêèìè èíòåðïîëÿöèîííî-
îðòîãîíàëüíûìè ìàñøòàáèðóþùèìè ôóíêöèÿìè.

Áàçèñû ïðîñòðàíñòâ âñïëåñêîâ WI
j ïðè ýòîì áóäóò îáðàçîâàíû ôóíêöèÿìè

ΨI
j,k(x) =

∑
ν∈Z

ψI,j,k(x− ν).
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Ôóíêöèè ΦIj,k(x),ΨI
j,k(x), j = 0, 1, 2, . . . , k = 0, . . . , 2j − 1, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíû â âèäå:

ΦIj,k(x) =
∑
ν∈Z

2−j/2ϕ̂I(
ν

2j
)e2πiν(x−k/2

j);

ΨI
j,k(x) =

∑
ν∈Z

2−j/2ψ̂I(
ν

2j
)e2πiν(x−k/2

j).

Èç ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì âñïëåñêîâ è ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñèñòåìû ôóíêöèé {2−j/2ΦIj,k(x)}k∈Z ïðè êàæäîì j îáðàçó-

þò èíòåðïîëÿöèîííûå áàçèñû ïðîñòðàíñòâ Vj, à ñèñòåìû {ΦIj,k(x)}k∈Z ïðè
êàæäîì j îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûå áàçèñû ïðîñòðàíñòâ Vj. Ïðè ýòîì ñèñòå-
ìà {ΨI

j,k(x)}j,k∈Z îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1],

à ñèñòåìà {2−j/2ΨI
j,k(x)}j,k∈Z îáðàçóåò èíòåðïîëÿöèîííûé ïî ñåòêå

{
(2k +

1)/2j+1 : j ∈ Z, k = 0, . . . , 2j − 1
}
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1].

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèìåíåíèé, à òàêæå äëÿ ïåðåíîñà íà åäèíè÷-
íóþ îêðóæíîñòü ëó÷øå èñïîëüçîâàòü íå ïîñòðîåííûå âûøå 1-ïåðèîäè÷åñêèå
âñïëåñêè, à 2π-ïåðèîäè÷åñêèå âñïëåñêè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç 1-ïåðèîäè-
÷åñêèõ ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé.
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