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Abstract. Additive-increase multiplicative-decrease transmission con-
trol protocols are well known and have been studied in numerous papers.
It is signi�cantly more di�cult to study systems of interacting protocols.
We consider a queueing system where both the input intensity and the
service intensity follow TCP protocols and the dynamics of the latter
depends on both intensities. This type of stochastic system was proposed
by Baccelli, Caro�glio and Foss in 2009, who have proved the positive
recurrence of the underlying Markov chain and studied a number of
statistical properties of the model. In this paper, we introduce a more
general stochastic model and prove a stronger statement: the Harris
ergodicity of the corresponding Markov chain.

Keywords: split TCP, Markov chains, Harris ergodicity.

1. Ââåäåíèå, îïèñàíèå ìîäåëè è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ ðàáîò, ïîñâÿ-
ù¼ííûõ TCP ïðîòîêîëàì, à òàêæå ðÿä îáçîðíûõ ïóáëèêàöèé íà ýòó òåìó,
ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [1] è îáøèðíûé ñïèñîê ëèòåðàòóðû â íåé. Îäíàêî ÷èñëî
ðàáîò, èçó÷àþùèõ ñèñòåìû, â êîòîðûõ ôóíêöèîíèðóåò íåñêîëüêî èñïîëüçóþ-
ùèõ TCP (è, âîçìîæíî, âçàèìîçàâèñèìûõ) ïîòîêîâ ñîîáùåíèé, î÷åíü îãðàíè-
÷åíî, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [2] è å¼ ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

Îäíó èç òàêèõ ñèñòåì ìû è ðàññìàòðèâàåì â äàííîé ðàáîòå. À èìåííî, ìû
èçó÷àåì ò. í. ìîäåëü ¾split TCP¿ (¾ðàçäåëåííûé ïðîòîêîë óïðàâëåíèÿ ïåðå-
äà÷åé èíôîðìàöèè¿), ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå [2], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ
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3-êîìïîíåíòíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, ïåðâàÿ è âòî-
ðàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ñëåäóþò ñâîèì TCP ïðîòîêîëàì, à òðåòüÿ êîìïî-
íåíòà îïèñûâàåò íàêîïëåííóþ ðàáîòó, ïðè÷¼ì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ôóíêöèîíè-
ðóåò àâòîíîìíî, à äèíàìèêà âòîðîé êîìïîíåíòû çàâèñèò îò ïåðâîé è òðåòüåé
êîìïîíåíò. Ýòîò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îïèñûâàåò ðàáîòó îòêðûòîé ñèñòåìû îá-
ñëóæèâàíèÿ (ïåðåäà÷è äàííûõ), â êîòîðîé èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ èçâíå
òðåáîâàíèé X(t) çàäà¼òñÿ íåïðåðûâíûì ñëåâà ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì, óäîâëå-
òâîðÿþùèì óðàâíåíèþ

dX(t) = adt− kX(t)M(dt),(1)

ãäå a > 0, k ∈ (0, 1) è M(t) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ1 > 0,
à èíòåíñèâíîñòü ïåðåäà÷è (óõîäà) ñîîáùåíèé Y (t) çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ íàêîï-
ëåííîé â ñèñòåìå ê ìîìåíòó t íåçàâåðøåííîé ðàáîòû

Q(t) = max

(
sup

0≤u≤t

∫ t

u

(X(v)− Y (v))dv, Q(0) +

∫ t

0

(X(u)− Y (u))du

)
.(2)

À èìåííî, åñëè Q(t) > 0, òî ïðèðàùåíèå èíòåíñèâíîñòè Y (t) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

(3) dY (t) = bdt− lY (t)N(dt),

à åñëè Q(t) = 0, òî óðàâíåíèþ

(4) dY (t) = b
X(t)

Y (t)
dt− lY (t)N(dt).

Çäåñü b > 0, l ∈ (0, 1) è N(t) � äðóãîé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì
λ2 > 0, íå çàâèñÿùèé îò ïåðâîãî. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü äîïóñêàåò òàêóþ èíòå-
ïðåòàöèþ: èìååòñÿ ðåçåðâóàð, â êîòîðûé æèäêîñòü ïîñòóïàåò ñ èíòåíñèâíîñòüþ
X(t) è ïîêèäàåò åãî ñ èíòåíñèâíîñòüþ Y (t), â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ åãî íàïîë-
íåíèÿ, ò.å. âåëè÷èíû Q(t). Ìîæíî ïðåäñòàâèòü X(t) è Y (t) êàê ðåãóëèðóåìûå
äèàìåòðû òðóá, ïî êîòîðûì æèäêîñòü, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñòóïàåò â ðåçåðâóàð
è ïîêèäàåò åãî, à Q(t) êàê îáú¼ì æèäêîñòè â ðåçåðâóàðå â ìîìåíò âðåìåíè t.

Â ðàáîòå [2] â ñëó÷àå k = l = 1/2 áûëè íàéäåíû óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé âîç-
âðàòíîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (X(t), Y (t), Q(t)) è îòìå÷åíî, ÷òî õâîñò ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Q(t) â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå óáûâàåò íå áûñòðåå ÷åì e−
√
x, ò. å.

ÿâëÿåòñÿ ¾òÿæåëûì¿. 1 Ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, â êîòîðîé
k, l ∈ (0, 1), è äîêàçûâàåì íå òîëüêî ïîëîæèòåëüíóþ âîçâðàòíîñòü ìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà, íî è ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (X(t), Y (t), Q(t)) ê ïðåäåëüíîìó â
ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ òåîðå-
ìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè

alλ2 < bkλ1,(5)

òî ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå π â òð¼õìåðíîì ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå, ê
êîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà (X(t), Y (t), Q(t) ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå ïîëíîé
âàðèàöèè, ò.å.

sup
A
|P((X(t), Y (t), Q(t)) ∈ A)− π(A)| → 0 ïðè t→∞(6)

1Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò òÿæåëûé (ïðàâûé) õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè
Eetξ = ∞ äëÿ âñåõ t > 0.
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ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ (X(0), Y (0), Q(0)). Çäåñü ñóïðåìóì
áåð¼òñÿ ïî âñåì èçìåðèìûì ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâàì A â òðåõìåðíîì ýâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îñíîâíûì øàãîì â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àíà-
ëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà. Ïóñòü W (t) � ñóïåðïî-
çèöèÿ ïðîöåññîâ M(t) è N(t), ò. å. ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, êàæäàÿ òî÷êà êîòî-
ðîãî íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ïðèíàäëåæèò ëèáî ïðîöåññó M(t) (ñ âåðîÿòíîñòüþ
λ1

λ1+λ2
), ëèáî ïðîöåññó N(t) (ñ âåðîÿòíîñòüþ λ2

λ1+λ2
), è ïóñòü 0 < T1 < T2 < . . .

� ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè ïðîöåññà W (t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Xn, Yn, Qn) =
(X(Tn + 0), Y (Tn + 0), Q(Tn + 0)), n ≥ 1 çíà÷åíèÿ ïðîöåññà (X(t), Y (t), Q(t)) â
ñîîòâåòñòâåííûå âëîæåííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîëîæèì òàêæå (X0, Y0, Q0) =
(X(0), Y (0), Q(0)).

Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5) öåïü Ìàðêîâà (Xn, Yn, Qn) ÿâëÿåòñÿ
ýðãîäè÷íîé ïî Õàððèñó è, â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà π∗

òàêàÿ, ÷òî

sup
A
|P((Xn, Yn, Qn) ∈ A)− π∗(A)| → 0 ïðè t→∞(7)

ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè (X0, Y0, Q0).

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 íóæíî ïî-
ñòðîèòü, â ÷àñòíîñòè, ìèíîðàíòíóþ ìåðó äëÿ òðåõìåðíîé ìàðêîâñêîé öåïè.
È ìû ïðèøëè ê îäíîìó çàíèìàòåëüíîìó ôàêòó, ñ àíàëîãàìè êîòîðîãî ðàíåå
íå âñòðå÷àëèñü. Îáû÷íî ìèíîðàíòíàÿ ìåðà îïðåäåëÿåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâå
òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è ñàì ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â
ýòîé çàäà÷å íàãëÿäíåå è ïðîùå ïîñòðîèòü ìèíîðàíòíóþ ìåðó â äâóìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ñ çàíóëåíèåì òðåòüåé êîîðäèíàòû Q(t).

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèâîäèìîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îêàçûâàåòñÿ
òåõíè÷åñêè äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ïóàñ-
ñîíîâñêèõ ïðîöåññîâ M(t) è N(t). Ïîýòîìó ìû íå ñòðåìèëèñü ïðèâîäèòü è
äîêàçûâàòü íàøè óòâåðæäåíèÿ â ìàêñèìàëüíîé îáùíîñòè. Îäíàêî ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò îñòà¼òñÿ âåðíûì è ïðè ñóùåñòâåí-
íî áîëåå îáùèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðàêòè-
÷åñêè òîé æå ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà. Áîëåå ïîäðîáíî, âìåñòî ïóàññîíîâñêîãî
ïðîöåññà W (t) ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, ó êîòîðîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèå äëèí èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè ñêà÷êîâ èìååò êî-
íå÷íûé âòîðîé ìîìåíò è íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ êîòîðîé ðàâíîìåðíî îòäåëåíà îò íóëÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò,
è (íåçàâèñèìî îò âñåãî îñòàëüíîãî) êàæäûé ìîìåíò ñêà÷êà ïðèíàäëåæèò
ëèáî ïðîöåññó M(t) ñ âåðîÿòíîñòüþ p ∈ (0, 1), ëèáî ïðîöåññó N(t) ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1− p. Óñëîâèå (5) ïðè ýòîì ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

a

(
1− pk
pk

+
ET 2

1

2(ET1)2

)
< b

(
1− (1− p)l

(1− p)l
+

ET 2
1

2(ET1)2

)
.

Â ïàðàãðàôå 2 ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2, à â ïàðàãðàôå 3
� äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Â Ïðèëîæåíèè ñîáðàíû âñïîìîãàòåëüíûå ôàêòû
è óòâåðæäåíèÿ: ìû ïðèâîäèì êîììåíòàðèé î íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (5) äëÿ
ñòàáèëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, íàïîìèíàåì îïðåäåëå-
íèå ýðãîäè÷íîñòè ïî Õàððèñó, à òàêæå ôîðìóëèðóåì èçâåñòíûå äîñòàòî÷íûå
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óñëîâèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîé âîçâðàòíîñòè ìíîæåñòâà è òåîðåìó î ñõîäèìîñòè
â ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè ïðîöåññà â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, äîïóñêàþùåãî
âëîæåííóþ öåïü Ìàðêîâà, îáëàäàþùóþ òðåáóåìûìè óñëîâèÿìè ýðãîäè÷íîñòè.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Ïîâòîðèì, ÷òî (ïî òåîðåìå î ñóïåðïîçèöèè íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ïðî-
öåññîâ) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû íàáëþäàåì îáùèé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ W (t)
ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ1 + λ2 è ÷òî êàæäûé åãî ñêà÷îê ñ âåðîÿòíîñòüþ λ1

λ1+λ2
îò-

íîñèòñÿ ê ïðîöåññó M(t), à ñ âåðîÿòíîñòüþ λ2

λ1+λ2
� ê ïðîöåññó N(t).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç tn = Tn−Tn−1 äëèòåëüíîñòè ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ìåæäó
ñêà÷êàìè ïðîöåññà W (t) è ïîëîæèì T0 = 0. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Zn = (Xn, Yn, Qn) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ïî âðåìåíè öåïüþ Ìàðêîâà, êî-
òîðàÿ ïîëîæèòåëüíî âîçâðàòíà ïî Õàððèñó (ìû íàïîìèíàåì îïðåäåëåíèå ýòî-
ãî ïîíÿòèÿ â Ïðèëîæåíèè). Âñþäó äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå
îáîçíà÷åíèÿ

Ez(·) = E(·|Z0 = z), è Pz(·) = P(·|Z0 = z).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü Ŷ (t) � âñïîìîãà-
òåëüíûé àâòîíîìíûé ïðîöåññ, êîòîðûé ñëåäóåò ñòàíäàðòíîìó TCP ïðîòîêî-
ëó, ò. å. ïðîöåññ, êîòîðûé íåçàâèñèìî îò âñåãî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3)
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ Q(t) ïðè t ≥ 0 . Òàêîé ïðîöåññ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âçÿòü
â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèå Q(0) = ∞ � òîãäà Q(t) = ∞ > 0 ïðè âñåõ

t > 0, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî Y (t) = Ŷ (t) ï. í. ïðè âñåõ t ≥ 0. Ïóñòü òå-
ïåðü Y (t) � ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèÿìè (3)-(4) ïðè òåõ æå íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ X(0) è Y (0), íî ïðè êîíå÷íîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè Q(0). Òîãäà

íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Y (t) ≤ Ŷ (t) ï. í. äëÿ âñåõ t ≥ 0, ò. ê. ëèíåéíàÿ ñêî-
ðîñòü ðîñòà àâòîíîìíîãî ïðîöåññà âñåãäà íå ìåíüøå ëèíåéíîé ñêîðîñòè ïðî-
öåññà Y (t) (ñì. óðàâíåíèÿ (3) è (4)), ïîýòîìó ïðè ðàâíûõ íà÷àëüíûõ çíà÷å-
íèÿõ è â ñèëó ìîíîòîííîñòè àâòîíîìíîãî ïðîöåññà ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
(äåéñòâèòåëüíî, ïðè ðàçíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ yn ≤ y′n îäèí ïðîöåññ âñåãäà
ìàæîðèðóåò äðóãîé, ò. å. yn + b(t − Tn) ≤ y′n + b(t − Tn) ïðè t ∈ (Tn, Tn+1) è

yn+1 = (yn + btn+1)(1− l) ≤ y′n+1 = (y′n + btn+1)(1− l), ãäå yn = Ŷ (Tn + 0)), ìû
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåä¼ì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëü-
íûå ïàðàìåòðû:

k′ = 1− k, l′ = 1− l,

α =
k′λ1 + λ2
λ1 + λ2

, α′ =
α

λ1 + λ2
, β =

λ1 + l′λ2
λ1 + λ2

, β′ =
β

λ1 + λ2
,

a′ =
α′a

1− α
=

αa

kλ1
, b′ =

β′b

1− β
=

βb

lλ2
,

C = a′ + b′, C ′ = C +
a

(λ1 + λ2)2
, N0 = 2[C ′ + 1] + 2,

δ = b′ − a′ + (b− a)
Et21
2Et1

=
b

lλ2
− a

kλ1
.

Çàìåòèì, ÷òî

ExXn = ExE(Xn|Xn−1) =
k′λ1

λ1 + λ2

(
ExXn−1 +

a

λ1 + λ2

)
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+
λ2

λ1 + λ2

(
ExXn−1 +

a

λ1 + λ2

)
= αExXn−1 + α′a

(8) = αnx+ α′a(1 + α+ α2 + · · ·+ αn−1) = αnx+ a′(1− αn).

Àíàëîãè÷íî

EyŶn = EyE(Ŷn|Ŷn−1) =
l′λ2

λ1 + λ2

(
EyŶn−1 +

b

λ1 + λ2

)
+

λ1
λ1 + λ2

(
EyŶn−1 +

b

λ1 + λ2

)
= βEyŶn−1 + β′b

(9) = βny + β′b(1 + β + β2 + · · ·+ βn−1) = βny + b′(1− βn).

Òàêæå ââåäåì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåññû:

Q̂(t) = Q0 +

∫ t

0

(X(u)− Ŷ (u))du,

QX(t) =

∫ t

0

X(u)du, QŶ (t) =

∫ t

0

Ŷ (u)du.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà Q(t) (ñì. (2)) ïîëó÷àåì, ÷òî

Q(t) =

∫ t

θt

(X(u)− Y (u))du+Q01(θt = 0),

ãäå θt = inf(u < t : Q(u) > 0 ∀u ∈ (θt, t)). Ñëåäîâàòåëüíî −QŶ (t) ≤ Q̂(t) ≤
Q(t) ≤ Q0 +QX(t) ï. í. ïðè t ≥ 0.

Ïîëîæèì z = (x, y, q) è L(z) = x+ y+ cq, ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî B = {z : L(z) ≤ N}. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ïîëîæèòåëüíîé âîçâðàòíîñòè ìíîæåñòâà B âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1 èç [5] (ñì.
Ïðèëîæåíèå). Çàìåòèì, ÷òî supz∈B EzL(Zn) <∞ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
n. Ïóñòü z /∈ B è N >> N0, òîãäà èç (8) è (9) ïîëó÷àåì, ÷òî

∆z(n) = Ez(L(Zn)− L(z)) ≤ Ex(Xn − x) + Ey(Ŷn − y) + c(EzQn − q)

≤ −(1− αn)x− (1− βn)y + C + c(EzQn − q).
Âûáåðåì n0 ≥ 1 òàêîå, ÷òî αn + 1

n(λ1+λ2)
< 1/2 è βn < 1/2 ïðè âñåõ n ≥ n0.

Ïîëîæèì c = 1/n21 äëÿ íåêîòîðîãî n1 ≥ n0, òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ n ≤ n1

c(EzQ̂n−q) ≤ c(EzQn−q) ≤ cEzQXn ≤
1

n2
E(xTn+aT 2

n/2) ≤ x

n(λ1 + λ2)
+

a

(λ1 + λ2)2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ n0 ≤ n ≤ n1
∆z(n) ≤ −x/2− y/2 + C ′.

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî δ > 0 (ñì. ïîÿñíåíèÿ ïî óñëîâèþ (5) â Ïðè-
ëîæåíèè), òîãäà

1. Åñëè x ≥ N0, òî

∆z(n0) ≤ −x/2 + C ′ ≤ −N0/2 + C ′ ≤ −1.

2. Åñëè y ≥ N0, òî

∆z(n0) ≤ −y/2 + C ′ ≤ −N0/2 + C ′ ≤ −1.
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3. Åñëè x < N0 è y < N0, òî òîãäà q > (N − 2N0)n21. Èç (8) è (9) ñëåäóåò, ÷òî

sup
x,y≤N0

(|ExXn − a′|+ |EyŶn − b′|) ≤ αn(N0 + a′) + βn(N0 + b′) = h(n).

Òàê êàê h(n) ìîíîòîííî óáûâàåò, òî ìîæíî âûáðàòü n1 òàêîå, ÷òî h(n1) ≤ δ/2
äëÿ âñåõ n ≥ n1. Çàòåì ìîæíî âûáðàòü n2 > n1 òàêîå, ÷òî

C ′ + cEz(Q̂n2 − Q̂n1) = C ′ + cEz

(∫ Tn2

Tn1

(X(u)− Ŷ (u))du

)

= C ′ + c

n2−1∑
i=n1

Ez

(∫ Ti+1

Ti

(Xi − Ŷi + (a− b)(u− Ti))du

)

= C ′ + c

n2−1∑
i=n1

Ez
(

(Xi − Ŷi)ti+1 + (a− b)
t2i+1

2

)

= C ′ + cEt1 ·
n2−1∑
i=n1

(
(ExXi − EyŶi) + (a− b) Et21

2Et1

)

≤ C ′ + cEt1 ·
n2−1∑
i=n1

(
(a′ − b′) + δ/2 + (a− b) Et21

2Et1

)

= C ′ − δ(n2 − n1 − 1)Et1
2n21

< −2.

Îïðåäåëèì η = inf{t ≥ 0 : Q(t) = 0}) è çàìåòèì, ÷òî ï. í.

Qn = Qn(1(η ≥ Tn) + 1(η < Tn)) = Q̂n1(η ≥ Tn) +Qn1(η < Tn)

= Q̂n + (Qn − Q̂n)1(η < Tn) ≤ Q̂n + (QXn +QŶn )1(η < Tn).

Òàê êàê q > (N − 2N0)n21, òî ïðè N →∞

Pz(η < Tn2
) ≤ Pz(QŶn2

> q) ≤
EzQŶn2

q
≤ 1

q
Ez(N0Tn2

+ bT 2
n2
/2)

≤ 1

q

(
n2N0

λ1 + λ2
+

bn22
(λ1 + λ2)2

)
→ 0.

Çàìåòèì, ÷òî Ez((QXn2
+QŶn2

)1(η < Tn2
))→ 0 ïðè N →∞, ò. ê.

Ez(QXn2
+QŶn2

) ≤ 2n2N0

λ1 + λ2
+

(a+ b)n22
(λ1 + λ2)2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

∆z(n2) = −(1− αn2)x− (1− βn2)y + C + cEz(Qn2
− q)

≤ −(1−αn2)x−(1−βn2)y+C+cEz(Q̂n2
±Q̂n1

−q)+cEz((QXn2
+QŶn2

)1(η < Tn2
))

≤ −x/2− y/2 + C ′ + cEz(Q̂n2
− Q̂n1

) + cEz((QXn2
+QŶn2

)1(η < Tn2
))

≤ −2 + cEz((QXn2
+QŶn2

)1(η < Tn2)) < −1.

Ïîëîæèì

g(z) = n01(x ≥ N0 ∨ y ≥ N0) + n21(x < N0 ∧ y < N0),



ÝÐÃÎÄÈ×ÍÎÑÒÜ ÏÎ ÕÀÐÐÈÑÓ ÐÀÇÄÅËÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÒÎÊÎËÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 1499

òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N

∆z(g(z)) = Ez(L(Zg(z))− L(z)) = EEz(L(Zg(z))− L(z)|g(z)) < −1.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 29 èç [6] (ñì. Ïðèëîæåíèå), ïîêàæåì ïîëîæèòåëü-
íóþ âîçâðàòíîñòü ìíîæåñòâà

G = [0, ε1]× [vε2, V ε2]× 0,

ãäå V > v > ε1
ε2

> 0, à ε1, ε2 � ïðîèçâîëüíûå (ñêîëü óãîäíî ìàëûå) ïî-
ëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî
G ⊂ B, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü äðóãîå N > ε1 + V ε2.
Ïîëîæèì τG = min{n : Zn ∈ G} è íàéäåì òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N, ÷òî
infz∈B Pz(τG ≤ N) > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ ñòàðòóåò èç íåêîòîðîé òî÷êè z ∈ B. Òîãäà ñ
ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ (îòäåë¼ííîé îò íóëÿ ðàâíîìåðíî ïî âñåì z ∈ B)
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé: â òå÷åíèå ìàëîãî âðå-
ìåíè ïðîèñõîäèò íåêîòîðîå ÷èñëî ñêà÷êîâ ïðîöåññà X, ïîçâîëÿþùåå åìó îñòà-
âàòüñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ; ïîñëå ýòîãî â òå÷åíèå íåêîòîðîãî ðàâíîìåð-
íî îãðàíè÷åííî âðåìåíè ñêà÷êîâ íå ïîèñõîäèò è ïðîöåññ Q çàíóëÿåòñÿ; çàòåì
â òå÷åíèå ìàëîãî âðåìåíè ïðîèñõîäèò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñêà÷êîâ ïðîöåññà
Y , ïîñëå ÷åãî åãî ñíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ íèæå óðîâíÿ V ε2; íàêîíåö, â òå÷åíèå
íåêîòîðîãî âðåìåíè ñêà÷êîâ îïÿòü íå ïðîèñõîäèò è Y ïîïàäàåò â èíòåðâàë
[vε2, V ε2].

Îïèøåì ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé áîëåå ïîäðîáíî. Èòàê, ïóñòü ïðî-
öåññ ñòàðòóåò èç íåêîòîðîé òî÷êè z ∈ B. Òîãäà:

1) Ïðåäïîëîæèì ÷òî çà ε1/2a åäèíèö âðåìåíè ïðîèçîøëî

N1 = [logk′(ε1/2N)] + 1

ñêà÷êîâ ïðîöåññàW (çäåñü [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x) è, áîëåå òîãî, áîëåå òîãî,
âñå ýòè ñêà÷êè îòíîñèëèñü òîëüêî ê ïðîöåññó X (âåðîÿòíîñòü ýòîãî (λ1/(λ1 +
λ2))N1 > 0). Òîãäà â ìîìåíò âðåìåíè ε1/2a ïðîöåññ X áóäåò íèæå óðîâíÿ ε1.

2) Äàëåå, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â òå÷åíèå êàæäîãî ïðîìåæóòêà âðå-
ìåíè äëèíû ε′ = ε1k/a áóäåò ïðîèñõîäèòü îäèí ñêà÷îê ïðîöåññà W è, áîëåå
òîãî, îí áóäåò îòíîñèòüñÿ ê ïðîöåññó X è ïðîèñõîäèòü âî âòîðîé ïîëîâèíå èí-
òåðâàëà âðåìåíè, ò. å. â ïðîìåæóòêå îò ε′/2 äî ε′. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî X(t) ∈ [ε1kk

′/2, ε1] â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè ëþáîé
òðåáóåìîé íàì äëèòåëüíîñòè.

3) Òàê êàê Q(ε1/2a) ≤ q + x + ε1/2 < n1N + ε1, òî êàê ìàêñèìóì ÷åðåç√
2(n1N + ε1)/(b− ε1) åäèíèö âðåìåíè ìîæíî äîáèòüñÿ îáíóëåíèÿ ïðîöåññà Q

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêà÷êîâ ïðîöåññà X. Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òå÷åíèå
ñëåäóþùèõ ε′N2 åäèíèö âðåìåíè ïðîèñõîäèò N2 ïðîöåññà X, ãäå

N2 = [
√

2(n1N + ε1)/(b− ε1)/ε′] + 1.

Òîãäà â ìîìåíò âðåìåíè ε1/2a+ ε′N2 ïðîöåññ áóäåò íàõîäèòüñÿ â ìíîæåñòâå

[0, ε1]× (ε1, N + b(ε1/2a+ ε′N2)]× 0.

4) Äàëåå, ïðè íåîáõîäèìîñòè, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çà ε′ åäèíèö âðå-
ìåíè ïðîèçîøëî N ′3 + 1 ñêà÷êà, îäèí èç êîòîðûõ ïðîèçîøåë â ïðîìåæóòêå îò
ε′/2 äî ε′ è îòíîñèëñÿ ê ïðîöåññó X, à âñå îñòàëüíûå îòíîñèëèñü ê ïðîöåññó
Y , ãäå N ′3 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñêà÷êîâ, ïîñëå êîòîðûõ
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ïðîöåññ Y áóäåò íèæå óðîâíÿ V ε2 è âûøå óðîâíÿ ε1. ßñíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå
N ′3 ≤ N3, ãäå

N3 = [logl′(V ε2/(N + b(ε1/2a+ (N2 + 1)ε′))] + 1.

5) Ïîñëå ýòîãî, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðîèñõîäÿò òîëüêî ñêà÷êè ïðîöåññà X,
ìû ïîäîæäåì êîíå÷íîå âðåìÿ, íå ïðåâûøàþùåå (vε2)2/bε1kk

′, äî ïîïàäàíèÿ â
ìíîæåñòâî G. ßñíî, ÷òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ N ′4 + 1 ñêà÷êà ïðîöåññà X, ãäå
ïåðâûå N ′4 ñêà÷êà ïðîèñõîäÿò çà N

′
4ε
′ åäèíèö âðåìåíè, à ïîñëåäíèé � çà ìàëîå

âðåìÿ ñðàçó ïîñëå ïîïàäàíèÿ ïðîöåññà Y âûøå óðîâíÿ vε2, òàê ÷òîáû Y íå
óñïåë âûéòè âûøå óðîâíÿ V ε2. Çàìåòèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå N ′4 ≤ N4, ãäå

N4 = [(vε2)2/bε1kk
′ε′] + 1.

Â èòîãå ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè âëîæåííàÿ öåïü Ìàðêîâà ñòàðòóåò
èç ëþáîé òî÷êè ìíîæåñòâà B, òî ñ ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ
íå áîëåå ÷åì çà N = N1 +N2 +N3 +N4 + 2 øàãîâ îíà îêàæåòñÿ âî ìíîæåñòâå
G.

Äàëåå ìû ïîñòðîèì ìèíîðàíòíóþ ìåðó äëÿ öåïè Ìàðêîâà. Ñòàðòóÿ èç G,
ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðâûé ñêà÷îê ïðîèñõîäèò ó ïðîöåññà Y , à âòîðîé
ó ïðîöåññà X (ýòî ñîáûòèå ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ λ1λ2

(λ1+λ2)2
> 0). Ïîëîæèì

R(t) = Y 2(t)/2, òîãäà

dR(t) = bX(t)dt− l

2
R(t)N(dt).

Ïîëîæèì l′′ = 1 − l/2 è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî R(t) > X2(t)/2 äî ìîìåíòà
T2, òîãäà

X(T2) = (x+ aT2)k′, R(T1) =

(
r + bxT1 +

abT 2
1

2

)
l′′,

R(T2) = R(T1) + b(x+ aT1)(T2 − T1) +
ab(T2 − T1)2

2
.

Ïîëîæèì ε1 = ε, ε2 = ε
√
b/a, v =

√
H − 1, V =

√
H + 1, äëÿ íåêîòîðûõ ε > 0

è H ≥ 1 + 9a/bl′′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t1 = φ ∈ [0, ε/a] è t2 = ψ ∈ [0, ε/a], òîãäà
X2(t)/2 < 9ε2/2 ≤ R(t) è

X(φ, ψ, x) = (x+ a(φ+ ψ))k′,

R(φ, ψ, x, r) =

(
r + bxφ+

ab

2
φ2
)
l′′ + b(x+ aφ)ψ +

ab

2
ψ2

= rl′′ + bx(φ+ ψ) +
ab

2
(φ+ ψ)2 − (bxφ+

ab

2
φ2)

l

2
.

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííûå âûøå ôóíêöèè âîçðàñòàþò ïî âñåì ïåðåìåííûì. ßêî-
áèàí äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëåí (ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ x è φ) è ðàâåí J(φ) = ablk′(x + aφ)/2. ßñíî, ÷òî ñîâìåñòíàÿ
ïëîòíîñòü âåêòîðà (φ, ψ) îòäåëåíà îò íóëÿ íà ìíîæåñòâå [0, ε/a]2. Ïîëîæèì
(u1, u2) ≡ (X(φ, ψ, x), R(φ, ψ, x, r)), òîãäà

fX,R(u1, u2) =
λ1λ2

(λ1 + λ2)2
ft1,t2(φ, ψ)

|J(φ)|
=

2λ1λ2e
−(λ1+λ2)(φ+ψ)

ablk′(x+ aφ)

≥ λ1λ2e
−2(λ1+λ2)ε/a

ablk′ε
≡ p > 0,
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äëÿ âñåõ (φ, ψ) ∈ [0, ε/a]2 è (x,
√

2r, 0) ∈ G. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

D ≡ [X(0, 0, ε), X(
ε

a
,
ε

a
, 0)]× [R(0, 0, 0,

bε2(H + 1)

2a
), R(

ε

a
,
ε

a
, ε,

bε2(H − 1)

2a
)]

= [εk′, 2εk′]×
[
bε2(H + 1)l′′

2a
,
bε2(H − 1)l′′

2a
+
bε2(4− 3l/4)

a

]
.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ (u1, u2) ∈ D ïëîòíîñòü fX,R(u1, u2) ≥ p > 0. Òàê êàê ïëîò-
íîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y (T2)2/2 ðàâíîìåðíî îòäåëåíà îò íóëÿ íà ìíîæå-
ñòâå D, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y (T2) ïîëîæèòåëüíàÿ, òî ïëîòíîñòü Y (T2) òîæå
îòäåëåíà îò íóëÿ íà îòðåçêå[

ε

√
b(H + 1)l′′

a
, ε

√
b(H − 1)l′′

2a
+

2b(4− 3l/4)

a

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ p′, êîòîðàÿ ìèíîðèðóåò ïëîòíîñòü âåêòîðà (X,Y ) íà ìíîæåñòâå

D′ ≡ [εk′, 2εk′]×

[
ε

√
b(H + 1)l′′

a
, ε

√
b(H − 1)l′′

2a
+

2b(4− 3l/4)

a

]
.

Òîãäà â êà÷åñòâå ìèíîðàíòíîé ìåðû ìû ìîæåì âûáðàòü ìåðó

µ(·) = p′
λ(· ∩D′)
λ(D′)

,

ãäå λ � ìåðà Ëåáåãà.
Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ G∩D′ íåïóñòî è, áîëåå òîãî, èìååò ïîëî-

æèòåëüíóþ µ-ìåðó. Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî i ≥ 1 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî δi òàêîå, ÷òî

P(τG(µ) = i) > µ(G ∩D′)P(Ti < δi)(λ1/(λ1 + λ2))i > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè öåïü Ìàðêîâà ñòàðòóåò èç ñëó÷àéíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ, èìåþùåãî ðàñïðåäåëåíèå µ, òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìîìåíòîâ
âîçâðàùåíèÿ â ìíîæåñòâî G ðàâåí åäèíèöå, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ýð-
ãîäè÷íîñòè ïî Õàððèñó âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ìû ïðèâåëè âûøå äîêàçàòåëüñòâî ýðãîäè÷íîñòè ïî Õàððèñó öåïè Ìàðêîâà â
äèñêðåòíîì âðåìåíè. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è â ñëó÷àå íåïðåðûâ-
íîãî âðåìåíè. Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 3
ðàáîòû [3] (ñòð. 78) èëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðàôà 3 ãëàâû 7
êíèãè [4].

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3 èç [3] (äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ìû ïðèâîäèì
ýòî óòâåðæäåíèå â Ïðèëîæåíèè) è çàìåòèì, ÷òî íàìè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà-
ôå óæå áûëà óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé ýòîé òåîðåìû,
ïîýòîìó íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü ëèøü óñëîâèå 3. À îíî òàêæå âûïîëíåíî, òàê
êàê T1 èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå è

P(τ̂ > t) =

∫
µ(dy)P(TτG(y) > t) >

∫
G∩D′

µ(dy)P(TτG(y) > t, τG(y) = 1)

> µ(G ∩D′)P(T1 > t, T1 < δ1) > 0

ïðè íåêîòîðîì δ1 > 0.
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4. Ïðèëîæåíèå

4.1. Î íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (5) â òåîðåìå 1. Ïîÿñíèì, ïî÷åìó óñëîâèå
(5) òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñòàáèëüíîé ðàáîòû ñèñòåìû (çàìå-
òèì, ÷òî äàííîå óñëîâèå óäîáíî òàêæå ôîðìóëèðîâàòü â âèäå δ := b/lλ2 −
a/kλ1 > 0). Ïóñòü (X0, Ŷ 0) � äðóìåðíîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ê êîòîðî-

ìó ñõîäÿòñÿ â ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèÿ (Xn, Ŷn).
Òîãäà ïðè t→∞

QX(t)

t
∼
∑∫ Ti

Ti−1
(Xi + au)du

n

n

t
→

E
∫ t1
0

(X0 + au)du

Et1

= EX0 + a
Et21
2Et1

= EX0 +
a

(λ1 + λ2)
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîöåññ ñòàðòîâàë ñ íà÷àëü-
íîãî çíà÷åíèÿ ñ î÷åíü áîëüøîé êîîðäèíàòîé Q0 è äîñòàòî÷íî ìàëûìè äðóãèìè
êîîðäèíàòàìè. Òîãäà ê òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè ïðîöåññû X(t) è Y (t) ðàç-
âèâàþòñÿ íåçàâèñèìî/àâòîíîìíî, äîñòàòî÷íî áûñòðî êàæäûé èç íèõ ñõîäèòñÿ
ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó/ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ è ðàçâèâàåòñÿ â í¼ì â òå-
÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè. Ïîýòîìó äëÿ ñòàáèëüíîé ðàáîòû ñèñòåìû íóæíî

÷òîáû ïðåäåë îò QX(t)/t ïðè t → ∞ áûë íå áîëüøå ïðåäåëà îò QŶ (t)/t. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîëó÷àåì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî

(λ1 + λ2)EX0 + a < (λ1 + λ2)EŶ 0 + b.

Òàê êàê X0, Ŷ 0 � ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî àíàëîãè÷íî (8) è (9),
ïîëó÷àåì

EX0 = αEX0 + aα′, EŶ 0 = αEŶ 0 + bβ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî áóäåò ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì

(λ1 + λ2)
aα′

1− α
+ a =

a

1− α
<

b

1− β
= (λ1 + λ2)

bβ′

1− β
+ b ⇐⇒ δ > 0.

4.2. Ýðãîäè÷íîñòü ïî Õàððèñó. Ïóñòü {Xn} � îäíîðîäíàÿ ïî âðåìåíè öåïü
Ìàðêîâà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå X . Äëÿ íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà V ∈ BX îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó τV (x) =
min{k ≥ 1 : Xk(x) ∈ V }, ÿâëÿþùóþñÿ âðåìåíåì ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ èç ñîñòîÿ-
íèÿ x â ìíîæåñòâî V (çäåñü τV (x) =∞, åñëè Xk(x) /∈ V ïðè âñåõ k ≥ 1).
Îïðåäåëåíèå 1. Öåïü Ìàðêîâà {Xn} â (X ,BX ) íàçûâàåòñÿ õàððèñîâîé (èëè

íåïðèâîäèìîé ïî Õàððèñó), åñëè ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî V ∈ BX , âåðîÿòíîñò-
íàÿ ìåðà µ íà (X ,BX ) è ÷èñëà m ≥ 1, p ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî

(I) P(τV (x) <∞) = 1 ∀x ∈ X ; sup
x∈V

EτV (x) <∞;

(II) inf
x∈V

P(Xm ∈ B|X0 = x) ≥ pµ(B) ∀B ∈ BX .

Ïîëîæèì τV (µ) = {k ≥ 1 : Xk(µ) ∈ V }. Î÷åâèäíî, ÷òî τV (µ) â ñèëó (I) åñòü
ñîáñòâåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé τV (µ), ò. å. çíà÷åíèé ki, ïðè êîòîðûõ P(τV (µ) = ki) > 0. Ââåä¼ì
äîïîëíèòåëüíî óñëîâèå íåïåðèîäè÷íîñòè ýòîé ìàðêîâñêîé öåïè: ñóùåñòâóþò
i ≥ 1 è k1, k2, . . . , ki ∈ K òàêèå, ÷òî

(III) ÍÎÄ{m+ k1,m+ k2, . . . ,m+ ki} = 1,
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ãäå ïîä ÍÎÄ ïîíèìàåòñÿ ¾íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü¿. ßñíî, ÷òî óñëîâèå
(III) ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñëåäóåò èç ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé, åñëè m = 1. Îäíàêî
ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê ïðè m > 1.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (I), (II), (III). Òîãäà öåïü Ìàð-

êîâà {Xn} íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷íîé ïî Õàððèñó.

4.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîé âîçðàòíîñòè ìíîæå-
ñòâà. Ìû ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêè èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ïîëîæèòåëüíîé âîçâðàòíîñòè ìíîæåñòâà G â ïðîöåññå äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 2. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè, ê ïðèìå-
ðó, â [5] è [6].

Ïóñòü {Xn} � îäíîðîäíàÿ ïî âðåìåíè öåïü Ìàðêîâà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ
â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå X . Ïóñòü L : X → R+� íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ
òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü g : X → N � íåêîòîðàÿ äðóãàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ,
ïðèíèìàþùàÿ öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, à h : X → R � åù¼ îäíà èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ g(x) èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè, íà êîòîðîì áåðåòñÿ ïðèðàùåíèå òåñòîâîé
ôóíêöèè, à ôóíêöèÿ (−h) � äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî ýòîãî ïðèðàùåíèÿ çà g(x)
åäèíèö âðåìåíè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî supx L(x) =∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(L1) ôóíêöèÿ h îãðàíè÷åíà ñíèçó: infx∈X h(x) > −∞

(L2) ôóíêöèÿ h ïðèíèìàåò ïðè áîëüøèõ L(x) òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ, îòäåë¼ííûå îò íóëÿ, ò. å. limL(x)→∞ h(x) > 0

(L3) ôóíêöèÿ g ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà ñâåðõó: supL(x)≤N g(x) < ∞ äëÿ âñåõ
N > 0

(L4) ôóíêöèÿ g îãðàíè÷åíà ñâåðõó ôóíêöèåé h ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ L(x),
ò. å. limL(x)→∞ g(x)/h(x) <∞

Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà B ⊆ X îïðåäåëèì

τB = inf {n > 0 : Xn ∈ B}

� ïåðâûé ìîìåíò âîçâðàùåíèÿ â ìíîæåñòâî B, åñëè öåïü Ìàðêîâà èç íåãî
ñòàðòóåò, ëèáî ïåðâûé ìîìåíò ïîïàäàíèÿ â ýòî ìíîæåñòâî, åñëè ñòàðòóåò èçâíå.
Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, åñëè Px (τB <∞) = 1 ïðè âñåõ x ∈ B.
Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî âîçâðàòíûì, åñëè supx∈B ExτB <∞.

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà 1 èç [5]) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñíîñ L çà g(x) øàãîâ îöå-
íèâàåòñÿ ñâåðõó ôóíêöèåé −h, ò.å.

Ex
[
V
(
Xg(x)

)
− V (X0)

]
≤ −h(x),

ãäå ôóíêöèè L, g, h óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (L1)− (L4). Ïóñòü

τ ≡ τ (N) = inf {n > 0 : L (Xn) ≤ N}

Òîãäà íàéä¼òñÿ N0 > 0, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ N > N0 è ïðè ëþáîì x ∈ X ,
èìååì Exτ <∞. Áîëåå òîãî, supL(x)≤N Exτ <∞.
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Òåîðåìà 4. (Òåîðåìà 29 èç [6]) Ïóñòü {Xn} � îäíîðîäíàÿ ïî âðåìåíè öåïü
Ìàðêîâà ñî çíà÷åíèÿìè â èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå X . Ïóñòü B ⊆ X � ïîä-
ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ïîëîæèòåëüíî âîçâðàòíûì äëÿ ýòîé öåïè. Ïóñòü
D � äðóãîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå X è τD = min{n : Xn ∈ D}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî supx∈D ExτB <∞ è ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî N , ÷òî infx∈B Px(τD ≤ N) > 0. Òîãäà ìíîæåñòâî D òîæå ïîëîæèòåëüíî
âîçâðàòíî.

4.4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ìåò-
ðèêå ïîëíîé âàðèàöèè. Ïóñòü X = {X(t) = X(t, x), t ∈ [0,∞)}, X(x, 0) = x
� ïðîèçâîëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â X . Îäèí èç åñòåñòâåííûõ
ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ óñëîâèé ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññà X ñâÿçàí ñ ïîñòðîåíè-
åì òàê íàçûâàåìûõ ¾âëîæåííûõ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ýðãîäè÷íîñòü êîòîðûõ
ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà. Âëîæåííûìè îáû÷íî íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
îáðàçîâàííûå çíà÷åíèÿìè ïðîöåññà â íåêîòîðûå ìàðêîâñêèå ìîìåíòû âðåìåíè.
Ïóñòü ïðè n→∞

0 = T0 < T1 < T2 < · · · < Tn < . . . , Tn →∞ ï. í.

� íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ. Åñòåñòâåí-
íî îæèäàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èç ýðãîäè÷íîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xn = X(Tn) áóäåò ñëåäîâàòü è ýðãîäè÷íîñòü ïðîöåññà X.

Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà 3, ãëàâà 7, ñì. [3]) Ïóñòü ïðîöåññ X äîïóñêàåò âëîæåí-
íóþ öåïü Ìàðêîâà Xn è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Xn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (I)�(III);
2) supx∈X E(T1|X(0) = x) <∞;
3) ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ̂ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîì-

ïîíåíòó, ãäå

P(τ̂ > t) =

∫
µ(dy)P(TτV (y) > t|X(0) ∈ dy).

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà X ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â ìåò-
ðèêå ïîëíîé âàðèàöèè.
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