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ÇÎÐÃÅÍÔÐÅß ÍÀ ÊÎÌÏÀÊÒÛ

Â.Ð. ÑÌÎËÈÍ

Abstract. We prove that the topology of an uncountable Borel subset
of the Sorgenfrey line is equal to the supremum of metrizable compact
topologies. As a corollary we obtain that a Borel subset of the Sorgenfrey
line has a weak Hausdor� compact topology if and only if it is either
uncountable or countable and scattered.
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1. Ââåäåíèå

Âñå ïðîñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàåìûå â ñòàòüå, õàóñäîðôîâû òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà. Óïëîòíåíèåì íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Âîïðîñ î òîì, êàêèå ïðîñòðàíñòâà óïëîòíÿþòñÿ íà êîìïàêòû, áûë ïîñòàâëåí
Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâûì â ñåðåäèíå 20 âåêà. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿù¼ííûõ ýòî-
ìó âîïðîñó, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [8]. Å.Ã. Ïûòêååâûì [2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî
òîïîëîãèÿ áîðåëåâñêîãî íå σ-êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà ïîëüñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ðàâíà ñóïðåìóìó äâóõ òîïîëîãèé ãèëüáåðòîâà êóáà. Òàêæå Ïûòêååâûì
áûëî ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå òåõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé, êîòîðûå óïëîòíÿþòñÿ íà êîìïàêòû. Â ñâÿçè ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè
åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ îá óïëîòíåíèè íà êîìïàêòû áîðåëåâñêèõ ïîä-
ìíîæåñòâ ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ, ò.å. âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ òîïîëîãèåé, áàçà
êîòîðîé ñîñòîèò èç ïîëóèíòåðâàëîâ [a, b), ãäå a < b.
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Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîïîëîãèÿ íåñ÷¼òíîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæå-
ñòâà ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ ðàâíà ñóïðåìóìó ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòíûõ òîïîëî-
ãèé. Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ
ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ, êîòîðûå óïëîòíÿþòñÿ íà êîìïàêòû (ñì. Òåîðåìà 4). Òàêæå
ïîñòðîåíî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ, êîòîðîå óïëîòíÿåòñÿ
íà êîìïàêò, íî êàê ïîäïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñëàáîé êîìïàêòíîé
òîïîëîãèè íå èìååò.

2. Îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ

Ìû èñïîëüçóåì òåðìèíîëîãèþ èç [1], [4] è [6], â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé
ω = ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ îðäèíàëîâ = ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à òàê-
æå êàæäûé îðäèíàë ðàâåí ìíîæåñòâó âñåõ ìåíüøèõ îðäèíàëîâ, òàê ÷òî n =
{0, . . . , n−1} äëÿ âñåõ n ∈ ω. Ìíîæåñòâî X � ñ÷¼òíî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ ìåæäó X è ω. Òàêæå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Îáîçíà÷åíèÿ 1. Ñèìâîë :←→ èñïîëüçóåòñÿ, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå
ñ ëåâîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì äëÿ âûðàæåíèÿ ñ ïðàâîé ñòîðîíû;

• 0 = ∅ ∈ ω;
• s � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü :←→ s � ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî dom(s) ∈ ω èëè
dom(s) = ω;
• åñëè s � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî length(s) := dom(s);
• 〈s0, . . . , sn−1〉 := ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s òàêàÿ, ÷òî length(s) = n ∈ ω è
s(i) = si äëÿ âñåõ i ∈ n;
• 〈〉 := òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü q, ÷òî length(q) = 0;
• åñëè s = 〈s0, . . . , sn−1〉, òî sˆx := 〈s0, . . . , sn−1, x〉;
• f � A := ñóæåíèå ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî A;
• åñëè s è t � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî s v t :←→ s = t � length(s);
• BA := ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç B â A;
• <ωA :=

⋃
n∈ω

nA = ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåí-
òîâ ìíîæåñòâà A;

• En:= ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà nω;
• s /n q :←→ s En q è s 6= q.

Îáîçíà÷åíèÿ 2.

• ωω := ïðîñòðàíñòâî Áýðà := ñ÷¼òíàÿ ñòåïåíü ñ÷¼òíîãî äèñêðåòà;
• S := ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ;
• K := êàíòîðîâî ìíîæåñòâî := ñ÷¼òíàÿ ñòåïåíü äâóõòî÷å÷íîãî äèñêðåòà;
• R := âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ; I := îòðåçîê [0, 1]; Q := ìíîæåñòâî ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë; Z := ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;

• τR := åâêëèäîâà òîïîëîãèÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé; τS := òîïîëîãèÿ
ïðÿìîé Çîãåíôðåÿ;

• åñëè 〈X, τ〉 � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊆ X, òî τ � A := òîïî-
ëîãèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà íà ìíîæåñòâå A;

• åñëè X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, òî X ∼= Y :←→ X ãîìåî-
ìîðôíî Y ;

• åñëè γ � ñåìåéñòâî òîïîëîãèé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, òî sup γ := ñó-
ïðåìóì ñåìåéñòâà òîïîëîãèé γ, ò.å. òîïîëîãèÿ, ïîðîæä¼ííàÿ ïðåäáàçîé⋃
γ;
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• åñëè 〈X, τ〉� òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî Bor(〈X, τ〉) := ìèíèìàëü-
íàÿ σ-àëãåáðà òàêàÿ, ÷òî τ ⊆ Bor(〈X, τ〉) = σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíî-
æåñòâ ïðîñòðàíñòâà 〈X, τ〉.

Íàïîìíèì [1], ÷òî ñõåìà Ëóçèíà íà ìíîæåñòâå X � ýòî ñåìåéñòâî S =
〈Sa〉a∈<ωω ïîäìíîæåñòâ X òàêîå, ÷òî

(L0) Sa ˆn ⊆ Sa äëÿ âñåõ a ∈ <ωω è n ∈ ω;
(L1) Sa ˆn ∩ Sa ˆm = ∅ äëÿ âñåõ a ∈ <ωω è n 6= m ∈ ω.
Ñõåìà Ëóçèíà S = 〈Sa〉a∈<ωω íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ òî÷íîé [5], åñëè

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(L2) S〈〉 = X;
(L3) Sa =

⋃
n∈ω Sa ˆn äëÿ âñåõ a ∈ <ωω;

(L4) |
⋂
n∈ω Sp�n| = 1 äëÿ âñåõ p ∈ ωω.

Ïóñòü 〈X, τ〉� òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ñõåìà Ëóçèíà S = 〈Sa〉a∈<ωω

íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé ñõåìîé Ëóçèíà [5] íà ïðîñòðàíñòâå
〈X, τ〉, åñëè âûïîëíåíî:

(L5) Sa ∈ τ äëÿ âñåõ a ∈ <ωω.

Îáîçíà÷åíèÿ 3.

• Ïóñòü S = 〈Sa〉a∈<ωω � òî÷íàÿ ñõåìà Ëóçèíà íà ìíîæåñòâå X è x ∈
X. Òîãäà seq(S, x) � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü q ∈ ωω òàêàÿ, ÷òî {x} =⋂
n∈ω Sq�n;

• ïóñòü S = 〈Sa〉a∈<ωω òî÷íàÿ ñõåìà Ëóçèíà íà ìíîæåñòâå X è q ∈ ωω.
Òîãäà pnt(S, q) ∈ X � ýòî òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî {x} =

⋂
n∈ω Sq�n.

3. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Äàëåå íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 1. [2, Theorem 1] Ïóñòü 〈X, τ〉 � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
ãîìåîìîðôíîå áîðåëåâñêîìó (ò.å. áîðåëåâñêîìó â íåêîòîðîì ïîëíîì ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå) ñåïàðàáåëüíîìó íå σ-êîìïàêòíîìó ïðîñòðàíñòâó. Òîãäà
τ = sup{τ1, τ2}, ãäå 〈X, τi〉 ãîìåîìîðôíî Iω.

Òåîðåìà 2. [7, Proposition 1.2] Åñëè σ-êîìïàêòíîå ìåòðèçóåìîå ïðîñòðàí-
ñòâî X óïëîòíÿåòñÿ íà ìåòðèçóåìîå ïîëíîé ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâî Y ,
òî X ìåòðèçóåìî ïîëíîé ìåòðèêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X =
⋃
i∈ω Bi, ãäå Bi � êîìïàêò, äëÿ êàæäîãî i ∈

ω. Ïóñòü òàêæå f : X → Y � óïëîòíåíèå. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X σ-
êîìïàêòíî, òî îíî ñåïàðàáåëüíî, ñëåäîâàòåëüíî ïðîñòðàíñòâî Y òàêæå ñåïà-
ðàáåëüíî, à çíà÷èò îáëàäàåò ñ÷åòíîé áàçîé. Òîãäà íàéäåòñÿ ìåòðèçóåìîå êîì-
ïàêòíîå ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà Y , îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç cY . Òîãäà ñóùåñòâó-
åò [9, Ch. 4, Pr. 11] ìåòðèçóåìîå êîìïàêòíîå ðàñøèðåíèå bX ïðîñòðàíñòâà X è
íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f∗ : bX → cY îòîáðàæåíèÿ f . Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî f∗ � ñþðúåêöèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî X � Gδ â bX, ýòèì, â ñèëó [4, Theorem
4.3.26], òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà. Òàê êàê Y ìåòðèçóåìî ïîëíîé ìåòðèêîé, òî [4,
Theorem 4.3.26] cY \ Y =

⋃
i∈ωKi, ãäå Ki � êîìïàêò, äëÿ êàæäîãî i ∈ ω. Îáî-

çíà÷èì B∗i := f∗−1[f∗[Bi]] äëÿ âñåõ i ∈ ω. Òàê êàê f áèåêöèÿ, òî B∗i ∩X = Bi
äëÿ âñåõ i ∈ ω. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî bX \X =

⋃
i∈ω f

∗−1[Ki] ∪
⋃
i∈ω(B

∗
i \Bi), à

òàê êàê B∗i \Bi � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðèçóåìîãî êîìïàêòà B∗i è ïîòîìó
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σ-êîìïàêòíî äëÿ âñÿêîãî i ∈ ω, òî è bX \X σ-êîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, X �
Gδ-ìíîæåñòâî â bX. �

Ëåììà 1. [5, Lemma 3.3] Ïóñòü 〈Sa〉a∈<ωω � òî÷íàÿ ñõåìà Ëóçèíà íà ìíî-
æåñòâå X. Òîãäà ìíîæåñòâî {Sa : a ∈ <ωω} ÿâëÿåòñÿ áàçîé, à ïðîñòðàíñòâî
〈X, τ〉, ãäå òîïîëîãèÿ τ ïîðîæäåíà ìíîæåñòâîì {Sa : a ∈ <ωω}, ãîìåîìîðôíî
ωω.

Ëåììà 2. Ïóñòü 〈Sa〉a∈<ωω � òî÷íàÿ ñõåìà Ëóçèíà íà ìíîæåñòâå X, è òî-
ïîëîãèÿ τ ïîðîæäåíà áàçîé {Sa : a ∈ <ωω}. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X
âûïîëíåíî: ñåìåéñòâî {Sseq(S,x)�n : n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ áàçîé òî÷êè x â ïðî-
ñòðàíñòâå 〈X, τ〉.

Ëåììà 3. Bor(S) = Bor(〈R, τR〉).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå Bor(〈R, τR〉) ⊆ Bor(S) î÷åâèäíî, òàê êàê òîïîëî-
ãèÿ ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ ñèëüíåå òîïîëîãèè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

×òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîêàæåì, ÷òî τS ⊆ Bor(〈R, τR〉). Ïóñòü
U =

⋃
α∈λ[aα, rα). Èç òîãî, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî ëèíäåë¼ôîâûì ïðî-

ñòðàíñòâîì, ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî γ ⊆ λ
òàêîå, ÷òî U =

⋃
α∈γ [aα, rα), à òàê êàê äëÿ ëþáûõ a < b ∈ R âåðíî, ÷òî

[a, b) ∈ Bor(〈R, τR〉), ìû èìååì U ∈ Bor(〈R, τR〉). �

Â ïîñòðîåíèè, îïèñàííîì äàëåå, ìû èñïîëüçóåì èäåè èç [5, Lemma 3.6].

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Q ⊆ L ⊆ R è L � ñ÷¼òíî. ×åðåç SL îáîçíà÷èì îòêðûòóþ
òî÷íóþ ñõåìó Ëóçèíà 〈SLa 〉a∈<ωω íà S, ïîñòðîåííóþ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

Ïóñòü f : ω → L � áèåêöèÿ. Â êà÷åñòâå SL〈〉 è {S
L
a : length(a) = 1} âîçüì¼ì

ìíîæåñòâà R è {[i, i + 1) : i ∈ Z} ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü length(a) ≥ 1 è ìíî-
æåñòâî SLa = [iLa , j

L
a ) óæå ïîñòðîåíî. Ðàññìîòðèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

〈xn〉n∈ω, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò SLa ∩ L, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê jLa â
òîïîëîãèè τR, x0 = iLa , xn+1 > xn, xn+1−xn ≤ 1

length(a)+1 è, åñëè f(length(a)−1) ∈
SLa , òî f(length(a)− 1) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Îïðåäåëèì iLa ˆn := xn, j

L
a ˆn := xn+1 è S

L
a ˆn := [iLa ˆn, j

L
a ˆn) = [xn, xn+1).

×åðåç τL îáîçíà÷èì òîïîëîãèþ íà R, ïîðîæä¼ííóþ áàçîé {SLa : a ∈ <ωω}.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü Q ⊆ L ⊆ L2 ⊆ R, à òàêæå L è L2 � ñ÷¼òíû. Òîãäà:

(i) τR ⊆ τL ⊆ τS;
(ii) 〈R, τL〉 ∼= ωω;
(iii) τL ⊆ τL2

;
(iv) ïóñòü q, t ∈ <ωω, length(q) = length(t) ≥ 2, (q � 2) = (t � 2) è jLq ≤ iLt ,

òîãäà q /length(q) t.

Ëåììà 4. Ïóñòü Q ⊆ L ⊆ R, L � ñ÷¼òíî, SL ñõåìà Ëóçèíà èç Ïðèìåðà 1,
x ∈ L, z ∈ R è z > x. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b ∈ <ωω,
÷òî SLb = [x, jLb ) ⊆ [x, z).

Ëåììà 5. Ïóñòü B � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â S. Òîãäà êàêîå áû ñ÷¼òíîå
ìíîæåñòâî L ⊂ R, ñîäåðæàùåå Q, ìû íè âçÿëè, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþ-
ùåå: B � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â 〈R, τL〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç Ëåììû 3 è ïåðâîãî âêëþ÷å-
íèÿ èç ïóíêòà (i) Çàìå÷àíèÿ 1. �
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Ëåììà 6. Ïóñòü B � íåñ÷¼òíîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â S. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî L ⊆ R, ÷òî B � áîðåëåâñêîå íå σ-êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî â 〈R, τL〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L1 := Q. Èç Ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî B � áîðåëåâñêîå
ìíîæåñòâî â 〈R, τL1

〉. Òàê êàê B íåñ÷¼òíî è 〈R, τL1
〉 ∼= ωω, ñóùåñòâóåò òàêîå

ìíîæåñòâî K ⊂ B, ÷òî 〈K, τL1
� K〉 ∼= K [1, Theorem 13.6].

Äëÿ âñåõ n ∈ ω è q ∈ <ωω îáîçíà÷èì

In := {a ∈ nω : SL1
a ∩K 6= ∅};

In(q) := {a ∈ In : q v a};
I :=

⋃
n∈ω\2

In.

Òàê êàê 〈K, τL1
� K〉 � êîìïàêò, òî

(1) In � êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî n ∈ ω.
Èç òîãî, ÷òî SL1 îáðàçóåò áàçó òîïîëîãèè τL1 , ñëåäóåò, ÷òî

(2) {SL1
a ∩K : a ∈ I} � áàçà â 〈K, τL1

� K〉.
Ïóñòü n ∈ ω \ 2 è a ∈ In. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qa ∈ ωω ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî k ∈ ω îïðåäå-
ëèì, ÷åìó ðàâíî qa(k): åñëè k < n, òî ïîëîæèì qa(k) := a(k). Ïóñòü k ≥ n
è (qa � k) ∈ Ik, òîãäà â êà÷åñòâå qa(k) âîçüì¼ì òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî
qa � (k + 1) � /(k+1)-ìàêñèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Ik+1(qa � k), òàêîå m
ñóùåñòâóåò â ñèëó (1). Ïîëîæèì x(a) := pnt(SL1 , qa) ∈ R.

Ïîêàæåì, ÷òî

(3) x(a) ∈ SL1
a ∩K äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a ∈ I.

Ïî ïîñòðîåíèþ x(a) = pnt(SL1 , qa), ãäå qa âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ

ëþáîãî k ∈ ω âûïîëíÿåòñÿ SL1

qa�k
∩K 6= ∅. Òîãäà â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà

K â ïðîñòðàíñòâå 〈R, τL1
〉 èç Ëåììû 2 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (3).

Îáîçíà÷èì
C := {x(a) : a ∈ I}.

Èç óòâåðæäåíèé (1), (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî C ñ÷¼òíî è ïëîòíî â
〈K, τL1

� K〉, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó Óïðàæíåíèÿ 7.13 èç [1]

(4) 〈K \ C, τL1 � (K \ C)〉 ∼= ωω.

Ïîêàæåì, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà z(a) ∈ R, ÷òî ñïðàâåäëèâî

(5) [x(a), z(a)) ∩K = {x(a)} äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a ∈ I.
Ïóñòü n ∈ ω \ 2 è a ∈ In. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî SL1

a = [iL1
a , jL1

a ); â í¼ì
íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà z(a), ÷òî [x(a), z(a)) ⊆ [iL1

a , jL1
a ). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

([iL1
a , jL1

a ) ∩K) ∩ [x(a),+∞) = {x(a)}. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü y ∈ [iL1
a , jL1

a ) ∩K è

y > x(a). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå m > n è t ∈ Im(a), ÷òî y ∈ SL1
t =

[iL1
t , jL1

t ) ⊂ [iL1
a , jL1

a ) è jL1

qa�m
≤ iL1

t . Çàìåòèì, ÷òî t � 2 = (qa � m) � 2 = a � 2,
òîãäà èç ïóíêòà (iv) Çàìå÷àíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî (qa � m) /m t, ïîýòîìó íàéä¼òñÿ
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òàêîå k ≥ n, ÷òî t � k = qa � k, è qa � (k + 1) /(k+1) t � (k + 1). Íî qa � (k + 1)
ÿâëÿåòñÿ /(k+1)-ìàêñèìàëüíîé â Ik+1(qa � k) ïî ïîñòðîåíèþ � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü L := L1 ∪ C. Èç Ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî B � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â
〈R, τL〉. Ïîêàæåì, ÷òî îíî íå σ-êîìïàêòíî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê êàê C ⊆ L,
òî ïî Ëåììå 4 äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a ∈ I íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà
y = jLb , ÷òî [x(a), y) ∈ τL è [x(a), y) ⊆ [x(a), z(a)). Èç ýòîãî è ôîðìóëû (5)
ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî C îòêðûòî â ïðîñòðàíñòâå 〈K, τL � K〉, à çíà÷èò K \C
â í¼ì çàìêíóòî, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå 〈B, τL � B〉.
Èç ôîðìóëû (4) è ïóíêòà (iii) Çàìå÷àíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî 〈K \ C, τL � (K \ C)〉
óïëîòíÿåòñÿ íà ωω (êîòîðîå íå σ-êîìïàêòíî, ñì. Óïðàæíåíèå 4.11 â [1]), à
çíà÷èò îíî íå σ-êîìïàêòíî. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè â ïðîñòðàíñòâå 〈B, τL �
B〉 çàìêíóòîå íå σ-êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, à çíà÷èò è îíî ñàìî íå σ-êîìïàêòíî.

�

4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 3. Ïóñòü B � íåñ÷¼òíîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â ïðÿìîé Çîð-
ãåíôðåÿ. Òîãäà òîïîëîãèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà íà ìíîæåñòâå B ïðåäñòàâèìà
êàê ñóïðåìóì ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòíûõ òîïîëîãèé. Â ÷àñòíîñòè 〈B, τS � B〉
óïëîòíÿåòñÿ íà êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî L ⊆ R òà-
êîå, ÷òî B � áîðåëåâñêîå íå σ-êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â 〈R, τL〉 ∼= ωω. Ïóíêò
(iii) Çàìå÷àíèÿ 1 âëå÷¼ò, ÷òî B òàêæå áîðåëåâñêîå íå σ-êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî â 〈R, τL∪{b}〉 ∼= ωω, äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ B. Èç Òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî

τL∪{b} � B = sup{τ b1 , τ b2}, ãäå 〈B, τ bi 〉 ∼= Iω. Òîãäà, â ñèëó âòîðîãî âêëþ÷åíèÿ èç
ïóíêòà (i) Çàìå÷àíèÿ 1, à òàêæå Ëåììû 4, èìååì τS � B = sup{τL∪{b} � B : b ∈
B}, à sup{τL∪{b} � B : b ∈ B} = sup{τ bi : b ∈ B, i ∈ {1, 2}}. �

Òåîðåìà 4. Áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ óïëîòíÿåòñÿ íà
êîìïàêò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ëèáî íåñ÷¼òíî, ëèáî íå áîëåå ÷åì
ñ÷¼òíî è ðàçðåæåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç Òåîðåìû 3 è òîãî, ÷òî äëÿ
ñ÷¼òíîãî ðåãóëÿðíîãî ïðîñòðàíñòâà óëîòíÿåìîñòü íà êîìïàêò ýêâèâàëåíòíà
ðàçðåæåííîñòè [3]. �

5. Ïðèìåð

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñòðîèì îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ, êî-
òîðîå óïëîòíÿåòñÿ íà êîìïàêò, íî êàê ïîäïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
ñëàáîé êîìïàêòíîé òîïîëîãèè íå èìååò.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü K � ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ãîìåîìîðôíîå
êàíòîðîâó ìíîæåñòâó. Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî R \K â âèäå äèçúþíêòíîãî îáú-
åäèíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ:

(6) R \K =
⊔
n∈ω

(an, an + rn) t (−∞, a) t (b,+∞).

Îáîçíà÷èì
T :=

⋃
n∈ω

[an, an + rn).
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Òåîðåìà 5. 〈T, τS � T 〉 óïëîòíÿåòñÿ íà êîìïàêò, à 〈T, τR � T 〉 íå óïëîòíÿ-
åòñÿ íà êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî T ∈ τS, òîãäà èç Òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî 〈T, τS �
T 〉 óïëîòíÿåòñÿ íà êîìïàêò.

Ïîêàæåì, ÷òî T íå Gδ â 〈R, τR〉. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü T ÿâëÿåòñÿ Gδ ìíîæå-
ñòâîì â 〈R, τR〉. Ïîëîæèì A := T ∩K, çàìåòèì, ÷òî A = {an : n ∈ ω}. Ïîêàæåì,
÷òî A ïëîòíî â 〈K, τR � K〉. Ïóñòü k, l ∈ R è (k, l) ∩ K 6= ∅, òîãäà íàéäóòñÿ
x, y ∈ (k, l) ∩K òàêèå, ÷òî x < y. Òàê êàê K íèãäå íå ïëîòíî â 〈R, τR〉, èç ôîð-
ìóëû (6) ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå n ∈ ω, ÷òî (an, an + rn) ⊆ (x, y) ⊂ (k, l), à
çíà÷èò an ∈ (k, l) ∩K.

Òàê êàê T ÿâëÿåòñÿ Gδ ìíîæåñòâîì â 〈R, τR〉, òî A � Gδ â 〈K, τR � K〉 ∼= K,
íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ Óïðàæíåíèÿ 8.7 èç [1]. Òàêèì îáðàçîì ìû
ïîêàçàëè, ÷òî T íå Gδ â 〈R, τR〉, à ñëåäîâàòåëüíî [1, Theorem 3.11] 〈T, τR � T 〉
íå ìåòðèçóåìî ïîëíîé ìåòðèêîé.

Çàìåòèì, ÷òî T � σ-êîìïàêò â R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 〈T, τR � T 〉 óïëîòíÿåòñÿ
íà êîìïàêò K. Òàê êàê 〈T, τR � T 〉 îáëàäàåò ñ÷åòíîé áàçîé, òî â K íàéäåòñÿ
ñ÷åòíàÿ ñåòü. Èç òîãî, ÷òî â êîìïàêòàõ âåñ ðàâåí ñåòåâîìó âåñó ñëåäóåò, ÷òî
K � ìåòðèçóåìûé êîìïàêò. Òîãäà, â ñèëó Òåîðåìû 2, ïðîñòðàíñòâî 〈T, τR � T 〉
ìåòðèçóåìî ïîëíîé ìåòðèêîé � ïðîòèâîðå÷èå. �

References

[1] A.S. Kechris, Classical descriptive set theory, Graduate Texts in Mathematics, 156, Springer-
Verlag, Berlin, 1995. Zbl 0819.04002

[2] E.G. Pytkeev, Upper bounds of topologies, Math. Notes, 20:4 (1976), 831�837. Zbl 0344.54003
[3] M. Kat�etov, On mappings of countable spaces, Colloq. Math. 2:1 (1949), 30�33. Zbl 0039.18603
[4] R. Engelking, General topology, Sigma Series in Pure Mathematics, 6, Heldermann, Berlin,

1989. Zbl 0684.54001
[5] M. Patrakeev, Metrizable images of the Sorgenfrey line, Topol. Proc., 45 (2015), 253�269. Zbl

1328.54025
[6] K. Kunen, Set theory. An introduction to independence proofs, Studies in Logic and the

Foundations of Mathematics, 102, North-Holland Publishing Co., Amsterdam etc., 1980. Zbl
0443.03021

[7] E.G. Pytkeev, Continuous bijections on compact spaces and complete metric spaces, Ph.D.
thesis, Sverdlovsk, 1978.

[8] W.W. Comfort, A.W. Hager, J. van Mill, Compact condensations and compacti�cations,
Topology Appl., 259 (2019), 67�79. Zbl 1426.54007

[9] A.V. Arkhangel'skii, V.I. Ponomarev, Fundamentals of general topology: problems and

exercises, Mathematics and Its Applications, 13, D. Reidel Publishing Company, Dordrecht
etc., 1984. Zbl 0568.54001

Vladislav Ruslanovich Smolin
Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics,
16, Sofia Kovalevskaya str.,
Ekaterinburg, 620990, Russia
Email address: SVRusl@yandex.ru


