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Abstract. We present some new proofs of in�nitesimal rigidity of
convex polyhedra and convex surfaces of revolution.
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1. Èçâåñòíî, ÷òî ìåæäó ñâîéñòâàìè ïîâåðõíîñòè áûòü æåñòêîé/íåæåñòêîé
îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ (á.ì.) èçãèáàíèé 1-ãî ïîðÿäêà è áûòü èçãèáà-
åìîé/íåèçãèáàåìîé íåò îäíîçíà÷íî ôîðìóëèðóåìîé ñâÿçè, åñòü òîëüêî íåêî-
òîðûå óòâåðæäåíèÿ, çàâèñÿùèå îò êëàññà ãëàäêîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ äåôîð-
ìàöèé. Ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçãèáàåìàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò äîïóñêàòü
á.ì. èçãèáàíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà (ò.å.áûòü íåæåñòêîé) è, íàîáîðîò, æåñòêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ìîæåò îêàçàòüñÿ èçãèáàåìîé. Åñòü òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ äåôîðìàöèè ïîâåðõíîñòè, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèå îò ïàðàìåò-
ðà äåôîðìàöèè (ñêàæåì, îò âðåìåíè), òîãäà èç æåñòêîñòè 1-ãî ïîðÿäêà ñëåäóåò
íåèçãèáàåìîñòü ïîâåðõíîñòè â ýòîì êëàññå äåôîðìàöèé, ñì [1], �30. Â ðàáîòå
[2], ï. 1.4 ýòîò ïðèçíàê íåèçãèáàåìîñòè äîïîëíåí òàê íàçûâàåìûì ïðèíöèïîì
Cn-íåèçãèáàåìîñòè: åñëè Cn-ãëàäêîå ïî ïàðàìåòðó èçãèáàíèå ïðîèñõîäèò â
êëàññå æåñòêèõ ïîâåðõíîñòåé, òîãäà ýòî èçãèáàíèå òðèâèàëüíîå.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî - èç íåèçãèáàåìîñòè
íå ñëåäóåò æåñòêîñòü. Íî åñëè ïîòðåáîâàòü áîëüøå, à èìåííî, ïðåäïîëîæèòü,
÷òî äåôîðìàöèè ïðîèñõîäÿò â êëàññå ïîâåðõíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåíà ñâîåé ìåòðèêîé (ò.å., íå òîëüêî íåèçãèáàåìà, íî è íå èìååò
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äèñêðåòíî ðàñïîëîæåííûõ èçîìåòðè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé), òîãäà èç ýòîãî ñëå-
äóåò, ÷òî êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü ýòîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé. Ýòî ìû è
èñïîëüçóåì íèæå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîãî äîêàçàòåëüñòâà æåñòêîñòè ñòðîãî âû-
ïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ (à âîîáùå, íàøå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïîïîëíåíèå áîëüøîãî ñïèñêà ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ æåñòêîñòè âûïóê-
ëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, íà÷èíàÿ ñ äîêàçàòåëüñòâà Äåíà 1916 ãîäà, è îíî ìîæåò
áûòü èíòåðåñíûì ïðåäëîæåííûì íîâûì ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà æåñòêîñòè).

Äàëåå, â ðàáîòå [3] äîêàçàíî, ÷òî çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùå-
íèÿ, íå èìåþùàÿ ïëîñêèõ êóñêîâ, ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèò-
ñÿ äëÿ âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè áåç âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ãëàäêîñòè.
Ìû äîêàçûâàåì òó æå òåîðåìó äðóãèì ñïîñîáîì íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû
[4].
2. Äîêàçûâàåì òåîðåìó

Òåîðåìà 1. Ñòðîãî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ æåñòêèìè ãðàíÿìè ÿâëÿåòñÿ
æåñòêèì îòíîñèòåëüíî á.ì. èçãèáàíèé 1-ãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ìíîãîãðàííèêà P ñ òðåóãîëüíû-
ìè ãðàíÿìè. Ïîä ñòðîãîé âûïóêëîñòüþ ìû èìååì â âèäó, ÷òî âñå âíóòðåííèå
äâóãðàííûå óãëû ñòðîãî ìåíüøå π. Ïóñòü Mi(xi, yi, zi) - âåðøèíû ìíîãîãðàí-
íèêà. Ïóñòü ìíîãîãðàííèê äîïóñêàåò á.ì. èçãèáàíèå, êîòîðîå â âåðøèíàõ Mi

èìååò âåêòîð ïîëÿ á.ì. èçãèáàíèÿ Zi = (ξi, ηi, ζi). Òîãäà äëÿ êàæäîãî ðåáðà ñ
âåðøèíàìè â Mi è Mj âûïîëíåíî óðàâíåíèå

(1) (xi − xj)(ξi − ξj) + (yi − yj)(ηi − ηj) + (zi − zj)(ζi − ζj) = 0.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû Mi ïîñòðîèì åå òðàåêòîðèè ïðè á.ì. èçãèáàíèè Mi →
M̃i = Mi ± εZi. Ñîåäèíèì òî÷êè M̃i c äðóãèìè òî÷êàìè ïî òîé æå êîìáèíà-
òîðíîé ñõåìå, ÷òî è â èñõîäíîì ìíîãîãðàííèêå P . Ïîëó÷èì äâà ìíîãîãðàííèêà
P ′ è P ′′ îäíîãî è òîãî æå êîìáèíàòîðíîãî ñòðîåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåá-
ðà â P ′ è P ′′ èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, òàê êàê â îáîèõ ñëó÷àÿõ |M̃iM̃j |2 =
|MiMj |2 + ε2|ZiZj |2. Òàê êàê ãðàíè òðåóãîëüíûå, òî ïî ðàâåíñòâó äëèí ðåáåð
ìíîãîãðàííèêè P ′ è P ′′ èçîìåòðè÷íû è èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå êîíãðóýíòíûå
ãðàíè. Êðîìå òîãî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε îáà ýòèõ ìíîãîãðàííèêà âûïóêëûå,
òàê êàê ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé äåôîðìàöèè ñòðîãî âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè
îñòàþòñÿ âûïóêëûìè. Ê òîìó æå îíè îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû. Ïî òåîðå-
ìå Ëåæàíäðà-Êîøè âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîåé
ìåòðèêîé, êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíèåì è îðèåíòàöèåé. Çíà÷èò, ìíîãîãðàííèêè
P ′ è P ′′ êîíãðóýíòíû è ïîëó÷àþòñÿ îäèí èç äðóãîãî íåêîòîðûì äâèæåíèåì,
÷òî ìîæåò áûòü òîëüêî åñëè á.ì. èçãèáàíèå Z òðèâèàëüíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ãðàíè ìíîãîãðàííèêà íå îáÿçàòåëüíî ÿâ-
ëÿþòñÿ òðåóãîëüíûìè. Ãðàíè ïðåäïîëàãàþòñÿ æåñòêèìè (èíà÷å âñåãäà ìîæíî
ïîñòðîèòü íåòðèâèàëüíîå ïîëå á.ì. èçãèáàíèÿ, ðàâíîå íóëþ íà âñåõ ðåáðàõ è
îðòîãîíàëüíîå ê êàæäîé ãðàíè). Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ ãðàíü, êàê öåëûé
îáúåêò, ìîæåò ïîäâåðãàòüñÿ òîëüêî òðèâèàëüíîìó á.ì. èçãèáàíèþ. À ïîëå òðè-
âèàëüíîãî á.ì. èçãèáàíèÿ çàäàåòñÿ êàê ïîëå íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ,
ò.å. êàê ïåðåíîñ ëþáîé òî÷êè r = {x, y, z} íà íåêîòîðûé âåêòîð A = {a, b, c}
è âðàùåíèå åå c íåêîòîðûì âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè ω = {ω1, ω2, ω3}. Â
ôîðìàëüíîé çàïèñè ýòî èìååò âèä

(2) Z(x, y, z) = A+ [ω × r] = {a, b, c}+ {ω2z − w3y, ω3x− ω1z, ω1y − ω2x}.
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Äåôîðìàöèÿ, çàäàâàåìàÿ âåêòîðîì òðèâèàëüíîãî á.ì. èçãèáàíèÿ (2), è ïåðåâî-

äÿùàÿ âåðøèíû Mi â òî÷êè M̃i = Mi ± εZi, â ïðåäåëàõ îäíîé ãðàíè ÿâëÿåòñÿ
àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ïîýòîìó âåðøèíû ãðàíè êàê ëåæàùèå íà îäíîé
ïëîñêîñòè, ïåðåõîäÿò â òî÷êè, òîæå ëåæàùèå íà îäíîé ïëîñêîñòè, è äàííûé
ìíîãîãðàííèê P ñ âåðøèíàìè Mi ïåðåõîäèò â ìíîãîãðàííèêè P

′ è P ′′ ñîîòâåò-
ñòâåííî ñ âåðøèíàìè â M̃i = Mi + εZi è M̃i = Mi − εZi . Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèÿ
â P ′ è P ′′ ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí ãðàíè, â òîì ÷èñëå ìåæäó êîíöàìè
äèàãîíàëåé, èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ |M̃iM̃k|2 = (xk − xi)2 + (yk − yi)2 +
(zk − zi)2 + ε2|Zk −Zi|2. Çíà÷èò, âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè P ′ è P ′′ èìåþò îäè-
íàêîâîå êîìáèíàòîðíîå ñòðîåíèå ñ êîíãðóýíòíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíåé,
è ïîýòîìó îíè ïî òåîðåìå Ëåæàíäðà-Êîøè êîíãðóýíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåä-
ïîëàãàåìîå á.ì. èçãèáàíèå òðèâèàëüíî íå òîëüêî íà ãðàíÿõ, íî è â öåëîì íà
âñåì ìíîãîãðàííèêå P . �

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå æåñòêîñòè ãðàíåé íå ñóùåñòâåííî â ñëó÷àå ñèì-
ïëèöèàëüíîñòè ìíîãîãðàííèêà, íî ñóùåñòâåííî äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ ñ íåòðå-
óãîëüíûìè ãðàíÿìè. Èìåííî, êîãäà ìû èçó÷àåì æåñòêîñòü êàðêàñà è òåì ñà-
ìûì ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ (1) òîëüêî íà ðåáðàõ, òîãäà æåñò-
êîñòè êàðêàñà íå áóäåò (ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. áîëüøîé ñïèñîê ëèòåðàòóðû â
[5]).

3. Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó

Òåîðåìà 2. Çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ áåç ïëîñêèõ îáëà-
ñòåé ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîä çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ ïîíèìàåòñÿ ïîâåðõ-
íîñòü ñ äâóìÿ ïîëþñàìè. Î÷åâèäíî, ïëîñêèå îáëàñòè íà íåé ìîãóò áûòü, òîëüêî
åñëè åå ìåðèäèàí èìååò ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê, îðòîãîíàëüíûé ê îñè âðàùå-
íèÿ.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü ïîëó÷åíà âðàùåíèåì åå ìåðèäèàíà r = r(x) âîêðóã îñè
Ox è ïóñòü ïîëþñà ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè x = 0 è x = a > 0.
Ïóñòü v ∈ [0, 2π] - óãîë âðàùåíèÿ, α(x, v) - êîìïîíåíòà ïî îñè âðàùåíèÿ âåêòîðà
á.ì. èçãèáàíèÿ ïîâåðõíîñòè, ðàçëîæåííàÿ â ðÿä Ôóðüå

α(x, v) =

+∞∑
n=−∞

ϕn(x)einv.

Òàê êàê ϕ̄−n = ϕn, óðàâíåíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê äåéñòâèòåëüíûì ôóíêöèÿì
ϕn(x), ïðè÷åì ñ n ≥ 2 (çíà÷åíèÿì n = 0 è ±1 ñîîòâåòñòâóþò òðèâèàëüíûå
á.ì. èçãèáàíèÿ). Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî â ïðîìåæóòêå (xc, a), ãäå àáñöèññå
xc ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îðäèíàòû r(xc) ìåðèäèàíà, ñóùåñòâó-
åò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïàðàëëåëåé x2 > x3 > ... > xm > ..., ñòðåìÿùèõñÿ ê
xc, òàêèõ, ÷òî íà íèõ ϕm(xm) = 0 (åñëè r(x) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà íåêîòî-
ðîì îòðåçêå, òîãäà çà xc ïðèíèìàåòñÿ ïðàâûé êîíåö ýòîãî îòðåçêà). Ðàâåíñòâî
ϕm(xm) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå á.ì. èçãèáàíèå ïðîèñõîäèò ñêîëü-
æåíèåì ïîâåðõíîñòè ïî ïëîñêîñòè ïàðàëëåëè ñ x = xm. Èç ðåçóëüòàòîâ [4]
ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ðàâåíñòâî ϕ(x) = 0 ïðè x < xc íåâîçìîæíî,

Äàëåå, ïîëþñà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ðàâíîïðàâíû â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè
åñòü åå á.ì. èçãèáàíèå, òî èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ïîëÿ á.ì. èçãèáàíèÿ ìîæíî
íà÷èíàòü êàê ñ îäíîãî, òàê è ñ äðóãîãî ïîëþñà (íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî âçÿòü
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çåðêàëüíûé îáðàç ïîâåðõíîñòè, è ïðàâûé ïîëþñ ñòàíåò ëåâûì íà÷àëüíûì).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû íà÷íåì èññëåäîâàíèå ñ ïîëþñà ñ êîîðäèíàòîé x = a,
òîãäà êîìïîíåíòà ñ ϕn(x) = 0 äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íîëü íà ïàðàëëåëÿõ, ëå-
æàùèõ ëåâåå òî÷êè x = xc, ÷òî íåâîçìîæíî.Òåîðåìà î æåñòêîñòè ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ äîêàçàíà.
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