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Abstract. The article deals with the inverse problem of the location of
a thin elastic inclusion in an elastic body. A thin inclusion is considered
to be soldered. The body is �xed on one part of the outer border, while
external surface forces act on the other part. The inverse problem of
identi�cation of the inclusion is considered as the problem of minimizing
the target functional. The existence of a solution to the inverse problem
is proved. The �rst variations of the solution of the direct problem with
respect to the shape of the domain and the derivative of the functional
with respect to the shape are calculated. A numerical algorithm for
solving this problem is proposed and numerical results are presented.

Keywords: optimal control, shape sensitivity analysis, thin elastic inclu-
sion.

1. Ââåäåíèå

Ïîâðåæäåíèÿ è ðàçðóøåíèå äåôîðìèðóåìûõ ñòðóêòóð â çíà÷èòåëüíîé ñòå-
ïåíè çàâèñÿò îò íåîäíîðîäíîñòè òåë. ×àñòî èñïîëüçóåìûé ìåòîä óïðî÷íåíèÿ
óïðóãèõ ñòðóêòóð ñîñòîèò â äîáàâëåíèè ê èñõîäíîìó ìàòåðèàëó ðàçëè÷íûõ
âêëþ÷åíèé. Òåðìèíîëîãèÿ ¾òîíêîå âêëþ÷åíèå¿ èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
ðàçìåðíîñòü âêëþ÷åíèÿ ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü òåëà. Ââèäó ýòîãî óïðóãèå
òåëà, ñîäåðæàùèå æ¼ñòêèå èëè óïðóãèå òîíêèå âêëþ÷åíèÿ, èçó÷àþòñÿ â òåîðèè
êîìïîçèòîâ, ãäå óñèëåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ áèîìåäèöèíñêèå ïðèìåíåíèÿ [1]. Ïîýòîìó çàäà÷è îïòèìèçàöèè
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ôîðìû êîíñòðóêöèé, ñîäåðæàùèõ òîíêèå âêëþ÷åíèÿ, èìåþò áîëüøîå ïðàêòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðèìåíåíèå ìîãóò íàéòè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè âêëþ÷åíèé
ïðè íåîáõîäèìîñòè îáíàðóæåíèÿ èíîðîäíîãî òåëà ñ ìàëîé òîëùèíîé â óïðóãîé
ñðåäå.

Â ñòàòüå â ðàìêàõ äâóìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàâ-
íîâåñèÿ òåëà ñ òîíêèì óïðóãèì âêëþ÷åíèåì. Óïðóãîå âêëþ÷åíèå ñ÷èòàåòñÿ
ïëîòíî ñêëååííûì ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. ×àñòü âíåøíåé ãðàíèöû òåëà ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ æ¼ñòêî çàêðåïë¼ííîé, îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé è íà-
õîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâèåì çàäàííûõ âíåøíèõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî îíà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè
íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ â çàäà÷àõ
äëÿ óïðóãèõ òåë ñ òîíêèìè óïðóãèì âêëþ÷åíèåì ìîæíî íàéòè â [2, 3]. Ñòà-
òüè [4�6] ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òîíêèìè
âêëþ÷åíèÿìè.

Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè èãðàåò âàæíóþ ðîëü â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ôîð-
ìû óïðóãèõ òåë [7, 8]. Ìíîæåñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíû àíàëèçó ÷óâñòâèòåëüíîñòè
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÷òî ïîçâîëÿåò âûïèñàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíî-
ñòè [9�11]. Ñì. ñòàòüè [12�13], ïîñâÿù¼ííûå àíàëèçó ÷óâñòâèòåëüíîñòè âòîðîãî
ïîðÿäêà â òåîðèè óïðóãîñòè, ãäå âûïèñàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ âîçìóùåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ìàòåðèàëü-
íûå ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îïèñàíèå äàííîãî ìåòîäà ìîæíî
íàéòè â ðàáîòàõ [14�16]. Áûëè âûïèñàíû óðàâíåíèå äëÿ ìàòåðèàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé è íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî
êîìïëåêñíîå èññëåäîâàíèå: äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ, àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
ðàáîòû àëãîðèòìà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Ω ⊂ R2 âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøåöåâîé ãðàíèöåé ∂Ω.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè Ω ðàçáèòà íà äâà ïîäìíîæåñòâà ΓD è ΓN
òàêèõ, ÷òî

∂Ω = ΓD
⋃

ΓN , ΓD
⋂

ΓN = ∅.

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü Ω ñîäåðæèò îòðåçîê γ̄, ñîåäèíÿþùèé
òî÷êè γ̂0 è γ̂1, êîòîðûé öåëèêîì ëåæèò â ýòîé îáëàñòè è íå èìååò îáùèõ òî÷åê
ñ å¼ ãðàíèöåé. ×åðåç γ áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî γ̄ \ {γ̂0, γ̂1}. Äàëåå ÷åðåç ν
è τ îáîçíà÷àþòñÿ íîðìàëüíûé è êàñàòåëüíûé åäèíè÷íûå âåêòîðû ê γ, à ÷åðåç
n åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü Ω \ γ̄ çàïîëíåíà óïðóãèì ìàòåðèàëîì,
ñîñòîÿíèå êîòîðîãî ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì ïåðåìåùåíèé
u = (u1, u2) : Ω→ R2. Îòðåçîê γ̄ ìîäåëèðóåò óïðóãîå òîíêîå âêëþ÷åíèå. Âêëþ-
÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ñêàëÿðíûìè ôóíêöèÿìè � ôóíêöèåé èçãèáàíèé
w : γ → R è ôóíêöèåé ðàñòÿæåíèé v : γ → R. Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ u è ïîñòðîåííîãî ïî íèì
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òåíçîðà äåôîðìàöèé ε(u):

(2.1)
∂ui
∂xj
≡ ui,j ≡ ∂xjui, εij(u) =

1

2
(ui,j + uj,i).

Òàêæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå [u] äëÿ ñêà÷êà ôóíêöèè u íà γ:

(2.2) [u] = u+ − u− íà γ, u±(x) = lim
δ→±0

u(x+ δν), x ∈ γ.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò äâå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îïèñàíèåì ñîñòîÿíèé
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ëèíåéíî-óïðóãîãî òåëà ñ òîíêèì óïðóãèì
âêëþ÷åíèåì. Ïåðâàÿ � ïðÿìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïîëåé äåôîðìà-
öèè ïî çàäàííûì âíåøíèì íàãðóçêàì ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè òîíêîãî
âêëþ÷åíèÿ. Âòîðàÿ � îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ òîí-
êîãî âêëþ÷åíèÿ ïî äîïîëíèòåëüíûì äàííûì ïåðåìåùåíèé íà ÷àñòè ãðàíèöû.
Ïðÿìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê îáðàòíîé. Îõàðàê-
òåðèçóåì ïîñòàíîâêó îáåèõ çàäà÷ áîëåå ïîäðîáíî.

2.1. Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è. Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïî-
âåäåíèå óïðóãîãî ìàòåðèàëà ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ òåíçîðîì ÷åòâ¼ðòîãî ïî-
ðÿäêà C = {cijkl}, i, j, k, l = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñèì-
ìåòðèè

(2.3) cijkl = cjikl = cklij .

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè. Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ξ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(2.4) c−1|ξ|2 ≤ cklij ξij ξkl ≤ c|ξ|2,

â êîòîðûõ c íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð íà-
ïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

(2.5) σ(u) = Cε(u), σij(u) = cjikl εkl(u).

Òîíêîå âêëþ÷åíèå ìîäåëèðóåòñÿ êàê áàëêà Áåðíóëëè - Ýéëåðà. Å¼ ñîñòîÿíèå
îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè E, I è S � ìîäóëåì Þíãà,
èíåðöèåé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðÿìàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè òîíêîãî âêëþ÷åíèÿ â
óïðóãîì òåëå ñîñòîèò â îòûñêàíèè òðîéêè ôóíêöèé (u, v, w), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì [2]

(2.6) −div σ(u) = 0 â Ω \ γ̄,

(2.7) u = 0 íà ΓD,

(2.8) σ(u)n = f íà ΓN ,

(2.9) −EIv,ττ = [στ ] íà γ,

(2.10) ESw,ττττ = [σν ] íà γ,

(2.11) w = uν , v = uτ , [u] = 0 íà γ,

(2.12) w,ττ = w,τττ = v,τ = 0 â òî÷êàõ γ̂0, γ̂1.
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Çäåñü f = (f1, f2) ∈ L2(ΓN ) - çàäàííàÿ íàãðóçêà, ïðèëîæåííàÿ ê íåçàêðåïëåí-
íîé ÷àñòè ãðàíèöû,

uν = u · ν, uτ = u · τ, σν = σ(u)ν · ν, στ = σ(u)ν · τ,
∂τ - ïðîèçâîäíàÿ âäîëü γ, γ̂i, i = 0, 1 � êîíöû γ̄. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.6)�(2.12) îïèñûâàþò ðàâíîâåñèå çàêðåïë¼ííîãî íà
÷àñòè ãðàíèöû óïðóãîãî òåëà ñ óïðóãèì âêëþ÷åíèåì ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé
ïîâåðõíîñòíîé ñèëû. Ïîëå u îïèñûâàåò ïåðåìåùåíèå óïðóãîé ÷àñòè òåëà, à
ïîëÿ w è v îïèñûâàþò èçãèá è ðàñòÿæåíèå óïðóãîãî òîíêîãî âêëþ÷åíèÿ. Ýòà
çàäà÷à äîïóñêàåò âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â
ñèëó óñëîâèÿ (2.11) íà òîíêîì âêëþ÷åíèè ñêà÷îê ïîëÿ äåôîðìàöèé ðàâåí íóëþ.

Äàëåå äëÿ óäîáñòâà ìû ïðèìåì EI = ES = 1.
Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû óïðóãîå òåëî - òîíêîå âêëþ÷åíèå èìååò âèä

(2.13) Π(γ;u, v, w) =
1

2

∫
Ω

σ(u) : ε(u) dx+
1

2

∫
γ

v2
,τ ds+

1

2

∫
γ

w2
,ττds−

∫
ΓN

f · u ds.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ òîíêîãî âêëþ÷åíèÿ γ îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî
X(γ) âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé U = (u, v, w)

(2.14)
X(γ) = {U = (u, v, w) ∈ H1(Ω)2 ×H1(γ)×H2(γ) :

u = 0 íà ΓD, v = uτ , w = uν íà γ}.
Â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó [2]

(2.15) ‖U‖2 =

∫
Ω

σ(u) : ε(u) dx+

∫
γ

v2
,τds+

∫
γ

w2
,ττds.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî X(γ) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(2.16) (U1, U2) =

∫
Ω

σ(u1) : ε(u2)dx+

∫
γ

v1,τv2,τds+

∫
γ

w1,ττw2,ττ ds.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà X(γ) ïîëå ïåðåìåùå-
íèé u îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ΓD, òî èç íåðàâåíñòâà Êîðíà è óñëîâèÿ ýëëèï-
òè÷íîñòè (2.4) âûòåêàåò, ÷òî

c−1‖u‖2H1(Ω)2 ≤
∫
Ω

σ(u) : ε(u)dx ≤ c‖u‖2H1(Ω)2 .

Çäåñü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè Ω, ìíîæå-
ñòâà ΓD è òåíçîðà C . Òàêèì îáðàçîì, X(γ) èçîìîðôíî ïîäïðîñòðàíñòâó
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H1(Ω)2, êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ ïîëåé u, òà-
êèõ, ÷òî íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñëåäà u íà γ ïðèíàäëåæèò êëàññó H2(γ),
à ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà ïðèíàäëåæèò êëàññó H1(γ).
Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ïîëíîòà X(γ).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë Π äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

(2.17) Π(γ;U) =
1

2
‖U‖2 −

∫
ΓN

f · uds.
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Êðàåâàÿ çàäà÷à (2.6)�(2.12) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à ìèíè-
ìèçàöèè: íàéòè U = (u, v, w) ∈ X(γ) òàêîå, ÷òî ôóíêöèîíàë Π äîñòèãàåò ñâîåãî
ìèíèìóìà:

(2.18) Π(γ;U) = inf
Ū∈X(γ)

Π(γ; Ū).

Òàê êàê, ñîãëàñíî (2.17), ôóíêöèîíàë Π(γ; ·) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì è êîýð-
öèòèâíûì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X(γ), òî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à (2.18) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå U = (u, v, w) ∈ X(γ). Ýòî ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ (ū, v̄, w̄) ∈
X(γ) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

(2.19)

∫
Ω

σ(u) : ε(ū)dx+

∫
γ

v,τ v̄,τds+

∫
γ

w,ττ w̄,ττds =

∫
ΓN

f · ū ds.

Îáðàòíî, êàæäàÿ òðîéêà U := (u, v, w) ∈ X(γ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëü-
íîìó òîæäåñòâó (2.19) ñëóæèò ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (2.18).

Ëþáîé âåêòîð U ∈ X(γ), óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó (2.19) íàçûâàåòñÿ
ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.18). Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äîñòàòî÷íî ãëàäêîå
ñëàáîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (2.6)�(2.12) è íàîáîðîò. Ïîëíîå äî-
êàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1 è âûâîä ñëàáîé ïîñòàíîâêè èç äèôôåðåíöèàëüíîé
ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [2].

2.2. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è. Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî γ èìååò
ôèêñèðîâàííóþ äëèíó 2h. Íàøà öåëü � èññëåäîâàíèå âñåõ âîçìîæíûõ ñëàáûõ
ðåøåíèé ïðÿìîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è (2.18) äëÿ âñåõ òîíêèõ âêëþ÷åíèé γ èç
íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ñ öåëüþ âûáîðà îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ
âêëþ÷åíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî öåëåâîé ôóíêöèîíàë. Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëèì
êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ âêëþ÷åíèé.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå âêëþ÷åíèå γ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì
åãî öåíòðà xγ è åäèíè÷íûì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì τ , ïàðàëëåëüíûì γ. Ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τ è âåêòîð íîðìàëè ν ê γ îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíî îðèåí-
òèðîâàííûé îðòîãîíàëüíûé ðåïåð.

Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî P îïðåäåëèì êàê ìíîæåñòâî âñåõ γ, ëåæà-
ùèõ â îáëàñòè Ω è óäàë¼ííûõ îò ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè íà ðàññòîÿíèå áîëüøåå
èëè ðàâíîå ïîñòîÿííîé δ > 0,

(2.20) P = {γ ⊂ Ω : dist(γ, ∂Ω) ≥ δ}.

Ñíàáæ¼ííîå ìåòðèêîé

(2.21) d(γ, γ′) = |xγ − xγ′ |+ |τ − τ ′|

êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ êîìïàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ôóíêöèþ ũ ∈ L2(Γ̃), ãäå Γ̃ ⊂ ΓN è ðàññìîòðèì öåëåâîé
ôóíêöèîíàë J , çàäàííûé ðàâåíñòâîì

(2.22) J(γ) =

∫
Γ̃

|ũ− uγ |2ds,
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ãäå uγ � ïåðåìåùåíèå óïðóãîãî òåëà Ω ñ âêëþ÷åíèåì γ, à ïîä |u|2 ïîíèìàåòñÿ
u · u.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè óïðóãîãî âêëþ÷åíèÿ â óïðóãîì òåëå
êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Òðåáóåòñÿ íàéòè γ∗ ∈ P òàêîå,
÷òî

(2.23) J(γ∗) = inf
γ∈P

J(γ).

Òàêèì îáðàçîì ìû ñâåëè îáðàòíóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè ôîðìû ñ öå-
ëåâûì ôóíêöèîíàëîì J(γ), ïîýòîìó äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå çàäà÷è áóäåò
âåñòèñü â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè, íî äëÿ íà÷àëà ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé òåîðå-
òè÷åñêèé ðåçóëüòàò � òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ, êîòîðûé ïîñâÿù¼í ñëåäóþùèé
ðàçäåë.

3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåä¼ì îñíîâíîé òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò � äîêàçà-
òåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè âêëþ÷åíèÿ. Çàïèøåì
åãî â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, çàäà÷à (2.23) èìååò ðåøåíèå
γ ∈ P.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïîäðîáíî èññëåäóåì ñâîéñòâà íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèîíàëîâ J è Π, îïðåäåë¼ííûõ â ïðåäûäóùåé ñåêöèè. Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèîíàë J : P → R îïðåäåë¼í íà êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
íåïðåðûâíîñòü J íà P. Ýòîò ðåçóëüòàò äà¼òñÿ ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü γn ∈ P ñõîäÿòñÿ ê γ ∈ P â ìåòðèêå îïðåäåë¼í-
íîé ðàâåíñòâîì (2.21) è Un = (un, vn, wn), U = (u, v, w) � ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.18), óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì òðåáîâàíèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1.
Òîãäà

(3.1) un → u â H1(Ω)2, J(un)→ J(u) ïðè n→∞.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäåëüíîå âêëþ÷åíèå γ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì èíòåðâàëîì ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,

(3.2) γ = {x = (x1, 0), |x1| ≤ h}, τ = e1 = (1, 0), ν = e2 = (0, 1).

Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïåðåíîñîì è âðàùåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 äëÿ ôóíêöèé Un
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(3.3) ‖un‖H1(Ω)2 + ‖un · νn‖W 2,2(γn) + ‖un · τn‖W 1,2(γn) ≤ c,
ãäå νn è τn � åäèíè÷íûå íîðìàëüíûé è êàñàòåëüíûé âåêòîðû ê γn, ïîñòîÿííàÿ
c íå çàâèñèò îò n. Âûáåðåì ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(3.4) un → u ñëàáî â H1(Ω)2 ïðè n→∞.
Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçëè÷íûå ÷ëåíû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì âêëþ÷åíèÿì, ò.å. vn è wn îïðåäåëåíû
íà ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìû ïîñòðîèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñïåöèàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ îáëàñòè Ω, êîòîðûå ïåðåâîäÿò
γn â γ.
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Òàê êàê γ ∈ P, òî ñóùåñòâóåò äâà çàìêíóòûõ êðóãà Dr = {|x| ≤ r} è DR =
{|x| ≤ R}, 0 < r < R, òàêèõ, ÷òî

γ b Dr ⊂ DR b Ω.

ßñíî, ÷òî γn ⊂ Dr äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ïóñòü On - îðòîãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî

(3.5) O∗n = O−1
n , Onτn = e1, Onνn = e2.

Î÷åâèäíî ìû èìååì

(3.6) On(γn − xγn) = γ, |xγn |+ |On − I| → 0 ïðè n→∞.

Äàëåå çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ θ ∈ C∞0 (R2) òàêóþ, ÷òî θ = 1 â Dr è θ = 0 â
R2 \DR. Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì ϕn ∈ C∞(Ω) ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(3.7) ϕn(x) = (1− θ(x))x+ θ(x)On(x− xγn), x ∈ Ω.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè Dϕn îòîáðàæåíèÿ ϕn ìîæåò áûòü çàïèñàíà,
êàê

(3.8) Dϕn(x) = I+Nn(x), Nn(x) = θ(x)(On−I)+∇θ(x)⊗(Onx−x−Onxγn).

Èç (3.6) ñëåäóåò, ÷òî Nn ñòðåìèòñÿ ê 0. Îòñþäà è èç ïðèíöèïà ñæàòûõ îòîáðà-
æåíèé âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè ϕ±1

n äèôôåîìîðôíî îòîáðàæàþò îáëàñòü
Ω íà ñàìó ñåáÿ è îñòàâëÿþò íåïîäâèæíûìè ìíîæåñòâà ΓD è Γn. Êðîìå òîãî, â
îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ýòè îòîáðàæåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

(3.9) ϕn = On(x− xγn), ϕ−1
n = xγn +O−1

n x â Dr.

Â ÷àñòíîñòè ϕn(γn) = γ è ϕ−1
n (γ) = γn.

Òðîéêè (un, vn, wn) ∈ X(γn) îïðåäåëåíû íà ðàçíûõ ìíîæåñòâàõ. Óäîáíî ïå-
ðåíåñòè èõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ â îäíó ôèêñèðîâàííóþ îáëàñòü. Ñ ýòîé öåëüþ,
ââåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäèôèöèðîâàííûõ îòîáðàæåíèé

(3.10) u∗n(x) = Onun(ϕ−1
n (x)) â Ω.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâ wn = un · νn, vn = un · τn âûòåêàåò, ÷òî

(3.11) wn,ττ (ϕ−1
n (x)) = u∗n2,11(x), vn,τ (ϕ−1

n (x)) = u∗n1,1(x) íà γ,

ãäå u∗ni = u∗n · ei. Â ÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì ïîëîæèòü

(3.12) v∗n(x) = u∗n1(x), wn(x) = u∗n2(x), ∂τ = ∂x1 íà γ.

Íàïîìíèì, ÷òî γ ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì èíòåðâàëîì x1 ∈ (−h, h), x2 = 0.
Èç îöåíêè (3.3) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(3.13) ‖u∗n‖H1(Ω)2 + ‖u∗n2‖W 2,2(γ) + ‖u∗n1‖W 1,2(γ) ≤ c,

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ìû ðàçîáü¼ì íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåìì.

Ëåììà 1. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ,

u∗n → u ñëàáî â H1(Ω)2, w∗n → u2 = w ñëàáî â H2(γ),(3.14)

v∗n → u1 = v ñëàáî â H1(γ) ïðè n→∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê u∗n, u îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ΓD, äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëÿ ξ ∈ H1(Ω)2 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(3.15)

∫
Ω

∇u∗n(x) : ξ dx→
∫

Ω

∇u(x) : ξ dx

Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðèè óïðóãîñòè ãðàäèåíò äåôîðìàöèé∇un � ìàòðèöà ßêîáè
îòîáðàæåíèÿ un. Ïîñëå çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ èìååì òîæäåñòâî

(3.16)

∫
Ω

∇u∗n : ξ dx =

∫
Ω

(
On∇un(I +Nn)−1

)
: ξ(ϕn) det (I +Nn)−1 dx

äëÿ âñåõ ξ ∈ H1(Ω)2. Ðàâåíñòâî (3.15) ñëåäóåò îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé (3.6),
(3.8). Èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H1(Ω)2 ↪→ L2(γ) ñëåäóåò

(3.17) v∗n ≡ u∗n1 → u1 =: v, w∗n ≡ u∗n2 → u2 =: w, â L2(γ).

Ñîîòíîøåíèÿ (3.3) äàþò

(3.18)
v∗n ≡ u∗n1 → u1 =: v ñëàáî â H1(γ),

w∗n ≡ u∗n2 → u2 =: w, ñëàáî â H2(γ).

�

Ëåììà 2. Ïðåäåëüíàÿ òðîéêà ôóíêöèé (u, v, w) ñëóæèò ðåøåíèåì âàðèàöè-
îííîé çàäà÷è (2.18) è óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Un = (un, vn, wn) ∈ X(γn) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.18) ñ
âêëþ÷åíèåì γ çàìåíåííûì íà γn. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé òðîéêè (ξ, η, ζ) ∈
X(γn) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

(3.19)

∫
Ω

(
σ(un) : ε(ξ)− f · ξ

)
dx+

∫
γn

vn,τη,τds+

∫
γn

wn,ττζ,ττ ds = 0.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå âåêòîðíîå ïîëå è ôóíêöèè

(3.20) ξ∗n = Onξ(ϕ
−1
n ), η∗n = ξ∗n · e1, ζ∗n = ξ∗n · e2.

Èìååì

(3.21)
∇ξ(ϕ−1

n ) = O−1
n ∇ξ∗n(x)(I +Nn) â Ω,

η,τ (ϕ−1
n ) = ∂x1

η∗n(x), ζ,ττ (ϕ−1
n ) = ∂2

x1
ζ∗n(x) íà γ.

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçûâàþò ∇un, vn, wn è ∇u∗n, v∗n, w∗n. Ïîëîæèì

(3.22) En(u∗n) =
1

2

(
O−1
n ∇ξ∗n(x)(I +Nn) + (I +Nn)>(∇u∗n)>On

)
.

Èç òîæäåñòâà ε(u) = (∇u+ (∇u)>)/2 âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

(3.23) ε(un)(ϕ−1
n (x)) = En(u∗n)(x), ε(ξ)(ϕ−1

n (x)) = En(ξ∗n)(x).

Çàìåíà ïåðåìåííûõ x → ϕ−1
n â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (3.19) ïðèâîäèò ê

ðàâåíñòâó

(3.24)

∫
Ω

(
CE(u∗n) : E(ξ∗n)− f · ξ(ϕn(x)

)
det(I +Nn) dx+

∫
γ

∂x1
v∗n∂x1

η∗n ds+

∫
γ

∂2
x1
w∗n∂

2
x1
ζ∗n ds = 0.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

(3.25) En(u∗n) = ε(u∗n) +Rn(u∗n), |Rn(u∗n)| ≤ |I −On||∇u∗n|.

Íàïîìíèì, ÷òî On → I, Nn → 0, ϕn → Id− òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ â
C3(Ω)2. Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

(3.26) ξ∗n → ξ â C3(Ω)2, η∗n → η, ζ∗n → ζ â C3(γ).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ â ðàâåíñòâå (3.24) è ïðèâëåêàÿ ñîîòíîøåíèÿ
(3.14) èç ëåììû 1 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

(3.27)

∫
Ω

(
σ(u) : ε(ξ)− f · ξ

)
dx+

∫
γ

v,τη,τ ds+

∫
γ

w,ττζ,ττ ds = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ïðåäåëüíàÿ òðîéêà ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è î ðàâíî-
âåñèè óïðóãîãî òåëà ñî âêëþ÷åíèåì γ, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

�

Íàïîìíèì, ÷òî âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ ðå÷ü øëà î ñõîäèìîñòè
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé çàäà÷ î ðàâíîâåñèè, êîòîðûå âûáèðàëèñü èç
îñíîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè. Òåïåðü ìû
â ñîñòîÿíèè óñòðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê.

Ëåììà 3. Ïóñòü γn ∈ P ñõîäÿòñÿ ê γ ∈ P â ìåòðèêå îïðåäåë¼ííîé ðà-
âåíñòâîì (2.21) è Un = (un, vn, wn), U = (u, v, w) � ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.18),
óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì òðåáîâàíèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1. Òîãäà

u∗n → u ñëàáî â H1(Ω)2, w∗n → u2 = w ñëàáî â H2(γ),(3.28)

v∗n → u1 = v ñëàáî â H1(γ) ïðè n→∞,

ãäå U = (u, v, w) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.18).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âñÿêàÿ ñëàáî
ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u∗n ñõîäèòñÿ ê åäèí-
ñòâåííîìó ïðåäåëó, êîòîðûé íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â
ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2.18). Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ýòîìó ïðåäåëó. �

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2 îñòàëîñü óñòàíîâèòü ñèëü-
íóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un. Ñîãëàñíî (3.10) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u∗n â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω)2. Â íàñòîÿ-
ùèé ìîìåíò ìû çíàåì, ñì. ëåììó 3, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ñëàáî
â H1(Ω)2. Ïîêàæåì, ÷òî un → u ñèëüíî â H1(Ω)2. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò
äà¼òñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 4. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u∗n ñõîäèòñÿ ê u
ñèëüíî â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω)2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ (ξ, η, ζ) = (u∗n, v
∗
n, w

∗
n) â òîæäåñòâå (3.24), ïîëó÷àåì

(3.29)

∫
Ω

(
C
(
ε(u∗n) : ε(u∗n) +R(u∗n) : R(u∗n)

))
det(I +Nn) dx

+

∫
γ

(
∂x1v

∗
n

)2
ds+

∫
γ

(
∂2
x1
w∗n
)2
ds =

∫
Ω

f · u∗n dx.

Èç îöåíêè (3.25) äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà Rn íàõîäèì

(3.30)

∫
Ω

(
C
(
ε(u∗n) : ε(u∗n) +R(u∗n) : R(u∗n)

))
dx−

∫
Ω

(
Cε(u∗n) : ε(u∗n)

)
dx→ 0

ïðè n→∞. Îòñþäà è èç (3.29) íàõîäèì

(3.31)

∫
Ω

Cε(u∗n) : ε(u∗n) dx+

∫
γ

(
∂x1v

∗
n

)2
ds+

∫
γ

(
∂2
x1
w∗n
)2
ds→

∫
Ω

fu dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èìååì∫
Ω

(
Cε(u) : ε(u)

)
dx+

∫
γ

(
∂x1v

)2
ds+

∫
γ

(
∂2
x1
w
)2
ds =

∫
Ω

fu dx.(3.32)

Èç ñîîòíîøåíèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè (3.28), ïîëîæèòåëüíîñòè C âûòåêàåò, ÷òî
ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ñîâìåñòèìû, òîëüêî åñëè

(3.33)

lim
n→∞

∫
Ω

(
Cε(u∗n) : ε(u∗n)

)
dx =

∫
Ω

(
Cε(u) : ε(u)

)
dx,

lim
n→∞

∫
γ

(
∂x1v

∗
n

)2
ds =

∫
γ

(
∂x1v

)2
ds,

lim
n→∞

∫
γ

(
∂2
x1
w∗n
)2
ds =

∫
γ

(
∂2
x1
w
)2
ds.

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü u∗n. �

Çàâåðøàÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2, çàìåòèì, ÷òî, êàê îòìå÷àëîñü,
ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü u∗n âëå÷¼ò ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü un. Ñõîäèìîñòü J(γn) ñëå-

äóåò èç íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ H1(Ω)2 ↪→ L2(Γ̃). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêà-
çàëè, ÷òî ôóíêöèîíàë J ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, à çíà÷èò íà êîìïàêòå P äî-
ñòèãàåò ìèíèìóìà, ÷òî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

4. Ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà J

Ðàííåå ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à áûëà ñâåäåíà ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè. Òàêèå
çàäà÷è äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî ðåøàþòñÿ, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ãðàäèåíòíûå
ìåòîäû, íàïðèìåð, êëàññè÷åñêèé ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Äëÿ ýòîãî íàì
íåîáõîäèìî âûâåñòè âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà, èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ïðîèçâîäíîé
ïî ôîðìå, ñì. [15, 16].
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4.1. Ïðîèçâîäíàÿ ïî ôîðìå. Ïóñòü Φε(x) íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîð-
äèíàò, íå ìåíÿþùåå âíåøíþþ ãðàíèöó Ω è çàâèñÿùåå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε,
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî γ0,∈ P ñïðàâåäëèâî γε = Φε(γ0) ∈ P. Òîãäà ïðîèçâîäíîé
ïî ôîðìå ôóíêöèîíàëà J ìû áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùåå îòíîøåíèå

(4.1) J̇(γ0) = lim
ε→0

J(γε)− J(γ0)

ε
,

Ïðåäëîæåíèå 3. Èìååò ìåñòî

(4.2) J̇(γ0) =

∫
Γ̃

2(uγ0 − ũ) · u̇ ds.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå äëÿ J̇(γ0) íåñëîæíî ïîëó÷èòü, îñíîâûâàÿñü íà
ñõîäèìîñòè uγε → uγ0 ïðè ε→ 0.
(4.3)

J̇(γ0) = lim
ε→0

1

ε

(∫
Γ̃

|uγ0 − ũ|2ds−
∫
Γ̃

|uγε − ũ|2ds
)

= lim
ε→0

∫
Γ̃

(ũ · ũ− 2ũ · uγε + uγε · uγε − ũ · ũ+ 2ũ · uγ0 − uγ0 · uγ0) ds

= lim
ε→0

(∫
Γ̃

2ũ · u
γ0 − uγε
ε

ds+

∫
Γ̃

(uγε + uγ0) · u
γε − uγ0
ε

ds

)
=

∫
Γ̃

2(uγ0 − ũ) · u̇ ds,

ãäå

(4.4) u̇ = lim
ε→0

uγε − uγ0
ε

.

�

Çàìå÷àíèå 2. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà âêëþ÷åíèé çàâèñèò îò òîãî, êàê
ìû áóäåì îïðåäåëÿòü ñàìè âêëþ÷åíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå âêëþ÷åíèå îïðåäåëÿ-
åòñÿ òðîéêîé (x1, x2, α), ãäå (x1, x2) � êîîðäèíàòû öåíòðà âêëþ÷åíèÿ, à α �
óãîë îòêëîíåíèÿ îò îñè êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîäíóþ ïî ôîðìå ìû
ìîæåì âçÿòü ïî 3 íàïðàâëåíèÿì � J̇1, J̇2, J̇3, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ãðàäè-
åíò îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(4.5) ∇J = (J̇1, J̇2, J̇3).

Ïðîèçâîäíóþ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé u ïî ε ïîñëå âîçìóùåíèÿ êîîðäèíàò Φε(x)
ïðè ìàëîì ïàðàìåòðå ε ìû áóäåì íàçûâàòü ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé u̇, ñó-
ùåñòâîâàíèþ è èññëåäîâàíèþ êîòîðîé îòâåäåíà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàçäåëà.

4.2. Âîçìóùåíèå îáëàñòè. Äëÿ íà÷àëà èçó÷èì çàäà÷ó ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
êîîðäèíàò Φε. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ çàäà÷ó (2.19) â Ω0 c âêëþ÷åíèåì γ0. È
ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

(4.6) y = Φε(x) = x+ εV (x),

ãäå ε ∈ (−ε0, ε0) ε0 = const. Ôóíêöèþ V âûáåðåì òàêóþ, ÷òî

(4.7) V (x) = χ(x)p(x),



198 Â.Ì. ÊÀÐÍÀÅÂ

ãäå χ(x)|γ0 = 1 è χ(x)|∂Ω = 0, à p(x) îïðåäåëÿåò õàðàêòåð âîçìóùåíèÿ

(4.8)

p1(x) = (1, 0) − ñäâèã ïî îñè x1,

p2(x) = (0, 1) − ñäâèã ïî îñè x2,

pε3(x) =
1√

1 + ε2
(−x2, x1) +

1

ε
(

1√
1 + ε2

− 1)(x1, x2) − ïîâîðîò.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïîâîðîòà â îêðåñòíîñòè âêëþ÷åíèÿ èìååì

(4.9) Φε(x) =
1√

1 + ε2

(
1 −ε
ε 1

)
(x1, x2)T ,

Äàëåå ìû ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: U ε(Φε(x)) = Û ε(x) = U ε(y), a

U0(Φ0(x)) = Û0(x) = U(x), ñîîòâåòñòâåííî y ∈ Ωε, à x ∈ Ω0.
Çàïèøåì çàäà÷ó î ðàâíîâåñèè â íîâûõ ïåðåìåííûõ:

(4.10)∫
Ωε

σ(uε) : ε(ū) dx+

∫
γε

vε,τ v̄,τ ds+

∫
γε

wε,ττ w̄,ττ ds =

∫
ΓN

f · ū ds ∀(ū, v̄, w̄) ∈ X(γε),

(4.11) (uε, vε, wε) ∈ X(γε).

Çäåñü Ωε = Φε(Ω0), γε = Φε(γ0).
Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì, ìû ìîæåì ïî-

ñòðîèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå è ïåðåïèñàòü ïðîèçâîäíûå. Çàìåòèì, ÷òî íàñ
èíòåðåñóåò ðàçëîæåíèå ïî ε òîëüêî äî ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Òîãäà ïðîèçâîäíûå ïåðåïèøóòñÿ, êàê

(4.12) u,i ≈ ûε,i − εVk,iûε,k.
Âñïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîâîðîòà V òîæå çàâèñèò îò ε, íî îòáðîñèâ â íåì

âñå ÷ëåíû ïîðÿäêà ε è âûøå, ïîëó÷èì
(4.13)

V = χ(x)(
1√

1 + ε2
(−x2, x1) +

1

ε
(

1√
1 + ε2

− 1)(x1, x2)) = χ(x)(−x2, x1) +O(ε).

Òåíçîð äåôîðìàöèè ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ

(4.14) εij(u) = εij(û
ε)− εEij(ûε)),

ãäå

(4.15) Eij(u) =
1

2
(Vk,j(û)i,k + Vk,i(û)j,k).

Òåíçîð íàïðÿæåíèé:

(4.16) σij(u) = σij(û
ε)− εΣij(ûε),

ãäå

(4.17) Σij(u) = cijklEkl.

Ïðîèçâîäíûå ïî êàñàòåëüíûì ïåðåïèøóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê

(4.18) v,τ = v̂ε,τ − εB0(V ; v̂ε),

(4.19) w,ττ = ŵε,ττ − εC0(V ; ŵε),

ãäå

(4.20) B0(V ; v) = ν2Vk,1v,k + ν1Vk,2v,k,
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(4.21) C0(V ;w) = ν2
2Vk,1w,k1 + ν1ν2(Vk,1w,k2 + Vk,2w,k1) + ν2

1Vk,2w,k2,

ãäå ν1 è ν2 - êîìïîíåíòû íîðìàëè γ.
Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φε(x) çàäà¼ò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè X(γε) è X(γ0). Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå
ñäâèãà ïðîèçâîäíûå ïî êàñàòåëüíûì íå ìåíÿþòñÿ, íî îíè ìåíÿþòñÿ â ñëó÷àå
ïîâîðîòà. Èíûìè ñëîâàìè, â óñëîâèè ñêëåéêè v = u · τ è w = u · ν, ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè êîîðäèíàò ôóíêöèÿ u "ïðîâîðà÷èâàåòñÿ". Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü â
èçìåíåíèè êàñàòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷òî è íàïèñàíî âûøå.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïîñëå âîçìóùåíèÿ â ñòàðûõ
ïåðåìåííûõ

(4.22)

∫
Ω

σ(ûε) : ε(ū) dx+

∫
γ0

v̂ε,τ v̄,τ ds+

∫
γ0

ŵε,ττ w̄,ττ ds

+ε

∫
Ω

A(V ; ûε, ū) dx+ ε

∫
γ0

B(V ; v̂ε, v̄) ds+ ε

∫
γ0

C(V ; ŵε, w̄) ds

=

∫
ΓN

f · ū ds+R(ε, Û ε, U) ∀(ū, v̄, w̄) ∈ X(γ0),

(4.23) (ûε, v̂ε, ŵε) ∈ X(γ0),

ãäå

(4.24) A(V ;u, ū) = divV σ(u) : ε(ū)− σ(u) : E(ū)− Σ(u) : ε(ū),

(4.25) B(V ; v, v̄) = divV v,τ v̄,τ −B0(V ; v)v̄,τ −B0(V ; v̄)v,τ ,

(4.26) C(V ;w, w̄) = divV w,ττ w̄,ττ − C0(V ;w)w̄,ττ − C0(V ; w̄)w,ττ ,

(4.27) |R(ε, Û ε U)| ≤ c(ε)‖Û ε‖X(γ0)‖U‖X(γ0), c(ε) = O(ε2).

Çàìå÷àíèå 3. Çàìåòèì, ÷òî J íå çàâèñèò îò âûáîðà χ(x), îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ Ψ, ÷òî

(4.28) J(γ) = Ψ(ε1, ε2, ε3),

ãäå εi, ñîîòâåòñòâóþùèå pi, i = 1, 2, 3 � ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèå
γε.

Ñëåäóÿ çàìå÷àíèþ 2 âìåñòî ∇J ìîæåì ðàññìàòðèâàòü

(4.29)
dΨ

dε

∣∣∣∣
ε=0

=

(
∂Ψ1

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

,
∂Ψ2

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

,
∂Ψ3

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

)
,

ãäå Ψ1 = Ψ(ε1, 0, 0),Ψ2 = Ψ(0, ε2, 0),Ψ3 = Ψ(0, 0, ε3).
Òîãäà ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ îòäåëüíî äðóã îò äðóãà

(4.30) Φε(x) = x+

(
ε1
0,

)
χ(x)

(4.31) Φε(x) = x+

(
0
ε2,

)
χ(x)



200 Â.Ì. ÊÀÐÍÀÅÂ

(4.32) Φε(x) = x+ ε3

(
x2

−x1.

)
χ(x)

4.3. Ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Îïðåäåëèì ìàòåðèàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ
U̇ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.19), êàê ïðåäåë

(4.33) U̇ = lim
ε→0

Û ε − U0

ε
.

Íàïîìíèì, ÷òî U ε(y) ∈ X(γε), íî âûøå ìû ïîêàçàëè Ûε(x) = U ε(Φε(x)) ∈
X(γ0). Îòñþäà ÿñíî, ÷òî U̇ = (u̇, v̇, ẇ) ∈ X(γ0), ÷òî ìû ïîêàæåì íèæå.

Ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâî

(4.34) H(γ) = {U = (u, v, w) ∈ H1(Ω)2 ×H1(γ)×H2(γ)},

ñ íîðìîé

(4.35) ‖ U ‖H(γ)=‖ u ‖H1(Ω)2 + ‖ v ‖H1(γ) + ‖ w ‖H2(γ) .

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî

(4.36) ‖ Û ε ‖H(γ0)≤ c ∀ε ∈ (−ε0, ε0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âçÿòü Ûε â êà÷åñòâå òåñòîâîé
ôóíêöèè â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (4.22) è ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâà Êîðíà. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà õàðàêòåðèçóåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ
(2.19) îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ (4.6).

Ëåììà 6. Äëÿ âñåõ ε ∈ (−ε0, ε0) âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

(4.37) ‖ Û ε − U0 ‖H(γ0)≤ c|ε|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4.22) âû÷òåì (2.19) è ïîäñòàâèì Û ε − U0 êàê òåñòîâóþ
ôóíêöèþ, ïîëó÷èì

(4.38)

∫
Ω

σ(ûε − u0) : ε(ûε − u0) dx+

∫
γ0

(v̂ε − v0),τ (v̂ε − v0),τ ds

+

∫
γ0

(ŵε − w0),ττ (ŵε − w0),ττ ds+ ε

∫
Ω

A(V ; ûε, (ûε − u0)) dx

+ε

∫
γ0

B(V ; v̂ε, (v̂ε − v0)) ds+ ε

∫
γ0

C(V ; ŵε, (ŵε − w0)) ds = 0.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîðíà è ëåììó 5, ïîëó÷èì (4.37). �

Òåïåðü ìîæåì äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé.
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Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà U̇ ∈
X(γ0) ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.19), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

(4.39)

∫
Ω

σ(u̇) : ε(ū) dx+

∫
γ0

v̇,τ v̄,τ ds+

∫
γ0

ẇ,ττ w̄,ττ ds

+

∫
Ω

A(V ;u0, ū) dx+

∫
γ0

B(V ; v0, v̄) ds

+

∫
γ0

C(V ;w0, w̄) ds = 0 ∀(ū, v̄, w̄) ∈ X(γ0),

(4.40) (u̇, v̇, ẇ) ∈ X(γ0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {εn} è U̇ ∈ X(γ0), ÷òî ïðè n→∞

(4.41)
Û εn − U0

εn
→ U̇ ñëàáî â X(γ0),

òàêæå èç ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî

(4.42) Û ε → U0 ñèëüíî â X(γ0).

Òåïåðü èç (4.22) âû÷òåì (2.19), ïîäåëèì íà εn è âîçüì¼ì ïðåäåë ïðè n→∞,
èç (4.41) è (4.42) ïîëó÷èì

(4.43)

∫
Ω

σ(u̇) : ε(ū) dx+

∫
γ0

v̇,τ v̄,τ ds+

∫
γ0

ẇ,ττ w̄,ττ ds+

∫
Ω

A(V ;u0, ū) dx+

∫
γ0

B(V ; v0, v̄) ds+

∫
γ0

C(V ;w0, w̄) ds = 0 ∀(ū, v̄, w̄) ∈ X(γ0).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë (4.41) íà ñàìîì äåëå ñèëüíûé. Äëÿ ýòîãî
òàêæå èç (4.22) âû÷òåì (2.19) è ïîäåëèì íà ε2, ïîëó÷èì

(4.44)

∫
Ω

σ(
ûε − u0

ε
) : ε(

ûε − u0

ε
) dx+

∫
γ0

(
v̂ε − v0

ε
),τ (

v̂ε − v0

ε
),τ ds

+

∫
γ0

(
ŵε − w0

ε
),ττ (

ŵε − w0

ε
),ττ ds+

∫
Ω

A(V ; ûε,
ûε − u0

ε
) dx

+

∫
γ0

B(V ; v̂ε,
v̂ε − v0

ε
) ds+

∫
γ0

C(V ; ŵε,
ŵε − w0

ε
) ds = 0.
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Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó

(4.45)

lim
ε→0

∫
Ω

σ(
ûε − u0

ε
) : ε(

ûε − u0

ε
) dx+ lim

ε→0

∫
γ0

(
v̂ε − v0

ε
),τ (

v̂ε − v0

ε
),τ ds

+lim
ε→0

∫
γ0

(
ŵε − w0

ε
),ττ (

ŵε − w0

ε
),ττ ds+

∫
Ω

A(V ;u0, u̇) dx

+

∫
γ0

B(V ; v0, v̇) ds+

∫
γ0

C(V ;w0, ẇ) ds = 0,

îòñþäà è èç (4.43) ïðè (ū, v̄, w̄) = (u̇, v̇, ẇ), ïîëó÷èì

(4.46)

lim
ε→0
‖ û

ε − u0

ε
‖X(γ0) = lim

ε→0

∫
Ω

σ(
ûε − u0

ε
) : ε(

ûε − u0

ε
) dx

+lim
ε→0

∫
γ0

(
v̂ε − v0

ε
),τ (

v̂ε − v0

ε
),τ ds+ lim

ε→0

∫
γ0

(
ŵε − w0

ε
),ττ (

ŵε − w0

ε
),ττ ds

=

∫
Ω

σ(u̇) : ε(u̇) dx+

∫
γ0

v̇,τ v̇,τ ds+

∫
γ0

ẇ,ττ ẇ,ττ ds = ‖U̇‖X(γ0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(4.47)
Û εn − U0

εn
→ U̇ ñèëüíî â X(γ0),

÷òî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

5. ×èñëåííîå ðåøåíèå

Âûïóêëîñòü îáëàñòè ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè (2.23) ìåòîäîì
ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, òàê êàê â óñëîâèÿõ âûïóêëîñòè èñêëþ÷àþòñÿ ñëó÷àè, â
êîòîðûõ ðåøåíèå ïîñëå íåêîòîðîé èòåðàöèè áóäåò ëåæàòü âíå îáëàñòè. Ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ íà êîòîðîé áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ èòåðàöèîí-
íûå ðåøåíèÿ áóäåò òî÷íî ïðèíàäëåæàòü âûïóêëîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì
âûïóêëîñòü ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåàëèçóåìîñòè àëãîðèòìà.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáèðàåòñÿ íà÷àëü-
íîå ïîëîæåíèå γ0, ñîâåðøàåòñÿ èòåðàöèÿ, ïîñëå êîòîðîé çíà÷åíèå öåëåâîãî
ôóíêöèîíàëà J óìåíüøàåòñÿ, òî åñòü óìåíüøàåòñÿ ñðåäíåå îòêëîíåíèå íà Γ̃ ðå-
øåíèÿ ui îò äàííîãî ũ, ðåçóëüòàòîì êàæäîé èòåðàöèè áóäóò ïàðàìåòðû εi1, ε

i
2, ε

i
3

êîîðäèíàòû öåíòðà è óãîë îòêëîíåíèÿ òîíêîãî âêëþ÷åíèÿ, ïî êîòîðûì ñòðî-
èòñÿ γi; ïîñëå îñòàíîâêè ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå γ̃.

5.1. Àëãîðèòì. Îïèðàÿñü íà çàìå÷àíèå 3 è ïðåäëîæåíèå 3, ïîñòðîèì àëãî-
ðèòì

(5.1) εi+1
j = εij − λij J̇ ij j = 1, 2, 3,

ãäå J̇ ij =
∫̃
Γ

2(ui−ũ)·u̇ijds - ïðîèçâîäíàÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïî j-îìó íàïðàâ-

ëåíèþ ïîñëå i-îé èòåðàöèè, íàïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàññìîòðåííûì âûøå
ñëó÷àÿì: p1, p2, p3 (ñì. (4.30)-(4.32)), ui - ðåøåíèå çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ ñ óïðó-
ãèì âêëþ÷åíèåì, ïîëîæåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè (εi1, ε

i
2, ε

i
3) -
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êîîðäèíàòû öåíòðà è ïîâîðîò, à u̇ij - ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ u
i ïî ñîîòâåò-

ñòâóþùåìó íàïðàâëåíèþ, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ âìåñòå ñ ðåøåíèåì (4.39)-(4.41).
Íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ âñåãî 4 âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷è: íà u̇i1, u̇

i
2, u̇

i
3 è

ui

Êðèòåðèé îñòàíîâêè âûáèðàåòñÿ â âèäå:

(5.2) |εi+1 − εi| < m,

ãäå εi = (εi1, ε
i
2, ε

i
3) ∈ R3, à m - çàäàííîå ìàëîå ÷èñëî.

5.2. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Äëÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà îáëàñòü âû-
áèðàëàñü â âèäå êâàäðàòà Ω : (−3, 3) × (−3, 3) ñ óïðóãèì âêëþ÷åíèåì γ̃, ïîëî-
æåíèå êîòîðîãî áóäóò ðàññìîòðåíû â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íà ñâîáîäíóþ ÷àñòü ãðàíèöû ΓN : (0, 3) × {3}
⋃
{3} ×

(0, 3) äåéñòâóþò âíåøíèå ïîâåðõíîñòíûå ñèëû f íàïðàâëåííûå âäîëü íîðìàëè
n, òî åñòü çàäàíî óñëîâèå Íåéìàíà: σ(u)n|ΓN = f , îñòàëüíàÿ ÷àñòü âíåøíåé
ãðàíèöû ΓD ñ÷èòàëàñü æ¼ñòêî çàêðåïë¼ííîé, òî åñòü çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå:
u|ΓD = (0, 0).

Ìîäåëü ïëîñêî-íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ Ëàìå èçîòðîïíîãî òâ¼ðäîãî òåëà
ïðèâåäåíà â òåðìèíàõ òåíçîðà íàïðÿæåíèé:

(5.3)

σ11(u) = (2µ+ λ)ε11(u) + λε22(u), σ12(u) = σ21(u) = 2µε12(u),

σ22(u) = λε11(u) + (2µ+ λ)ε22(u),

µ =
E

2(1 + ν)
, λ =

2µν

1− 2ν
,

ãäå òåíçîð äåôîðìàöèé ε çàäàí â (2.5). Ìû âûáðàëè ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû
ìàòåðèàëà

(5.4) ν = 0.25, E = 200, ìÏà

è óïðóãîãî âêëþ÷åíèÿ:

(5.5) EI = 39, ìÏà · ì4, ES = 390, ìÏà · ì2.

Ïîëîæèì

(5.6) f = 3 · 10−4µ.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ñðåçêè χ, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé âûáèðàëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ðàññìîòðèì äâå
îêðóæíîñòè B1 è B2 âíóòðè Ω ñ ðàäèóñàìè r1 < r2 è ñ îäíèì öåíòðîì O.
Ôóíêöèþ χ âûáåðåì òàê, ÷òî

(5.7) χ(x) =

{
0 åñëè x ∈ B1

1 åñëè x ∈ Ω \B2.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ χ(x) ∈ C1
0 (Ω) êàê ïîëèíîì îò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x äî

öåíòðà îêðóæíîñòåé O, óäîâëåòâîðÿþùèé (5.7):

(5.8) χ(x) = P (|x−O|),
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ãäå

(5.9) P (x) =
−2x3 + 3(r1 + r2)x2 − 6r1r2x+ 3r1r

2
2 − r3

2

(r1 − r2)3
.

Ïðîñòðàíñòâî X(γ) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,
ñîñòîÿùèì èç êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé-ëàãðàíæåâûõ P1 ýëåìåíòîâ.

Äëèíà âêëþ÷åíèÿ ôèêñèðîâàëàñü è ñ÷èòàëàñü ðàâíîé 2.
Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îòäåëüíî ðàññìàòðèâàëèñü äâà

ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå öåíòð âêëþ÷åíèÿ ôèêñèðîâàëñÿ è îïòèìèçàöèÿ ïðî-
âîäèëàñü ïî óãëó íàêëîíà âêëþ÷åíèÿ ê ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Âî âòîðîì ñëó÷àå
óãîë íàêëîíà ôèêñèðîâàëñÿ è îïòèìèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü ïî êîîðäèíàòàì öåí-
òðà âêëþ÷åíèÿ.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû ñ ïîìîùüþ ïàêåòà FreeFEM.
Ñëó÷àé ñ íåèçâåñòíûì óãëîì. Ðàññìîòðèì âêëþ÷åíèå γ̃ äëèíû 2 ïîä

óãëîì α = π
4 ≈ 0.785398 ê îñè x1 ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0). Ðåøèâ çàäà÷ó ðàâ-

íîâåñèÿ ñ γ̃, ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíûå äàííûå ũ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü
â öåëåâîì ôóíêöèîíàëå. Òàêèì îáðàçîì γ̃ áóäåò ÿâëÿòüñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì
ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è. Äàëåå ìû âûáðàëè íà÷àëüíîå âêëþ÷åíèå
γ0 ïîä íóëåâûì óãëîì ê îñè x1, äëèíû 2 è ñ öåíòðîì â (0,0) (ñì. ðèñ. 1).

Âîçüì¼ì øàã λji = (2|J i,j |(1+ i
5 ))−1 è óñòàíîâèì ïàðàìåòð îñòàíîâêèm = 0.01,

ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà (ñì. ðèñ. 2 è òàáëèöó 1).
Âñåãî èòåðàöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü 247,

íàéäåííûé óãîë α∗ = 0.772924.
Ñðàâíèâ b è c íà ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî àëãîðèòì îñöèëëèðîâàë è óæå äàâàë

ðåøåíèå, áëèçêîå ê òî÷íîìó. Íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè âêëþ÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàëè.

Ðèñ. 1. Òî÷íîå ïîëîæåíèå γ̃ è íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå γ0.
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i J ε3
0 4.10691 · 10−5 0

100 6.6928 · 10−8 0.780771
200 2.24256 · 10−8 0.794644
247 1.15073 · 10−8 0.772924

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèå ôóíöèîíàëà J è óãëà ε3 íà i-îé èòåðàöèè.

a) b)

c) d)

Ðèñ. 2. Òî÷íîå è ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ èòå-
ðàöèÿõ: a) íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, b) 5 èòåðàöèÿ , c) 15 èòåðàöèÿ,
d) ïîñëåäíÿÿ èòåðàöèÿ.

Ñëó÷àé ñ íåèçâåñòíûì öåíòðîì. Ðàññìîòðèì âêëþ÷åíèå γ̃ äëèíû 2
è êîëëèíåàðíîå îñè x1, öåíòð êîòîðîãî ðàñïîëîæåí â òî÷êå (1,−1). Ðåøèâ
ïðÿìóþ çàäà÷ó ñ âêëþ÷åíèåì γ̃, ìû ïîëó÷èëè ïåðåìåùåíèÿ ũ, êîòîðûå èñ-
ïîëüçîâàëè êàê äîïîëíèòåëüíûå äàííûå â îáðàòíîé çàäà÷å. Äàëåå ìû âûáðàëè
íà÷àëüíîå âêëþ÷åíèå γ0 êàê èíòåðâàë äëèíû 2 ñ öåíòðîì â (0,0) (ñì. ðèñ. 3).

Òîãäà àëãîðèòì ñ øàãîì λji = (2|J i,j |(1 + i
5 ))−1 è ïàðàìåòðîì îñòàíîâêè m =

0.01 äàñò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò(ñì. ðèñ. 5 è òàáëèöó 2). Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé:
350, êîîðäèíàòû öåíòðà âêëþ÷åíèÿ: (ε∗1, ε

∗
2) = (1.01627,−1.00918).

Íà ðèñóíêå 5 òàêæå âèäíû îñöèëëÿöèè ðàáîòû àëãîðèòìà (ñð. b è c).
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Ðèñ. 3. Òî÷íîå ïîëîæåíèå γ̃ è íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå γ0.

Ðèñ. 4. Ãðàôèê ôóíêöèîíàëà J (êðàñíûé) è ïðîìåæóòî÷íûå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íà êàæäîé èòåðàöèè (ñèíèé).
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i J ε1 ε2
0 1.83994 · 10−5 0 0

100 3.67533 · 10−8 1.07152 −1.01121
200 2.01466 · 10−8 0.984537 −0.998156
350 9.61861 · 10−9 1.01627 −1.00918

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J è êîîðäèíàòû öåíòðà ε1,
ε2 íà i-îé èòåðàöèè.

a) b)

c) d)

Ðèñ. 5. Òî÷íîå è ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ èòå-
ðàöèÿõ: a) íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, b) 10 èòåðàöèÿ , c) 30 èòåðà-
öèÿ, d) ïîñëåäíÿÿ èòåðàöèÿ.

5.3. Âûâîäû. Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü ñëàáóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïåðåìåùå-
íèé òîíêîãî âêëþ÷åíèÿ â òåëå, îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ, ýòî âèäíî íà ðèñ.
4. Ñëàáàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â îñöèëëÿöèÿõ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà,
÷òî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿëî ðàáîòó àëãîðèòìà è ïîäáîð èòåðàöèîííûõ øàãîâ
λ. Ïîýòîìó ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî çàäà÷à òðåáóåò äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ: èñ-
ïîëüçîâàíèå áîëåå ñëîæíûõ è ïîäõîäÿùèõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ,
èññëåäîâàíèå çàäà÷è íà óñòîé÷èâîñòü è àíàëèçà âòîðîãî ïîðÿäêà.
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6. Ïðèëîæåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî àðìèðîâàíèå òîíêèìè âêëþ÷åíèÿìè çàìåòíî óïðî÷íÿþò êîí-
ñòðóêöèþ, ïðè ýòîì íåïðàâèëüíîå ðàçìåùåíèå âêëþ÷åíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê
íóëåâîìó ðåçóëüòàòó. Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíà èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé â öâå-
òîâîé ñèñòåìå HSV. Ñðàâíèâ a è b, ìîæíî âèäåòü, ÷òî òîíêîå âêëþ÷åíèå íå
äàëî ýôôåêòà óïðî÷åíèÿ.

Ïîýòîìó ëîãè÷íûì áóäåò ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè òîí-
êîãî âêëþ÷åíèÿ.

a) b)

Ðèñ. 6. a) àðìèðîâàíèå òîíêèì âêëþ÷åíèÿ, b) îòñóòñòâèå âêëþ÷åíèÿ.

Áëàãîäàðÿ ðåçóëüòàòàì ïîëó÷åííûì â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2,
ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è: íàéòè γ∗ ∈ P
òàêîå, ÷òî

(6.1) F (γ∗) = inf
γ∈P

F (γ),

ãäå

(6.2) F (γ) =

∫
ΓN

fuγds.

Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 3 ìîæåì âûâåñòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèîíàëà F .

(6.3) Ḟ =

∫
ΓN

fu̇γ .

Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ðàáîòû âíåøíèõ ïî-
âåðõíîñòíûõ ñèë.

Ïðèìåíèâ àëãîðèòì (5.1) ê çàäà÷å (6.1) â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòîâ îïèñàííûõ
âûøå (ñì. ðàçäåë 5.2) c èçâåñòíûì óãëîì α = π/4, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò (ñì. a íà ðèñ. 8). Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé: 350, êîîðäèíàòû öåíòðà âêëþ÷åíèÿ:
(ε∗1, ε

∗
2) = (−0.0168991, 0.00621681).
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Ðèñ. 7. Ãðàôèê ôóíêöèîíàëà J (êðàñíûé) è ïðîìåæóòî÷íûå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íà êàæäîé èòåðàöèè (ñèíèé).

i J ε1 ε2
0 0.363367 −1 1

100 0.351694 −0.0491298 0.0609901
200 0.35156 −0.024377 0.042802
350 0.351444 −0.0168991 0.00621681

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèå ôóíöèîíàëà J è êîîðäèíàòû öåíòðà ε1,
ε2 íà i-îé èòåðàöèè

a) b)

Ðèñ. 8. a) ðåçóëüòàò àëãîðèòìà , b) íåîïòèìàëüíîå âêëþ÷åíèå
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Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ñ îïòèìàëüíûì è
íåîïòèìàëüíûì ïîëîæåíèåì òîíêîãî óïðóãîãî âêëþ÷åíèÿ. Îò÷¼òëèâî âèäíî,
÷òî ïðàâèëüíîå ïîëîæåíèå çàìåòíî óïðî÷íÿåò êîíñòðóêöèþ, ïðè ýòîì ðåøåíèå
îáðàòíîé çàäà÷è äà¼ò áëèçêèé ê ñèììåòðè÷íîìó ðåçóëüòàò.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è àëãîðèòì ðàáîòàåò áîëåå ãëàäêî è äà¼ò
õîðîøèé ðåçóëüòàò ïðè âñåõ òð¼õ íåèçâåñòíûõ: óãîë è êîîðäèíàòû öåíòðà.

Òàêæå ñóäÿ ïî ãðàôèêó 7, ìû ìîæåì ñêàçàòü î áîëüøåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
ðàáîòû ñèë îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â îòñóòñòâèè
îñöèëëÿöèé è áîëåå ãëàäêîé ðàáîòå àëãîðèòìà (ñì. òàáëèöó 3).
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