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È ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Â.Í. ÁÀÁÅÍÊÎ

Abstract. The article considers the question of the in�uence of
perturbations introduced into the matrix and the right side of a system of
linear algebraic equations of a general form on the value of its inconsisten-
cy criterion. In this paper, due to the use of a pseudoinverse matrix,
a new, more accurate estimate of the proximity of the incompatibility
criteria for the original and perturbed systems is established.
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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m× n, è r � åå ðàíã (îáîçíà÷åíèå rk(A)).
Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(1) Ax ∼= y.

Çäåñü ñèìâîë ∼= îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü êàê
ñîâìåñòíîé, òàê è íåñîâìåñòíîé.

Èçâåñòíî, ÷òî âåêòîð y ∈ Rm ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû: y = ȳ + ỹ, ãäå
ȳ ∈ R(A), ỹ ∈ N(AT ) , çäåñü R(A), N(AT ) � îáðàç ìàòðèöû A è ÿäðî ìàòðè-
öû AT , ñîîòâåòñòâåííî [1]. Ïóñòü x � ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû (1), òî åñòü x
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Ax = ȳ. Âåêòîð x ïðåäñòàâèì â âèäå x = x̄ + x̃, ãäå
x̄ ∈ R(AT ), x̃ ∈ N(A). Íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå x̄ ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé x = A+y, ãäå A+ � ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà [2].
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Íîðìó âåêòîðà x îïðåäåëèì ôîðìóëîé:

‖x‖ =

√√√√ n∑
j=1

x2j .

Ïîä íîðìîé ìàòðèöû ìû áóäåì ïîíèìàòü åå îïåðàòîðíóþ íîðìó

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖ = max
‖x‖6=0

‖Ax‖ / ‖x‖ .

Âåëè÷èíó c(A) = ‖A‖ ‖A+‖ íàçûâàþò ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A.
Îáðàòèìñÿ ê ñèíãóëÿðíîìó ðàçëîæåíèþ ìàòðèöû A = PΣQT , ãäå P è Q �

îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû,

Σ =

[
Σr O
O O

]
� áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, Σr = diag {σ1, ...σr}, O � íóëåâûå ìàòðèöû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-
ñòâàì σ1 ≥ ... ≥ σr > 0. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü

c(A) = cr = σ1/σr.

Îïðåäåëåíèå 1. Âåëè÷èíà χ(A, y) = ‖ỹ‖/‖ȳ‖ íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì (ïàðà-
ìåòðîì) íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (1).

2. Êðèòåðèé íåñîâìåñòíîñòè âîçìóùåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

Îñóùåñòâëÿÿ âû÷èñëåíèå íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ x̄ íà ÝÂÌ ìû íåèç-
áåæíî áóäåì âíîñèòü ïîãðåøíîñòè â ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ñ ïî-
ìîùüþ îáðàòíîãî àíàëèçà ïîãðåøíîñòåé ìîæíî ñâåñòè ê ýêâèâàëåíòíîìó âîç-
ìóùåíèþ ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âìåñòî ñèñòåìû (1) ìû ðåøèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

(2) (A+B)u ∼= y + v.

Çäåñü B è v � âîçìóùåíèÿ ìàòðèöû A è ïðàâîé ÷àñòè y. Íîðìàëüíîå ïñåâäî-
ðåøåíèå ū ñèñòåìû (2) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ū = (A+B)
+

(y + v).

Îöåíêè áëèçîñòè íîðìàëüíûõ ïñåâäîðåøåíèé ū è x̄ ìîæíî íàéòè â [3�5].
Îáðàùàÿñü ê [4, ñòð. 412], âûïèøåì îöåíêó áëèçîñòè êðèòåðèåâ íåñîâìåñòíîñòè
ñèñòåì (1) è (2)

(3) |χ(A+B, y + v)− χ(A, y)| ≤
2(α+β)cr(1+γ)

1−2αcr

√
2γ2+1

2 + βγ
√

1 + γ2

1− β
√

1 + γ2 − 2(α+β)cr
1−2αcr

√
2γ2+1

2

,

ãäå âåëè÷èíû α, β è γ ïîä÷èíåíû íåðàâåíñòâàì: ‖B‖ ≤ α ‖A‖, ‖v‖ ≤ β ‖y‖ è
‖ỹ‖ ≤ γ ‖ȳ‖.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ çàäà÷ó: â ñîîòíîøåíèè Ax = y ìàòðèöà A è âåêòîð
x çàäàíû, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âåêòîð y. Âñëåäñòâèå âîçìóùåíèÿ ìàòðèöû A
âìåñòî âåêòîðà y ìû ïîëó÷èì âåêòîð

y + δy = (A+B)x,
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ãäå ìàòðèöà âîçìóùåíèé B óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ‖B‖ ≤ α ‖A‖. Òîãäà äëÿ
âîçìóùåíèÿ δy ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(4) ‖δy‖/‖y‖ ≤ c(A)α.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îáðàòíîé çàäà÷å: â ñîîòíîøåíèè Ax = y ìàòðèöà A è
âåêòîð y çàäàíû, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âåêòîð x. Ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ íà
ìàòðèöó âîçìóùåíèÿ B âìåñòî âåêòîðà x ìû ïîëó÷èì âåêòîð x + δx, óäîâëå-
òâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ

(A+B)(x+ δx) = y.

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû âåðíà îöåíêà:

(5) ‖δx‖/‖x‖ ≤ c(A)α/(1− c(A)α),

êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1− c(A)α > 0.
Â ðåçóëüòàòå ñîïîñòàâëåíèÿ íåðàâåíñòâ (4) è (5) ñ íåðàâåíñòâîì (3) âîçíè-

êàåò âîïðîñ: ¾Ìîæíî ëè óïðîñòèòü ñòðóêòóðó âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî â ïðàâîé
÷àñòè (3)?¿. Æåëàíèå ðàçðåøèòü ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ïîáóäèëî àâòîðà ïðè-
âåñòè ñîîòâåòñòâóþùåå èññëåäîâàíèå. Ðåçóëüòàòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâèëàñü

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (1) è (2) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

(6) ‖B‖ ≤ α ‖A‖ ,

(7) ‖v‖ ≤ β ‖y‖ ,

(8) 1− crα > 0.

Åñëè

(9) r ≤ n < m,

(10) rk(A+B) = r,

(11) ‖ỹ‖ ≤ γ ‖ȳ‖ .

(12) 1− (β + crα)
√

1 + γ2 > 0.

òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(13) |χ(A+B, y + v)− χ(A, y)| ≤ (1 + γ) (β + crα)
√

1 + γ2

1− (β + crα)
√

1 + γ2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå áîëåå êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ:

f = y + v, F = A+B, f̄ = FF+y, f̃ = (I − FF+)f.

Äëÿ âåêòîðîâ f̄ è f̃ , î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

f̃ = (I − FF+)f = ((I −AA+) + (AA+ − FF+))(y + v)

= ỹ + v −AA+v + (AA+ − FF+)y +AA+v − FF+v,

f̄ = FF+f = (AA+ + (FF+ −AA+))(y + v)

= AA+y +AA+v + (FF+ −AA+)y + FF+v −AA+v,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò

f̃ = ỹ + (I − FF+)v + (AA+ − FF+)y,

f̄ = ȳ + (FF+ −AA+)y + FF+v.
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Èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóþò ÷åòûðå íåðàâåíñòâà

(14)
∥∥∥f̃∥∥∥ ≤ ‖ỹ‖+ ‖v‖+

∥∥AA+ − FF+
∥∥ ‖y‖ ,

(15)
∥∥f̄∥∥ ≥ ‖ȳ‖ − ‖v‖ − ∥∥FF+ −AA+

∥∥ ‖y‖ ,
(16)

∥∥∥f̃∥∥∥ ≥ ‖ỹ‖ − ‖v‖ − ∥∥AA+ − FF+
∥∥ ‖y‖ ,

(17)
∥∥f̄∥∥ ≤ ‖ȳ‖+ ‖v‖+

∥∥FF+ −AA+
∥∥ ‖y‖ .

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 è íåðàâåíñòâ (14) è (15) âûòåêàåò:

(18) χ(F, f) ≤ ‖ỹ‖+ ‖v‖+ ‖AA+ − FF+‖ ‖y‖
‖ȳ‖ − ‖v‖ − ‖FF+ −AA+‖ ‖y‖

=
χ(A, y) + ‖v‖/‖ȳ‖+ ‖AA+ − FF+‖ ‖y‖/‖ȳ‖

1− ‖v‖/‖ȳ‖ − ‖AA+ − FF+‖ ‖y‖/‖ȳ‖
.

Â [5] óñòàíîâëåíî, ÷òî èç (6), (8), (9) è (10) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(19)
∥∥AA+ − FF+

∥∥ ≤ crα.
Äëÿ îòíîøåíèÿ ‖v‖/‖ȳ‖ ñîãëàñíî (7) è (11) ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà îòíîøåíèé:

‖v‖/‖ȳ‖ ≤ β‖y‖/‖ȳ‖ = β

√
‖ȳ‖2 + ‖ỹ‖2/‖ȳ‖

= β

√
1 + ‖ỹ‖2/‖ȳ‖2 ≤ β

√
1 + γ2.

Ó÷èòûâàÿ (19) è ïîñëåäíþþ öåïî÷êó îòíîøåíèé â (18), çàïèøåì:

χ(F, f) ≤ χ(A, y) + β
√

1 + γ2 + crα
√

1 + γ2

1− β
√

1 + γ2 − crα
√

1 + γ2
=
χ(A, y) + (β + crα)

√
1 + γ2

1− (β + crα)
√

1 + γ2

=
(
χ(A, y) + (β + crα)

√
1 + γ2

)(
1 +

∞∑
k=1

(
(β + crα)

√
1 + γ2

)k)
= χ(A, y) + (β + crα)

√
1 + γ2

+
(
χ(A, y) + (β + crα)

√
1 + γ2

) ∞∑
k=1

(
(β + crα)

√
1 + γ2

)k
≤ χ(A, y) + (β + crα)

√
1 + γ2

+
(
γ + (β + crα)

√
1 + γ2

)(
(β + crα)

√
1 + γ2

) ∞∑
k=0

(
(β + crα)

√
1 + γ2

)k

= χ(A, y) + (β + crα)
√

1 + γ2 +

(
γ + (β + crα)

√
1 + γ2

)(
(β + crα)

√
1 + γ2

)
1− (β + crα)

√
1 + γ2

.

Îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

(20) χ(F, f) ≤ χ(A, y) + (β + crα)
√

1 + γ2

(
1 +

γ + (β + crα)
√

1 + γ2

1− (β + crα)
√

1 + γ2

)
.
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Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, èç íåðàâåíñòâ (16) è (17) ïîëó÷èì

χ(F, f) ≥ χ(A, y)− (β + crα)
√

1 + γ2

(
1 +

γ + (β + crα)
√

1 + γ2

1− (β + crα)
√

1 + γ2

)
.

Ñîïîñòàâëÿÿ (20) ñ ïîñëåäíèì íåðàâåíñòâîì, áóäåì èìåòü

|χ(F, f)− χ(A, y)| ≤ (β + crα)
√

1 + γ2

1 +

(
γ + (β + crα)

√
1 + γ2

)
1− (β + crα)

√
1 + γ2

 .

Î÷åâèäíî, ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ íåðà-
âåíñòâà (12). Îòñþäà, âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïðèõîäèì ê íåðà-
âåíñòâó (13). Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøàåòñÿ. �

3. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòà

Ñîïîñòàâëÿÿ îöåíêè (6) è (3), ìû âèäèì èõ ñóùåñòâåííûå ñòðóêòóðíûå ðàç-
ëè÷èÿ. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî ïðåâûøåíèå çíà÷åíèé îöåíêè (3) íàä çíà÷åíèÿìè
îöåíêè (6). Ñòåïåíü èõ ïðåâûøåíèÿ ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåðîì, âçÿòûì èç
[4]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: δ = |χ(A+B, y + v)− χ(A, y)|, M , N � çíà÷åíèÿ îöå-
íîê êðèòåðèåâ íåñîâìåñòíîñòè ïðåäñòàâëåííûõ â (6) è (3) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1
Ïóñòü

A =

1 0
0 σ
0 0

 , y =

 1
0
y3

 , B =

0 0
0 −α
0 0

 , v =

 0
v2
0

 , σ = 2 ∗ 10−4,

y3 = 10−3, α = 10−5, v2 = 10−5,

òîãäà âåëè÷èíû α, β è γ, îïðåäåëåííûå â (6), (7) è (11) ïðèìóò ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ: α = 10−5, β = 0.999999500000375∗10−5, γ = 10−3. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ
âåëè÷èí σ, y3, α, v2, β è γ ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: δ = 0.5∗10−13,
M = 0.5256 ∗ 10−1, N = 0.18643.

Íèæå äëÿ ñðàâíåíèÿ âëèÿíèÿ âåëè÷èíû cr íà çíà÷åíèÿ îöåíîê M è N ïðåä-
ñòàâëåíà òàáëèöà.

cr 1000 10000 11110 12500 14290 16670 20000 25000
N 0.03 0.547 0.678 0.892 1.303 2.416 16.50
M 0.01 0.111 0.125 0.143 0.167 0.200 0.250 0.3336
N −M 0.02 0.436 0.554 0.750 1.138 2.217 16.25

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì âåëè÷èíû cr ðàçëè÷èå çíà÷åíèé îöåíîê N è
M òàêæå íàðàñòàåò. Ïðè cr = 25000 îöåíêàN óæå íå ïîïàäàåò â èíòåðâàë ñâîåé
ïðèìåíèìîñòè (ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå � òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè
N(cr) óæå ïðîéäåíà).
Çàìå÷àíèå. Îöåíêà (3) áëèçîñòè êðèòåðèåâ íåñîâìåñòíîñòè èñõîäíîé è âîç-

ìóùåííîé ñèñòåì äàíà Ñ. Ê. Ãîäóíîâûì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà ñèñòå-
ìû ïîëíîãî ñòîëáöåâîãî ðàíãà (rk(A) = n). Ïîýòîìó èñïîëüçóåìîå ïðè ee âûâî-
äå îãðàíè÷åíèå 1−crα > 0 âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà rk(A+B) = n.
Â ýòîé ñòàòüå äîïóñêàåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà rk(A) ≤ n, êîòîðîå îõâàòû-
âàåò è ñëó÷àé rk(A) = n. Ïîýòîìó ñðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ îöåíîê âïîëíå
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êîððåêòíî. Äîïîëíèòåëüíî äîëæåí ñîîáùèòü, ÷òî èñïîëüçóåìîå â ìîåé ñòàòüå
íåðàâåíñòâî 1− crα > 0, åñëè rk(A) < n, íå âñåãäà ìîæåò îáåñïå÷èòü âûïîëíå-
íèå ðàâåíñòâà rk(A + B) = r. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû ïðèñóòñòâóåò ÿâíî. Âûïîëíåíèå ýòèõ äâóõ òðåáîâàíèé (â ôîðìóëè-
ðîâêå òåîðåìû (8) è (10)) îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü íîðìàëü-
íîãî ïñåâäîðåøåíèÿ u ñèñòåìû (2) îò âîçìóùåíèÿ Â. Ñëåäóåò òàêæå ñêàçàòü,
÷òî â îöåíêå (3) óêàçàííàÿ íåïðåðûâíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ óæå âûïîëíåíèåì
íåðàâåíñòâà (8).

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ðåøå-
íèè íà ÝÂÌ ðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé, óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà è äðóãèõ çàäà÷,
ïðèâîäÿùèõ ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà, äëÿ
îïðåäåëåíèÿ òîãî, â êîåé ìåðå ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü àäåêâàòíî îïèñûâàåò ðåøà-
åìóþ çàäà÷ó.

Â çàêëþ÷åíèå ÿ õî÷ó âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëüíîñòü Ñ.Ê. Ãî-
äóíîâó çà ïîääåðæêó âûïîëíåííîé ðàáîòû.
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