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Abstract. Let Γ be an abelian antipodal distance-regular graph of

diameter 3 with the following property: (∗) Γ has a transitive group G̃
of automorphisms which induces a primitive almost simple permutation

group G̃Σ on the set Σ of its antipodal classes. If permutation rank rk(G̃Σ)

of G̃Σ equals 2, then Γ is arc-transitive; moreover, all such graphs are now
known. The purpose of this paper is to describe the graphs Γ with the

property (∗) in the case when rk(G̃Σ) = 3. According to the classi�cation
of primitive almost simple permutation groups of rank 3 the socle of the

group G̃Σ under the given condition is either a sporadic simple group,
or an alternating group, or a simple group of exceptional Lie type, or a
classical simple group. Earlier, we described the graphs Γ provided that

rk(G̃Σ) = 3 and the socle of G̃Σ is a sporadic simple group. Here we study

the cases when (i) the socle of the group G̃Σ is an alternating group or

(ii) |Σ| ≤ 2500 and socle of G̃Σ is a simple group of exceptional Lie type.
We show that the family of non-bipartite graphs Γ with the property (∗)
and rk(G̃Σ) = 3 in the alternating case is �nite and limited to a small
number of potential examples with |Σ| ∈ {10, 28, 120}, each of which is a
covering of one of �ve certain distance-transitive Taylor graphs. For each

given group G̃Σ of degree |Σ| ≤ 2500 of exceptional type, we essentially
restrict the set of admissible parameters of Γ.

Keywords: distance-regular graph, antipodal cover, abelian cover, vertex-
transitive graph, rank 3 group.
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Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðåäëîæåííàÿ â [15] çàäà÷à êëàññèôèêà-
öèè àáåëåâûõ (â ñìûñëå Ãîäñèëà è Õåíçåëÿ [8]) àíòèïîäàëüíûõ äèñòàíöèîííî
ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ Γ äèàìåòðà 3, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

(∗) Γ èìååò òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ G̃, êîòîðàÿ èíäóöè-

ðóåò ïðèìèòèâíóþ ïî÷òè ïðîñòóþ ãðóïïó ïîäñòàíîâîê G̃Σ íà ìíîæåñòâå
Σ åãî àíòèïîäàëüíûõ êëàññîâ.

Ïðè ýòîì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî G̃ ñîâïàäàåò ñ ïîë-

íûì ïðîîáðàçîì ãðóïïû G̃Σ â Aut(Γ). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ãðóïïà G̃ äåéñòâó-

åò òðàíçèòèâíî íà äóãàõ ãðàôà Γ â ñëó÷àå, êîãäà ïîäñòàíîâî÷íûé ðàíã rk(G̃Σ)

ãðóïïû G̃Σ ðàâåí 2; áîëåå òîãî, ïðè óñëîâèè rk(G̃Σ) = 2 âñå òàêèå ãðàôû òå-
ïåðü èçâåñòíû (ñì. îáñóæäåíèå â ðàáîòå [16], â êîòîðîé áûëà ïðîâåäåíà ðåâèçèÿ
îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ).

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � èçó÷èòü êëàññ àáåëåâûõ àíòèïîäàëüíûõ äèñòàí-
öèîííî ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ Γ äèàìåòðà 3 ñî ñâîéñòâîì (∗) â ñëó÷àå, êîãäà

rk(G̃Σ) = 3 (îáùóþ ìîòèâèðîâêó èññëåäîâàíèÿ ìîæíî íàéòè â [15]). Êàê èç-
âåñòíî, âñå ïðèìèòèâíûå ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ðàíãà 3 êëàññè-
ôèöèðîâàíû (ñì. îáçîð â [5, ãë. 11]). Ñîãëàñíî ýòîé êëàññèôèêàöèè ïðè óñëîâèè

rk(G̃Σ) = 3 öîêîëü ãðóïïû G̃Σ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñïîðàäè÷åñêîé ïðîñòîé ãðóïïîé,
ëèáî çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé, ëèáî ïðîñòîé ãðóïïîé èñêëþ÷èòåëüíîãî ëèåâà
òèïà, ëèáî êëàññè÷åñêîé ïðîñòîé ãðóïïîé. Â [15] áûëà ïðåäëîæåíà ñõåìà êëàñ-
ñèôèêàöèè ãðàôîâ ñî ñâîéñòâîì (∗), îñíîâàííàÿ íà ðåäóêöèè ê èõ ìèíèìàëü-
íûì ÷àñòíûì (òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ áóäóò äàíû â ðàçäåëå 1) è ðåøåíà ðàññìàò-

ðèâàåìàÿ çàäà÷à äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà öîêîëü ãðóïïû G̃Σ ÿâëÿåòñÿ ñïîðàäè÷åñêîé
ïðîñòîé ãðóïïîé. Ñëåäóÿ ýòîé ñõåìå, çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè, êîãäà

(i) öîêîëü ãðóïïû G̃Σ ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé èëè (ii) |Σ| ≤ 2500 è

öîêîëü ãðóïïû G̃Σ � ïðîñòàÿ ãðóïïà èñêëþ÷èòåëüíîãî ëèåâà òèïà.
Äàííàÿ ñòàòüÿ óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1 èçëàãàþòñÿ íåêî-

òîðûå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, à òàêæå ïðè-
âîäÿòñÿ êîíñòðóêöèÿ è ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ãðàôîâ ñî ñâîéñòâîì

(∗) è rk(G̃Σ) = 3 (òåîðåìà 1 è ïðèìåð 1). Â ðàçäåëå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
çíàêîïåðåìåííîãî öîêîëÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 3, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî

ñåìåéñòâî íåäâóäîëüíûõ ãðàôîâ Γ ñî ñâîéñòâîì (∗) è rk(G̃Σ) = 3 â çíàêîïå-
ðåìåííîì ñëó÷àå êîíå÷íî è îãðàíè÷åíî íåáîëüøèì ÷èñëîì ïîòåíöèàëüíûõ ýê-
çåìïëÿðîâ ñ |Σ| ∈ {10, 28, 120}, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì îäíîãî
èç ïÿòè îïðåäåëåííûõ äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûõ ãðàôîâ Òåéëîðà. Ðàçäåë 3

ïîñâÿùåí êëàññèôèêàöèè ãðàôîâ Γ ñî ñâîéñòâîì (∗) òàêèõ, ÷òî rk(G̃Σ) = 3

â ñëó÷àå, êîãäà öîêîëü ãðóïïû G̃Σ � ïðîñòàÿ ãðóïïà èñêëþ÷èòåëüíîãî ëèåâà
òèïà ñòåïåíè |Σ| ≤ 2500 (òåîðåìà 4).

1. Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèþ ðàáîòû [15]. Íàïîìíèì íåêîòî-
ðûå èç íèõ. Äëÿ ãðàôà (ïîä ¾ãðàôîì¿ çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ íåîðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð) Γ ÷åðåç V(Γ) è A(Γ) îáîçíà÷àþò-
ñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî åãî âåðøèí è ìíîæåñòâî åãî äóã (óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð ñìåæíûõ âåðøèí).
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Ïóñòü Γ � àíòèïîäàëüíûé äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðàô äèàìåòðà 3. Òî-
ãäà (ñì. [4]) Γ � àíòèïîäàëüíîå r-íàêðûòèå ïîëíîãî ãðàôà íà k + 1 âåðøè-
íàõ, Γ èìååò ìàññèâ ïåðåñå÷åíèé {k, (r− 1)µ, 1; 1, µ, k} è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
k > n > −1 > −m, ãäå n,−m � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − (λ − µ)x − k = 0, à
êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé n è −m ðàâíû f = m(r − 1)(k + 1)/(n + m)
è g = n(r − 1)(k + 1)/(n+m) ñîîòâåòñòâåííî; äëÿ óäîáñòâà òàêîé ãðàô ìû áó-
äåì íàçûâàòü ïðîñòî (k+1, r, µ)-íàêðûòèåì. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
k−rµ−1 = λ−µ, ãäå ÷åðåç λ îáîçíà÷àåòñÿ ïàðàìåòð a1 ãðàôà Γ. Èçâåñòíî, ÷òî
ãðàô Γ äâóäîëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r = 2 è µ = k − 1; â ýòîì ñëó÷àå
îí ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 (ñì. [4, ñëåäñòâèå
1.5.4]).

Êàê è â [15], ÷åðåç CG(Γ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ãðóïïó âñåõ àâòîìîðôèçìîâ
(k+1, r, µ)-íàêðûòèÿ Γ, ôèêñèðóþùèõ êàê ìíîæåñòâî êàæäûé åãî àíòèïîäàëü-
íûé êëàññ. Ââèäó [8] äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû N èç CG(Γ) ïîðÿäêà, ìåíüøåãî
÷åì r, ÷àñòíîå ΓN (îïðåäåëÿåìîå êàê ãðàô íà ìíîæåñòâå N -îðáèò, â êîòî-
ðîì äâå îðáèòû ñìåæíû, åñëè ìåæäó íèìè èìååòñÿ ðåáðî ãðàôà Γ) ÿâëÿåòñÿ
(k+1, r/|N |, µ|N |)-íàêðûòèåì. Åñëè ãðóïïà CG(Γ) àáåëåâà è äåéñòâóåò ðåãóëÿð-
íî íà (êàæäîì) àíòèïîäàëüíîì êëàññå, òî Γ íàçûâàåòñÿ àáåëåâûì (k + 1, r, µ)-
íàêðûòèåì (ñì. [8]). Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâàõ áåç äîïîëíèòåëüíîé ññûëêè ìû
áóäåì òàêæå ÷àñòî èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñ-
ëà r, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðîì àíòèïîäàëüíîãî êëàññà íåäâóäîëüíîãî àáåëåâà
(k+ 1, r, µ)-íàêðûòèÿ, äåëèò òàêæå ÷èñëî k+ 1 (ñì. [8, òåîðåìà 9.2] è òàêæå [9,
òåîðåìà 2.5]).

Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G ÷åðåç Soc(G), Z(G) è G′ îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî åå öîêîëü, öåíòð è êîììóòàíò. Åñëè G = G′, òî ÷åðåç M(G) îáîçíà÷àåòñÿ
åå ìóëüòèïëèêàòîð Øóðà. Åñëè G 6= 1 è H � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà â G íàè-
ìåíüøåãî èíäåêñà, òî ìû èñïîëüçóåì çàïèñü dmin(G) äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ÷èñëà
|G : H|.

Äàëåå, åñëè G � òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
Ω è Orb2(G) � ìíîæåñòâî îðáèòàëîâ ãðóïïû G íà Ω, òî ÷èñëî |Orb2(G)| íàçû-
âàåòñÿ (ïîäñòàíîâî÷íûì) ðàíãîì ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç rk(G). Åñëè
Q ∈ Orb2(G), òî ÷åðåç Q∗ îáîçíà÷àåòñÿ îðáèòàë, ñïàðåííûé ñ Q; ïðè ýòîì åñëè
Q∗ = Q è a ∈ Ω, òî ÷åðåç Q(a) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê b ∈ Ω òàêèõ,
÷òî (a, b) ∈ Q.

Ïðåäëîæåíèå 1 ([15, ïðåäëîæåíèå 2]). Ïóñòü Γ � íåäâóäîëüíîå (k+ 1, r, µ)-
íàêðûòèå è Σ � ìíîæåñòâî åãî àíòèïîäàëüíûõ êëàññîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Γ èìååò òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ G1, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò ïðè-
ìèòèâíóþ ïî÷òè ïðîñòóþ ãðóïïó ïîäñòàíîâîê G1

Σ íà Σ è T = Soc(G1
Σ).

Ïóñòü G � ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû T â G1 è K � ÿäðî äåéñòâèÿ ãðóïïû G
íà Σ. Òîãäà K ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ â G1 ïîäãðóïïó N , óäîâëåòâîðÿþùóþ
îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé (íèæå ïðè ïîìîùè ñèìâîëà ¯ îáîçíà÷àåòñÿ ôàê-
òîðèçàöèÿ ïî N):

(T1) K ' Epl � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ýêñïîíåíòû p è ëèáî

(i) G = K ×G′ è G′ ' T , ëèáî
(ii) G � êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà ñ öåíòðîì K;
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(T2) K ' Epl � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ýêñïîíåíòû p, T äåéñòâóåò

òî÷íî íà K, ò.å. T ≤ GLl(p), è ñîäåðæèò ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó
èíäåêñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî ÷èñëà (pl − 1)/(p− 1);

(T3) K ' Sl, ãäå S � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, è ëèáî
(i) G = K × CG(K) è CG(K) ' T , ëèáî

(ii) G ≤ Aut(K) è T ñîäåðæèò ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó èíäåêñà, äåëÿ-
ùåãî l.

Ãðàô Γ, îïðåäåëåííûé â ïðåäëîæåíèè 1, áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíûì
(k + 1, r, µ)-íàêðûòèåì òèïà (Tx) è îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç Γ(G1, G,K), åñëè
|K| = r, òðîéêà (G1, G,K) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ï. (Tx) çàêëþ÷åíèÿ ýòîãî
ïðåäëîæåíèÿ è K � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G1 (â ÷àñòíîñòè,
N = 1). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìèíèìàëüíîãî (k + 1, r, µ)-íàêðûòèÿ Γ(G1, G,K)
÷èñëî r � ïðîñòîå â ñëó÷àå, êîãäà G1 = G è K ≤ Z(G).

Îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå, â îñíîâíîì, ñòàí-
äàðòíû è ìîãóò áûòü íàéäåíû â [2, 4].

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (n, 2, µ)-íàêðûòèÿ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïðè ïîìî-
ùè ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ. Çäåñü ìû ìîäèôèöèðóåì îäíó èç òàêèõ êîí-
ñòðóêöèé (ñì. [4, òåîðåìà 1.5.6]) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî

ñåìåéñòâà ãðàôîâ ñî ñâîéñòâîì (∗), äëÿ êîòîðûõ rk(G̃Σ) = 3.

Òåîðåìà 1 (ñð. [4, òåîðåìà 1.5.6]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà ïîäñòàíîâîê G1

ðàíãà 3 íà ìíîæåñòâå Ξ èìååò ÷åòíûé ïîðÿäîê, ïðèìèòèâíà è ïàðàìåòðû
àññîöèèðîâàííûõ c íåé âçàèìîäîïîëíèòåëüíûõ ãðàôîâ Φ1 è Φ2 ðàíãà 3 ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì 2(λ(Φ1)+λ(Φ2)+1) = |Ξ|−2. Ïóñòü ∆1,∆2 � äâà íåäèàãîíàëü-
íûõ îðáèòàëà ãðóïïû G1 íà Ξ òàêèå, ÷òî ∆i = A(Φi), ïóñòü ki � ñòåïåíü
ãðàôà Φi è ïóñòü X � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2. Òîãäà ãðàô Γ(G1,Φ1)
íà ìíîæåñòâå X × Ξ, ðåáðàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïàðû (x, σ) è (x′, σ′) òà-
êèå, ÷òî ëèáî x = x′ è (σ, σ′) ∈ ∆1, ëèáî x 6= x′ è (σ, σ′) ∈ ∆2, ÿâëÿåòñÿ
(|Ξ|, 2, µ)-íàêðûòèåì ñ µ = 2µ(Φ1) + k2 − k1 − 1 è G1 ×X ≤ Aut(Γ(G1,Φ1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô Γ := Γ(G1,Φ1) ÿâëÿåòñÿ
2-íàêðûòèåì ïîëíîãî ãðàôà íà n := |Ξ| âåðøèíàõ. Ïðè ýòîì ãðóïïà àâòî-

ìîðôèçìîâ ãðàôà Γ ñîäåðæèò òðàíçèòèâíóþ ïîäãðóïïó G̃1 âèäà X × G1 (åå
äåéñòâèå íà âåðøèíàõ ãðàôà çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëó (x, σ)g̃ = (xy, σg) äëÿ êàæ-

äîãî g̃ = (y, g) ∈ G̃1), êîòîðàÿ â ñèëó [2, 16.1] ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî åãî äóã
íà äâà ñàìîñïàðåííûõ (íåäèàãîíàëüíûõ) îðáèòàëà, ñêàæåì, Q1 è Q2, òàê ÷òî
Q1(a) = {(x, σ′)‖ (σ, σ′) ∈ ∆1} è Q2(a) = {(x′, σ′)‖ (σ, σ′) ∈ ∆2} äëÿ a = (x, σ)
è x′ ∈ X − {x}. Ïóñòü äàëåå a = (x, σ) è b = (y, σ′) � äâå íåñìåæíûå âåðøèíû
ãðàôà Γ ñ σ 6= σ′. Ââèäó [8, ëåììà 3.1] äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè èìåþò
ðîâíî µ îáùèõ ñîñåäåé.

Ïóñòü x = y. Òîãäà (σ, σ′) ∈ ∆2. Ïî óñëîâèþ, ÷èñëî òî÷åê σ
′′ ∈ Ξ òàêèõ, ÷òî

(σ, σ′′), (σ′, σ′′) ∈ ∆2 ðàâíî λ(Φ2), à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî |Γ1(b) ∩
Q2(a)| = λ(Φ2). Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî òî÷åê σ′′ ∈ Ξ òàêèõ, ÷òî (σ, σ′′), (σ′, σ′′) ∈ ∆1

ðàâíî µ(Φ1), ÷òî âëå÷åò |Γ1(b)∩Q1(a)| = µ(Φ1). Òàêèì îáðàçîì, |Γ1(a)∩Γ1(b)| =
µ(Φ1) + λ(Φ2) äëÿ x = y.

Òåïåðü ïóñòü x 6= y. Òîãäà (σ, σ′) ∈ ∆1. Ïî óñëîâèþ, ÷èñëî òî÷åê σ′′ ∈ Ξ
òàêèõ, ÷òî (σ′, σ′′) ∈ ∆1 è (σ, σ′′) ∈ ∆2 ðàâíî k1 − λ(Φ1) − 1, à ýòî, â ñâîþ
î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî |Γ1(b)∩Q2(a)| = k1−λ(Φ1)−1. Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî òî÷åê
σ′′ ∈ Ξ òàêèõ, ÷òî (σ, σ′′) ∈ ∆1 è (σ′, σ′′) ∈ ∆2 ñíîâà ðàâíî k1 − λ(Φ1) − 1, ÷òî
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âëå÷åò |Γ1(b)∩Q1(a)| = k1−λ(Φ1)−1. Îòñþäà |Γ1(a)∩Γ1(b)| = 2(k1−λ(Φ1)−1)
äëÿ x 6= y.

Äëÿ âçàèìîäîïîëíèòåëüíûõ ãðàôîâ Φ1 è Φ2 ââèäó [4, òåîðåìà 1.3.1] èìååì
2(k1−λ(Φ1)−1) = µ(Φ1) +λ(Φ2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2(λ(Φ1) +λ(Φ2) +
1) = |Ξ| − 2.

Ñíîâà ïðèìåíèâ [4, òåîðåìà 1.3.1], ïî òðàíçèòèâíîñòè X × G1 íà âåðøèíàõ
ãðàôà Γ ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî îáùèõ ñîñåäåé äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî íåñìåæíûõ
âåðøèí (x1, σ1) è (x2, σ2) ñ σ1 6= σ2 ðàâíî µ = µ(Φ1)+λ(Φ2) = 2µ(Φ1)+k2−k1−1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

�

Çàìåòèì, ÷òî äâå ðàçëè÷íûå ïàðû (A,Φ1) è (B,Ψ1) ñ A,B ≤ Sym(Ξ), óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 1, ìîãóò äàâàòü èçîìîðôíûå ãðàôû Γ((A,Φ1))
è Γ((B,Ψ1)) (â òàêîì ñëó÷àå ãðàôû Φ1 è Ψ1 íàçûâàþòñÿ ïåðåêëþ÷àòåëüíî
ýêâèâàëåíòíûìè (ñì. [4, � 1.5, ñ. 15])).

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì T := PΩ±2n(2) êàê ãðóïïó ðàíãà 3 íà 22n−1 − ε2n−1

òî÷êàõ (ñì. [5, � 3.1.2]), ãäå ε = ±1, è îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ1 àññîöèèðîâàííûé ñ
íåé ãðàô (ðàíãà 3) NOε

2n(2) ñ ïàðàìåòðàìè(
22n−1 − ε2n−1, 22n−2 − 1, 22n−3 − 2, 22n−3 + ε2n−2)

)
è ÷åðåç Φ2 � äîïîëíèòåëüíûé ê íåìó ãðàô NOε

2n(2) ñ ïàðàìåòðàìè(
22n−1 − ε2n−1, 22n−2 − ε2n−1, 22n−3 − ε2n−2, 22n−3 − ε2n−1)

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 2(λ(Φ1)+λ(Φ2)+
1) = 22n−1−ε2n−1−2. Äàëåå, äëÿ ãðóïïX ' Z2 è T è äëÿ êàæäîãî Φi îáîçíà÷èì
÷åðåç Γ(T,Φi) ãðàô, îïðåäåëåííûé òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â òåîðåìå 1. Òîãäà
X × T äåéñòâóåò êàê òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðàôà Γ(T,Φi), êî-
òîðûé ïî òåîðåìå 1 ÿâëÿåòñÿ (22n−1 − ε2n−1, 2, µ)-íàêðûòèåì c µ = 22n−2 ïðè
i = 1 è µ = 22n−2 − ε2n−1 − 2 ïðè i = 2. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî ãðàôîâ
{Γ(T,Φ1),Γ(T,Φ2)}n,ε äàåò ïðèìåð áåñêîíå÷íîé ñåðèè ãðàôîâ Γ ñî ñâîéñòâîì

(∗), äëÿ êîòîðûõ G̃ = G = CG(Γ)× T è rk(G̃Σ) = 3.

Âñþäó äàëåå Γ � ýòî íåäâóäîëüíîå àáåëåâî (k+1, r, µ)-íàêðûòèå ñî ñâîéñòâîì

(∗), Σ � ìíîæåñòâî åãî àíòèïîäàëüíûõ êëàññîâ, G̃ � òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ ãðàôà Γ, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò ïðèìèòèâíóþ ïî÷òè ïðîñòóþ

ãðóïïó ïîäñòàíîâîê G̃Σ íà Σ,K � ÿäðî äåéñòâèÿ G̃ íà Σ, |K| = r è G � ïîëíûé

ïðîîáðàç ãðóïïû Soc(G̃Σ) â G̃. Äî êîíöà ðàáîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî rk(G̃Σ) =

3, ïðè ýòîì ÷åðåç k1 è k2 îáîçíà÷àþòñÿ íååäèíè÷íûå ïîäñòåïåíè ãðóïïû G̃Σ.
Äëÿ âåðøèíû x ãðàôà Γ ÷åðåç F (x) è [x] áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî
àíòèïîäàëüíûé êëàññ ãðàôà Γ, ñîäåðæàùèé x, è åå îêðåñòíîñòü â Γ.

Ïîëîæèì Ω = V(Γ). Çàôèêñèðóåì a ∈ Ω è F = F (a). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M

ñòàáèëèçàòîð àíòèïîäàëüíîãî êëàññà F â G̃ è ÷åðåç H � åãî ïîäãðóïïó G̃a

(çàìåòèì, ÷òî M = K : H ââèäó óñëîâèÿ |K| = r). Êàê ïîêàçàíî â [15], A(Γ)

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ñàìîñïàðåííûõ îðáèòàëîâ ãðóïïû G̃ íà Ω, ñêà-
æåì, Q1 è Q2, îòâå÷àþùèõ äâóì íåäèàãîíàëüíûì ñàìîñïàðåííûì îðáèòàëàì

ãðóïïû G̃Σ íà Σ âàëåíòíîñòåé k1 è k2. Ïðè ýòîì |Qi| = rki(k+1) è ââèäó òðàí-

çèòèâíîñòè G̃ íà Ω äëÿ äóãè (a, bi) ∈ Qi èìååì |H : G̃a,bi | = ki, ò.å. H èìååò
ðîâíî äâå îðáèòû íà [a] (ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè b1 è b2). Äëÿ i = 1, 2 ÷åðåç Φi
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îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô (ðàíãà 3) íà Σ, â êîòîðîì äâå âåðøèíû F (x) è F (y) ñìåæíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (x, y) ∈ Qi. Ïîñêîëüêó µ(Φi) 6= 0, ki (ñì., íàïðè-
ìåð, [2, 16.4]), òî ïðè rk(GΣ) = 3 ãðóïïà GΣ òàêæå ïðèìèòèâíà. Îòìåòèì, ÷òî
ïàðàìåòðû k1, k2 è λ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì (ñì. [15])

(λ− λ1)k1 = (λ− λ2)k2,(1)

ãäå λi = |[bi] ∩H(bi)|, i = 1, 2.
Ñëåäóÿ [15], ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà Γ äîïóñêàåò

H-ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå (ñ ïàðàìåòðàìè (µ1, µ2)), åñëè äëÿ êàæäîãî j = 1, 2
è ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí z1, z2 èç F ÷èñëî ðåáåð ìåæäó Qj(z1) è Qj(z2)
ïîñòîÿííî è ðàâíî kjµj (µj � öåëîå).

Ëåììà 1 ([15, ëåììà 1]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |K| = r, G{F} = Ga × K è

rk(GΣ) = 3. Åñëè ãðóïïà H äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà F \ {a} èëè r ≤ 3, òî
ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà Γ äîïóñêàåò H-ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå.

Òåîðåìà 2 ([15, òåîðåìà 1]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G{F} = Ga×K è rk(GΣ) = 3.
Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ F \ {a} èìååì

(µ− µ1)k1 = (µ− µ2)k2,(2)

ãäå µi = |[bi] ∩ Qi(x)|, i = 1, 2. Åñëè, ê òîìó æå, ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà Γ
äîïóñêàåò H-ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (µ′1, µ

′
2), òî µ′i = µi äëÿ

êàæäîãî i = 1, 2 è ÷èñëî γ = −(λ− λ1− λ2) + (µ− µ1− µ2) = r(µ− µ1− µ2)− 1
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ.

2. Çíàêîïåðåìåííûé öîêîëü

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àáåëåâî íåäâóäîëüíîå (k + 1, r, µ)-íàêðûòèå

Γ îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗), ïðè÷åì rk(G̃Σ) = 3, T := Soc(G̃Σ) ' Alts è G̃Σ ≤
Syms. Ïóñòü G � ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû T â G̃. Òîãäà ëèáî

(i) T ' Alt5, k = 9, r äåëèò 4 è rµ = 8, ëèáî
(ii) T ' Alt8, k = 27, r äåëèò 4 è rµ ∈ {20, 32}, ëèáî

(iii) T ' Alt9, k = 119, r äåëèò 8 è rµ ∈ {108, 128}.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè r = 2 ãðàô Γ ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì (ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûì (k+1, 2, µ)-íàêðû-
òèåì äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ k è µ, ïðè ýòîì G′ ' T è G′ èìååò
ðîâíî äâå îðáèòû íà åãî âåðøèíàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïîëîæèì N = G′ è L =
T{F}. Äàëåå ìû áóäåì ïðèìåíÿòü êëàññèôèêàöèþ ïðèìèòèâíûõ ãðóïï ðàíãà
3 ñî çíàêîïåðåìåííûì öîêîëåì è îïèñàíèå àññîöèèðîâàííûõ ñ íèìè ãðàôîâ
ðàíãà 3 èç [3] è [5, òåîðåìà 11.3.1].

Ñíà÷àëà ìû èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà Γ = Γ(G̃,G,K) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì
ìèíèìàëüíûì (k + 1, r, µ)-íàêðûòèåì (è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò òèï (T1) èëè

(T2)). Ïîñêîëüêó rk(T ) = 3, òî ïðè K ≤ Z(G) ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G̃ = G.
Èòàê, ïóñòü r = pl, ãäå p � ïðîñòîå.

I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ' Alts è k + 1 =
(
s
2

)
= s(s− 1)/2 (ïðè ýòîì |G̃Σ :

T | ≤ 2 è G̃Σ âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó Syms, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, èíäóöèðóåò
ãðóïïó ðàíãà 3 íà ìíîæåñòâå âñåõ 2-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ èç {1, 2, . . . , s}).
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Ïóñòü s ≥ 7. Äëÿ k1 = 2(s−2) ãðàô Φ1 ' T(s) ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíûì ãðàôîì
è èìååò ïàðàìåòðû (s(s− 1)

2
, 2(s− 2), s− 2, 4

)
,

à äîïîëíèòåëüíûé ê íåìó ãðàô Φ2 = T(s) èìååò ïàðàìåòðû(s(s− 1)

2
,

(s− 2)(s− 3)

2
,
s(s− 1)

2
− 4(s− 2) + 2,

s(s− 1)

2
− 3(s− 2)

)
.

Ïðè ýòîì L ' Syms−2 è H = G̃a ' (G̃{F})
Σ−{F} ≤ Sym2 × Syms−2. Îòñþäà

L′ ' Alts−2 è ââèäó óñëîâèÿ s ≥ 7 ïîëó÷àåì dmin(L′) = s− 2 è ïî [10, òàáëèöà
4.1] M(T ) ' Out(T ) ' Z2.

Ïîêàæåì, ÷òî K ≤ Z(G). Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 1
èìååì T ≤ Aut(K) ' GLl(p) è dmin(N) = 2(k + 1)/(s− 1) = s ≤ r. Íî gcd(s, s−
1) = 1 è ïîýòîìó r = s. Ñëåäîâàòåëüíî, pl! äåëèò |GLl(p)|. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî (pl!)p ≥ pl(l+1)/2 > pl(l−1)/2 = |GLl(p)|p.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r = p. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ
1 ëèáî G = K × N è N ' T , ëèáî G = N � êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà ñ öåíòðîì
K ' Zp.

Ñëó÷àé N ' T . Äîïóñòèì, ÷òî N èíòðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ. Òîãäà
ïî [15, ïðåäëîæåíèå 3] r = 2 è

2
(s(s− 1)

2
− (s− 2) + 3

)
= 2(λ(Φ1) + λ(Φ2) + 1) = k − 1 =

s(s− 1)

2
− 2,

÷òî âëå÷åò s(s − 13) = −40. Ïî óñëîâèþ s ≥ 7, ïîýòîìó s = 8 è k + 1 = 28
(âîçìîæíîñòü s = 5 áóäåò ðàññìîòðåíà íèæå â ï. II), ÷òî âëå÷åò µ ∈ {10, 16}, è
áîëåå òîãî, êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ â GAP [7] äëÿ êàæäîãî µ ãðàô ñóùå-
ñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûì (åãî êîíñòðóêöèÿ â ÿâíîì âèäå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1).

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà N ' Alts äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âåð-
øèíàõ ãðàôà Γ. Ïî óñëîâèþ s ≥ 7 è ñëåäîâàòåëüíî, dmin(L′) = s−2. Ïîñêîëüêó
r äåëèò k + 1, ïîëó÷àåì ëèáî r ≥ s− 2 è r = p ∈ {s, s− 1}, ëèáî r = 2. Íî åñëè
r > 2, òî L ñîäåðæèò ïîäãðóïïó ïðîñòîãî èíäåêñà r > s− 2, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîýòîìó r = 2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî s 6= 7, Na = NF ' L′ ' Alts−2, λ > 0 è
ïî [4, òåîðåìà 1.5.3] [a] � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè (k, λ, (3λ −
(k + 1))/2, λ/2).

Ïîëîæèì Ω = {1, 2, . . . , s} è çàäàäèì áèåêöèþ ìíîæåñòâà Σ àíòèïîäàëüíûõ

êëàññîâ ãðàôà Γ íà ìíîæåñòâî Λ =
(

Ω
2

)
, îïðåäåëÿåìóþ ïîäñòàíîâî÷íûì èçî-

ìîðôèçìîì ãðóïï T è Alt(Ω)Λ, ïîëàãàÿ, ÷òî F (a) îòâå÷àåò ýëåìåíòó {1, 2}.
Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïû (Ga)[a] è (G{F})

Σ−{F} = (N{F})
Σ−{F} ïîäñòàíîâî÷íî èçî-

ìîðôíû. Ïðè ýòîì (Ga)[a] ' Ga ≥ Na = (N{F})
′ ' Alts−2. Ïîýòîìó Na èìååò

ðîâíî òðè îðáèòû íà [a]: äâå îðáèòû äëèíû s − 2 ñ ïðåäñòàâèòåëåì èç êëàññà
{1, i} èëè {2, i}, ãäå 2 < i ≤ s, è îäíó îðáèòó äëèíû (s− 2)(s− 3)/2 ñ ïðåäñòà-
âèòåëåì èç êëàññà {j, i}, ãäå 2 < i, j ≤ s.

Òàê êàê s > 7, òî ãðóïïà Na äåéñòâóåò êàê ãðóïïà ðàíãà 3 íà Q2(a), ñ
íååäèíè÷íûìè ïîäîðáèòàìè äëèíû 2(s − 4) è (s− 4)(s− 5)/2. Îòñþäà λ2 ∈
{0, 2(s− 4), (s− 4)(s− 5)/2, k2 − 1}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Na èìååò ðîâíî äâå îðáèòû íà Q1(a) äëèíû s − 2 (ñ
ïðåäñòàâèòåëÿìè èç êëàññîâ, îòâå÷àþùèõ ýëåìåíòàì {1, 3} è {2, 4} èç Λ), íà
êàæäîé èç êîòîðûõ äåéñòâóåò (s−4)-òðàíçèòèâíî. Ïîýòîìó λ1 ∈ {0, 1, s−3, s−
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2, 2(s − 3), k1 − 1}. Áîëåå òîãî, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñòàáèëèçàòîð ëþáîé âåð-
øèíû b ∈ Q1(a) â Na èìååò ðîâíî äâå îðáèòû íà Q2(a), à èõ äëèíû ðàâíû s−3
è (s− 3)(s− 4)/2. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âåðøèíó b èç êëàññà
{1, 3}. Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû ãðóïïà Na,b äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå
âñåõ êëàññîâ âèäà {3, i}, à ñ äðóãîé � äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ âèäà
{i1, j1} è {i2, j2}, ãäå it, jt /∈ {1, 2, 3} äëÿ êàæäîãî t = 1, 2, â Na,b íàéäåòñÿ ýëå-
ìåíò, ñäâèãàþùèé {i1, j1} â {i2, j2}. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Q2(a) ñîäåðæèò ðîâíî ïî
îäíîé âåðøèíå èç êàæäîãî êëàññà {i, j} ñ i, j /∈ {1, 2} (è èñ÷åðïûâàåòñÿ òàêèìè
âåðøèíàìè), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Äëÿ äðóãèõ âåðøèí b ∈ Q1(a) ðàññóæäåíèå
ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîýòîìó λ− λ1 ∈ {0, s− 3, (s− 3)(s− 4)/2, k2}.

Ïî ëåììå 1 è òåîðåìå 2 ÷èñëî γ = 2(µ− (µ1 +µ2))− 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì ãðàôà Γ, â ÷àñòíîñòè k1−1 = λ1 +µ1 è k2−1 = λ2 +µ2. Êðîìå òîãî,
ââèäó ñîîòíîøåíèé (1) è (2)

4(λ− λ1) = (λ− λ2)(s− 3), 4(µ− µ1) = (µ− µ2)(s− 3),

÷òî â ñîâîêóïíîñòè ñ óñëîâèåì s > 7 âëå÷åò λ1 < λ2.
Ïåðåáîð êîìáèíàöèé äëÿ λ1 è λ2 äàåò ñëåäóþùèé ñïèñîê äîïóñòèìûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé γ:

(i) λ− λ1 = s− 3, λ2 = 2(s− 4), γ = 2(s− 4)− 1;

(ii) λ− λ1 = s− 3, λ2 = (s−3)(s−4)
2 , γ = (s− 4)(s− 5)− 1;

(iii) λ− λ1 = s− 3, λ2 = (s−2)(s−3)
2 − 1, γ = (s− 3)(s− 4)− 1;

(iv) λ− λ1 = (s−3)(s−4)
2 , λ2 = 2(s− 4), γ = −(s− 4)(s− 7) + 1;

(v) λ− λ1 = λ2 = (s−3)(s−4)
2 , γ = 1;

(vi) λ− λ1 = (s−3)(s−4)
2 , λ2 = (s−2)(s−3)

2 − 1, γ = 2s− 7;

(vii) λ− λ1 = (s−2)(s−3)
2 , λ2 = 2(s− 4), γ = −(s− 4)(s− 5)− 1;

(viii) λ− λ1 = (s−2)(s−3)
2 , λ2 = (s−3)(s−4)

2 , γ = −2s+ 7;

(ix) λ− λ1 = (s−2)(s−3)
2 , λ2 = (s−2)(s−3)

2 − 1, γ = −1.

Ïîñêîëüêó ãðàô Γ íå ÿâëÿåòñÿ íè äâóäîëüíûì, íè ïîëíûì, òî γ 6= 1 è
λ 6= k1 + k2 − 1, ñòàëî áûòü ñëó÷àè (v), (ix) íåâîçìîæíû. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ
3λ ≥ k + 1, âûòåêàþùåãî èç îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ñèëüíî ðåãóëÿðíî-
ãî ãðàôà [a], è óñëîâèÿ äåëèìîñòè k íà |γ| (ñì. íàïðèìåð, [15, ïðåäëîæåíèå
1]), âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðè s ≥ 8 ïîëó÷àåì, ÷òî s ≤ 22 è ñëó÷àè
(i) − (iii), (v), (vii) íåâîçìîæíû. Áîëåå òîãî, λ 6= µ è ëèáî s = 8, k = 27 è
γ = −3 â ñëó÷àå (iv), ëèáî (s, k, γ) ∈ {(8, 27, 9), (17, 135, 27)} â ñëó÷àå (vi), ëèáî
(s, k, γ) ∈ {(8, 27,−9), (17, 135,−27)} â ñëó÷àå (viii). Íî åñëè s = 17 è γ = ±27
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ, òî Γ èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
θ = ∓5, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ öåëî÷èñëåííîñòè êðàòíîñòåé ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé. Ïîýòîìó s = 8 è ïî [15, ïðåäëîæåíèå 1] µ ∈ {10, 16}. Íî ðàíã òðàí-
çèòèâíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Alt8 íà 56 òî÷êàõ ðàâåí 4 èëè 7 (ýòî íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè [7]). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ñòàáèëèçàòîð
âåðøèíû x â N äîëæåí ôèêñèðîâàòü è àíòèïîä x∗ âåðøèíû x â F (x) è ïðè
ýòîì èìåòü ðàâíîå ÷èñëî îðáèò êàê íà [x], òàê è íà [x∗], íå ìåíüøåå äâóõ.

Ñëó÷àé Z(N) = K. Äîïóñòèì, ÷òî G � êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà. Òîãäà ãðóïïû

(Ga)[a] è (G{F})
Σ−{F} ïîäñòàíîâî÷íî èçîìîðôíû, ïðè ýòîì Ga ' (Ga)[a] '

Syms−2.
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Åñëè r = 2, òî ïî ëåììå 1 è òåîðåìå 2 ÷èñëî γ = 2(µ− (µ1 +µ2))−1 ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ, è, ðàññóæäàÿ êàê è âûøå, ïîëó÷èì s = 8,
γ ∈ {−3,±9} è µ ∈ {10, 16}. Ïåðåáîðîì îðáèòàëüíûõ ãðàôîâ êâàçèïðîñòîé
ãðóïïû Z2.Alt8 íà 56 òî÷êàõ â GAP [7] ñ ïðèìåíåíèåì [1] óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Åñëè r > 2, òî r = 3, s = 7 è k + 1 = 21. Íî òîãäà 2,−10 � ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ãðàôà Γ, ÷òî ââèäó [15, ïðåäëîæåíèå 1] âëå÷åò 10 ≤ 22, ïðîòèâîðå÷èå.

II. Ïóñòü 5 ≤ s ≤ 6 è k + 1 =
(
s
2

)
. Åñëè s = 6, òî k = 14 è r ∈ {3, 5}, íî ïî

[15, ïðåäëîæåíèå 1] íè îäèí íàáîð ïàðàìåòðîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì. Ïóñòü
s = 5. Òîãäà k = 9, ÷òî âëå÷åò λ = µ, r = 2 è µ = 4. Êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ
â GAP [7] ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðàô Γ èçîìîðôåí ãðàôó Ìýòîíà èç
[4, ïðåäëîæåíèå 12.5.3], N = G′ < G è N èìååò äâå îðáèòû íà åãî âåðøèíàõ
(òàêèì îáðàçîì, äðóãàÿ åãî êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè
òåîðåìû 1).

III. Ïóñòü T ' Alt8 è k+1 = 35. Òîãäà r ∈ {5, 7} è ñîãëàñíî [15, ïðåäëîæåíèå
1] íè îäèí íàáîð ïàðàìåòðîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.

Ïóñòü T ' Alt9 è k + 1 = 120. Òîãäà rk(T ) = 3 è L ' L2(8) : Z3 (ñì. [6]). Â
ýòîì ñëó÷àå k1 = 56, Φ1 èìååò ïàðàìåòðû

(
120, 56, 28, 24

)
, à äîïîëíèòåëüíûé

ê íåìó ãðàô Φ2 èìååò ïàðàìåòðû
(
120, 63, 30, 36

)
, ñì., íàïðèìåð, [5, òåîðåìà

11.3.1].
Ïî [15, ïðåäëîæåíèå 1] èìååì r = pl ∈ {2, 3, 4, 8} è ïîñêîëüêó T 6≤ GLl(p) ïî-

ëó÷àåì K ≤ Z(G). Äîïóñòèì G 6= G′. Òàê êàê L íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï èíäåêñà
2, òî ïî [15, ïðåäëîæåíèå 3] â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ëèáî r = 2 è G′ èíòðàíçè-
òèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ, ëèáî r = 3 è G′ òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà
Γ. Åñëè æå G′ = G, òî K ' M(T ), ò.å. r = 2. Íî äëÿ êâàçèïðîñòîé ãðóïïû
G = Z2.Alt9 ðàíã åå òðàíçèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà 240 òî÷êàõ ðàâåí 5 (ýòî
ëåãêî ïðîâåðèòü ïðèìåíåíèåì [1] è [7]), ïðîòèâîðå÷èå êàê è âûøå. Òàê êàê µ
÷åòíî è k + 1 êðàòíî 4, òî λ 6= µ (ñì., íàïðèìåð, [15, ïðåäëîæåíèå 1]). Îòñþäà
ïðè r = 3 ïîëó÷àåì, ÷òî µ = 54 è ÷èñëà 17,−7 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè ãðàôà Γ, à ïðè r = 2 � ëèáî µ = 54 è 17,−7 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ãðàôà Γ, ëèáî µ = 64 è 7,−17 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ãðàôà Γ.

Ïåðåáîð îðáèòàëüíûõ ãðàôîâ ãðóïïû Zr×Alt9 íà 120r òî÷êàõ â GAP [7] ïî-
êàçûâàåò, ÷òî r = 2, µ = 54 èëè 64, ãðàô Γ ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî-
òðàíçèòèâíûì, ïðè ýòîì N = G′ ' T è N èìååò äâå îðáèòû íà âåðøèíàõ (åãî
êîíñòðóêöèÿ â ÿâíîì âèäå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1).

Ïóñòü T ' Alt10 è k+1 = 126. Òîãäà rk(T ) = 3 è L ' (Alt5×Alt5) : Z4 (ñì. [6]).
Â ýòîì ñëó÷àå k1 = 25, Φ1 èìååò ïàðàìåòðû

(
126, 25, 8, 4

)
, à äîïîëíèòåëüíûé

ê íåìó ãðàô Φ2 èìååò ïàðàìåòðû
(
126, 100, 78, 84

)
, ñì., íàïðèìåð, [5, òåîðåìà

11.3.1].
Ïî [15, ïðåäëîæåíèå 1] r = pl ∈ {2, 3, 9} è ïîñêîëüêó T 6≤ GLl(p) ïîëó÷àåì

K ≤ Z(G). Ïîêàæåì, ÷òî r = 2. ÄîïóñòèìG 6= G′. Òàê êàê 2(λ(Φ1)+λ(Φ2)+1) 6=
k − 1 è L íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï èíäåêñà 3 èëè 9, òî ïî [15, ïðåäëîæåíèå 3]
èìååì r = 2 è G′ ' Alt10 òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ. Åñëè æå G′ = G,
òî K ' M(T ), ò.å. ñíîâà r = 2. Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 2.

Äîïóñòèì, ÷òî λ = µ. Òîãäà µ = 62 è ãðàô Γ èìååò öåëîå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå γ = 2(µ− µ1 − µ2)− 1, îòëè÷íîå îò ±

√
k è k, ÷òî âëå÷åò µ = µ1 + µ2. Íî

ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (2) 4µ1 = µ2 è 5µ1 = 62, ïðîòèâîðå÷èå.
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Îòñþäà ïî [15, ïðåäëîæåíèå 1] çàêëþ÷àåì µ ∈ {52, 72}. Ñëó÷àé G′ < G
èñêëþ÷àåòñÿ ïåðåáîðîì îðáèòàëüíûõ ãðàôîâ ãðóïïû Alt10 íà 120r òî÷êàõ â
GAP [7]. Ñ ïðèìåíåíèåì [1] è [7] óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êâàçèïðîñòîé ãðóïïû
G = Z2.Alt10 ðàíã åå òðàíçèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà 252 òî÷êàõ ðàâåí 5.
Ïðîòèâîðå÷èå, êàê è âûøå.

Íàêîíåö, ïóñòü Γ′ � ïðîèçâîëüíîå (k+ 1, r′, µ′)-íàêðûòèå, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì òåîðåìû. Ïîñêîëüêó rk(T ) = 3, òî íåêîòîðîå åãî ÷àñòíîå èçîìîðôíî
ïîäõîäÿùåìó ãðàôó Γ èç ï. I, II èëè III, ðàññìîòðåííûõ âûøå, â ÷àñòíîñòè,
r′µ′ = rµ è r′ äåëèòñÿ íà r. Ïðè ýòîì â ñèëó àáåëåâîñòè K åñëè ïðîñòîå ÷èñëî
t äåëèò r′, òî Γ′ îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì ÷àñòíûì Γ ñ r = t. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

�

3. Èñêëþ÷èòåëüíûé ïðîñòîé öîêîëü: ñëó÷àé |Σ| ≤ 2500

Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àáåëåâî íåäâóäîëüíîå (k+ 1, r, µ)-íàêðûòèå Γ

îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗), ïðè÷åì k + 1 ≤ 2500, rk(G̃Σ) = 3 è T := Soc(G̃Σ) �
ïðîñòàÿ ãðóïïà èñêëþ÷èòåëüíîãî ëèåâà òèïà. Ïóñòü G � ïîëíûé ïðîîáðàç

ãðóïïû T â G̃. Òîãäà T ' G2(4), k = 2015, r äåëèò 32 è rµ ∈ {2048, 1980}, â
÷àñòíîñòè, åñëè r = 2, òî K ≤ Z(G), G′ ' T , G′ äåéñòâóåò èíòðàíçèòèâ-
íî íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ, Γ � äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûé ãðàô Òåéëîðà ñ
{λ, µ} = {1024, 990} è Aut(Γ) = Sp12(2)×K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åíèå k + 1 ≤ 2500 èñêëþ÷àåò ñëó÷àè T ' E6(q) èëè
G2(8), ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòè äëÿ T , îïèñûâàåìûå â òàá-
ëèöå 1 (ñì. [12], [5, ãë. 11] è [6]). Ïîñêîëüêó rk(T ) = 3, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé G̃ = G. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî Γ = Γ(G̃,G,K) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì
ìèíèìàëüíûì (k + 1, r, µ)-íàêðûòèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì çàäàííûì óñëîâèÿì.

Çàìåòèì, ÷òî T 6≤ Aut(K). Â ñàìîì äåëå, åñëè T ≤ Aut(K), òî äîïóñòèìûì
ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé k+1 = 2016, â êîòîðîì T = G2(4). Íî òîãäà r = pl, ãäå
p = 2, 3 èëè 7, è óñëîâèå T ≤ GLl(p) âëå÷åò r ≥ 212 > k + 1, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïîëîæèì N = G′.

Òàáëèöà 1. Ãðóïïû ðàíãà 3 è ñòåïåíè íå áîëåå 2500 ñ ïðîñòûì
öîêîëåì T èñêëþ÷èòåëüíîãî ëèåâà òèïà

k + 1 k1, k2 T T{F} rk(T ) M(T ) dmin(T ) dmin((T{F})
′)

351 126, 224 G2(3) U3(3).2 (2 êë.) 3 Z3 k + 1 28
416 100, 315 G2(4) HJ 3 Z2 k + 1 100
2016 975, 1040 G2(4) SU3(4).2 3 Z2 416 65

1. Äîïóñòèì T ' N .
1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N èíòðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ. Òàê êàê

rk(T ) = 3, òî r = 2, Γ � íåäâóäîëüíûé ãðàô Òåéëîðà è ââèäó [15, ïðåäëîæå-
íèå 3] 2(λ(Φ1) + λ(Φ2) + 1) = k − 1.

Ïîñêîëüêó k äîëæíî áûòü íå÷åòíûì, ïîëó÷àåì T ' G2(4). Äîïóñòèì k1 =
100. Òîãäà ãðàô Φ1 èìååò ïàðàìåòðû

(
416, 100, 36, 20

)
, à äîïîëíèòåëüíûé ê

íåìó ãðàô Φ2 èìååò ïàðàìåòðû
(
416, 315, 234, 252

)
(ñì., íàïðèìåð, [5, � 10.68]),

÷òî âëå÷åò 2 · 271 = 414, ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè k1 = 975, òî ãðàô Φ1 ' NO−7 (4)
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èìååò ïàðàìåòðû
(
2016, 975, 462, 480

)
, à äîïîëíèòåëüíûé ê íåìó ãðàô Φ2 èìå-

åò ïàðàìåòðû
(
2016, 1040, 544, 528

)
(ñì., íàïðèìåð, [5, � 3.1.4]), ÷òî ââèäó [15,

ïðåäëîæåíèå 3] âëå÷åò {λ, µ} = {1024, 990}, è îäíî èç ÷èñåë ±65 ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ. Ïåðåáîð îðáèòàëüíûõ ãðàôîâ ãðóïïû Zr×G2(4)
íà 4032 òî÷êàõ â GAP [7] ïîêàçûâàåò, ÷òî µ = 990 èëè 1024, ãðàô Γ ñóùåñòâó-
åò è ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûì, ïðè ýòîì N = G′ ' T è N èìååò
äâå îðáèòû íà âåðøèíàõ. Òàêèì îáðàçîì, Γ ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ
êîíñòðóêöèè èç òåîðåìû 1.

1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ. Åñëè T =
G2(3), òî r = 2, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî k + 1 íå÷åòíî. Çíà÷èò, T = G2(4),
Na ' SU3(4), k+1 = 2016 è ñíîâà r = 2. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå rk(N) = 6,
íî êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ â GAP [7] ñ ïðèìåíåíèåì ïàêåòà coco2p [11],
ãðàô Γ íå ñóùåñòâóåò.

2. Ïóñòü òåïåðü N = G � êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà. Ïðè k + 1 = 2016 ãðóïïà
G{F} = (Z(G)× U3(4)).Z2 íå èìååò ïîäãðóïï èíäåêñà 2, íå ñîäåðæàùèõ Z(G),
ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðè k+1 = 416 ãðóïïà G{F} = Z(G).HJ êâàçèïðîñòà è ïîýòîìó íå ñîäåðæèò
ïîäãðóïï èíäåêñà 2, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðè k + 1 = 351 ãðóïïà G{F} = Z(G) × U3(3).Z2 ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ
ïîäãðóïïó X èíäåêñà 3, íî ðàíã äåéñòâèÿ G íà G/X ðàâåí 5 (ýòî íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ïðèìåíÿÿ [1] è [7]). Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü åñëè Γ′ � ïðîèçâîëüíîå (k + 1, r′, µ′)-íàêðûòèå, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì òåîðåìû, òî ëþáîå åãî ìèíèìàëüíîå ÷àñòíîå Γ(G,G,K) èçîìîðôíî
íåêîòîðîìó ãðàôó Γ èç ðàññìîòðåííûõ âûøå, â ÷àñòíîñòè, r′µ′ = rµ è r′ äåëèò-
ñÿ íà r. Ïðè ýòîì åñëè ïðîñòîå ÷èñëî t äåëèò r′, òî Γ′ îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì
÷àñòíûì Γ ñ r = t, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè t ≥ 3. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�

Çàìå÷àíèå 1. Ïåðåáîð îðáèòàëüíûõ ãðàôîâ â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 2 è 3
ïðîèçâîäèëñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïàêåòîâ GRAPE [14] è coco2p [11].

Îòêðûòûå âîïðîñû

Â çàêëþ÷åíèå ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî îòêðûòûõ âîïðîñîâ.
1. Ñóùåñòâóþò ëè íåäâóäîëüíûå àáåëåâû (k+1, r, µ)-íàêðûòèÿ ñî ñâîéñòâîì

(∗) ïðè óñëîâèè, ÷òî rk(G̃Σ) = 3 è r ≥ 3 èç çàêëþ÷åíèÿ òåîðåì 2 è 3?
2. Êàê óñòðîåíû íåäâóäîëüíûå àáåëåâû (k + 1, r, µ)-íàêðûòèÿ, ãðóïïà àâòî-

ìîðôèçìîâ êîòîðûõ òðàíçèòèâíà è èíäóöèðóåò ãðóïïó ðàíãà 3 íà àíòèïîäàëü-
íûõ êëàññàõ, â îáùåì ñëó÷àå?
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