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Abstract. In the paper, it is proved that the problem of checking
compatibility of a �nite system of equations over a matroid of rank not
exeeding k is NP-complete for k ⩾ 2. Moreover, it is proved that the
problem of checking compatibility of a �nite system of equations over a
k-uniform matroid is also NP-complete for k ⩾ 2, and the problem of
checking compatibility of a �nite system of equations over a partition
matroid of rank not exeeding k is polynomially solvable for k = 2 and
NP-complete for k ⩾ 3.
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1. Ââåäåíèå

Ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé íàä âåùåñòâåííûìè, êîìïëåêñíûìè, ðàöèîíàëü-
íûìè è öåëûìè ÷èñëàìè ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé
â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîòîðîìó ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå òåîðåòè-
÷åñêèå è ïðàêòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ. Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå
ñ ðåøåíèåì ñèñòåì óðàâíåíèé, ÷àùå âñåãî îêàçûâàþòñÿ ëèáî íåðàçðåøèìû-
ìè, ëèáî ðàçðåøèìûìè, íî âû÷èñëèòåëüíî òðóäíûìè. Èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ
íåðàçðåøèìûõ ïðîáëåì ìîæíî âûäåëèòü ïðîáëåìó ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ
óðàâíåíèé íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë [1]. Ê ÷èñëó ðàçðåøèìûõ ïðîáëåì, èìå-
þùèõ ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü, îòíîñèòñÿ ïðîáëåìà ðåøåíèÿ ñèñòåì ïî-
ëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëÿìè êîìïëåêñíûõ è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë [2]
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è ïðîáëåìà ðåøåíèÿ ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ïîëÿ-
ìè, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà NP-ïîëíîé ïðîáëåìå âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôîð-
ìóë [3].

Â ïîñëåäíèå ãîäû â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé íàä ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ãäå óðàâíåíèÿìè
ÿâëÿþòñÿ àòîìàðíûå ôîðìóëû ÿçûêà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû [4]. È â ðàì-
êàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé òàêæå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò
âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðî-
áëåì. Íàïðèìåð, áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé
íàä êîíå÷íûìè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà [5], èëè ÷òî
ýêçèñòåíöèàëüíàÿ òåîðèÿ êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé,
à óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ ýòîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ co-NP-òðóäíîé [6].

Êðîìå òîãî, ðÿä ðåçóëüòàòîâ áûë ïîëó÷åí è äëÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ è
ìàòðîèäîâ. Âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè óíèâåðñàëüíûõ òåîðèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
ãðàôîâ, êîòîðûå èìåþò òåñíóþ ñâÿçü ñ ðåøåíèåì ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷-
íûìè ãðàôàìè, ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü â [7]. Çàòåì ïðåäëàãàëñÿ àëãîðèòì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ãðàôîì, êîòîðûé
íàõîäèë å¼ îáùåå ðåøåíèå � êîîðäèíàòíûé ãðàô [8]. Â äàëüíåéøåì áûëà ïîä-
ñ÷èòàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà è äîêàçûâàëîñü, ÷òî çà-
äà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä îáûêíîâåííûì
ãðàôîì ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé [9]. Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ìàòðîèäîâ âîïðîñû
àêñèîìàòèçèðóåìîñòè è ðàçðåøèìîñòè èõ óíèâåðñàëüíûõ òåîðèé áûëè ðàññìîò-
ðåíû â [10, 11, 12].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ êîíå÷íûå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä ãðàôà-
ìè è ìàòðîèäàìè. Äîêàçàíî, ÷òî ðàñïîçíàâàòåëüíûé âàðèàíò çàäà÷è î p-ðàñ-
êðàñêå ãðàôà ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûì ïîëíûì p-äîëüíûì ãðàôîì, îòêóäà ñëåäóåò å¼
NP-ïîëíîòà ïðè p ⩾ 3. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòà çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ
ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ çàäà÷è ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä êî-
íå÷íûì ìàòðîèäîì ðàíãà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî k, êîòîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, òîæå
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé ïðè k ⩾ 2. Ïîìèìî ýòîãî, ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à
ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûì k-îäíîðîäíûì ìàò-
ðîèäîì òàêæå NP-ïîëíà ïðè k ⩾ 2, à çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû
óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûì ìàòðîèäîì ðàçáèåíèÿ ðàíãà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî k,
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà ïðè k = 2 è NP-ïîëíà ïðè k ⩾ 3.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïîñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòå-
ìû, ÿçûêè êîòîðûõ íå ñîäåðæàò ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, òî çäåñü è äàëåå
âñå îïðåäåëåíèÿ àäàïòèðîâàíû ïîä ïðåäèêàòíûé ñëó÷àé.

Ìíîæåñòâî TL(X) òåðìîâ ÿçûêà L îò ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà X ñîñòîèò
èç âñåõ ïåðåìåííûõ x ∈ X è âñåõ êîíñòàíò c ∈ C ÿçûêà L. Ìíîæåñòâî AtL(X)
àòîìàðíûõ ôîðìóë ÿçûêà L îò ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà X ñîñòîèò èç âñåõ
ôîðìóë âèäà ti = tj èR(t1, t2, ..., tk), ãäå t1, t2, ..., tk ∈ TL(X), àR(x1, x2, ..., xk)�
ïðåäèêàò ÿçûêà L. Àòîìàðíûå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, à ïðîèç-
âîëüíûå ïîäìíîæåñòâà S ⊆ AtL(X) � ñèñòåìàìè óðàâíåíèé ÿçûêà L.
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Äëÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ è ìàòðîèäîâ ìû ñíà÷àëà âñïîìíèì èõ òðàäèöè-
îííûå îïðåäåëåíèÿ, à çàòåì çàäàäèì ýòè îáúåêòû êàê áåñêîíå÷íûå àëãåáðàè-
÷åñêèå ñèñòåìû.

Ãðàô � ýòî ïàðà G = (V,E), ãäå V � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, íàçûâà-
åìûõ âåðøèíàìè, a E � ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ èç V , íàçûâàåìûõ ð¼áðàìè. Åñëè (u, v) ∈ E, òî âåðøèíû u è v íàçûâàþòñÿ
ñìåæíûìè.

Ãðàô� ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà G = ⟨V,LE⟩, íîñèòåëü êîòîðîé V � íåïó-
ñòîå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî, à ÿçûê LE = ⟨E,=⟩ ñîñòîèò èç áèíàðíîãî
ïðåäèêàòà ñìåæíîñòè âåðøèí è ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà, ïðè÷¼ì ïðåäèêàò ñìåæ-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ èððåôëåêñèâíûì è ñèììåòðè÷íûì, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì:

1) ∀x ¬E(x, x) (èððåôëåêñèâíîñòü);
2) ∀x∀y (E(x, y)→ E(y, x)) (ñèììåòðè÷íîñòü).
Ïîíÿòèå ìàòðîèäà âïåðâûå áûëî ââåäåíî â [13] è îõâàòûâàëî òîëüêî êîíå÷-

íûé ñëó÷àé.
Ìàòðîèä � ýòî ïàðà M = (U, I), ãäå U � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

I � íåïóñòîå ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ (íàçûâàåìûõ íåçàâèñèìûìè), îáëà-
äàþùåå ñâîéñòâàìè:

(I1) åñëè I ∈ I, J ⊆ I, òî J ∈ I (íàñëåäñòâåííîñòü);
(I2) äëÿ ëþáûõ I, J ∈ I òàêèõ, ÷òî |J | = |I|+1, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò j ∈ J \I,

äëÿ êîòîðîãî I ∪ {j} ∈ I (ïîïîëíåíèå).
Ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A ⊆ U íàçûâàþòñÿ

áàçàìè ìíîæåñòâà A. Ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà U
íàçûâàþòñÿ áàçàìè ìàòðîèäà M . Íàïîìíèì, ÷òî â ìàòðîèäå âñå áàçû ëþáî-
ãî ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû. Ðàíãîì r(A) ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòü
ëþáîé áàçû A. ×èñëî r(M) = r(U) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðîèäà M .

Â ëèòåðàòóðå íàðÿäó ñ êîíå÷íûìè ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå áåñêîíå÷íûå ìàò-
ðîèäû. Ïóñòü k ∈ N � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðîèä ðàíãà,
íå ïðåâîñõîäÿùåãî k, � ýòî ïàðà M = (U, I), ãäå U � íåïóñòîå (âîçìîæíî,
áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî, I � íåïóñòîå ñåìåéñòâî åãî íåçàâèñèìûõ ïîäìíî-
æåñòâ, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè íàñëåäñòâåííîñòè, ïîïîëíåíèÿ, à òàêæå ñâîé-
ñòâîì (I3):

(I3) |I| ⩽ k äëÿ âñåõ I ∈ I.
×òîáû îïðåäåëèòü êëàññ ìàòðîèäîâ ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà k ∈ N, â ïðèâå-

ä¼ííîì âûøå îïðåäåëåíèè óñëîâèå (I3) íóæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå (I3′):
(I3′) r(M) = k.
Ìàòðîèä ðàíãà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî k, � ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

M = ⟨U,LIk⟩, ãäå U � íåïóñòîå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî, à ÿçûê
LIk = ⟨I0, I1, ..., Ik,=⟩ ñîñòîèò èç k+1 ïðåäèêàòà íåçàâèñèìîñòè, ìåñòíîñòü êàæ-
äîãî èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ åãî ïîðÿäêîâûì íîìåðîì, è ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà,
ïðè÷¼ì ïðåäèêàòû íåçàâèñèìîñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì íåóïîðÿäî÷åííî-
ñòè è íåïîâòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ, íàñëåäñòâåííîñòè è ïîïîëíåíèÿ:
• ∀x1 ... ∀xn [In(x1, ..., xn) →

∧
π
In(π(x1), ..., π(xn))], ãäå π ïðîáåãàåò ïî âñåì

ïåðåñòàíîâêàì ýëåìåíòîâ x1, ..., xn, n ∈ {1, ..., k};
• ∀x1 ... ∀xn [In(x1, ..., xn)→

∧
i ̸=j

(xi ̸= xj)], n ∈ {1, ..., k};
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• ∀x1 ... ∀xn [(In(x1, ..., xn) → In−1(x2, ..., xn) ∧ In−1(x1, x3, ..., xn) ∧ ... ∧
In−1(x1, ..., xn−1)) ∧ I0], n ∈ {2, ..., k};
• ∀x1 ... ∀xn ∀y1 ... ∀yn+1 [ In(x1, ..., xn) ∧ In+1(y1, ..., yn+1) →∨

i∈{1,...,n+1}
In+1(x1, ..., xn, yi) ], n ∈ {1, ..., k − 1}.

×òîáû îïðåäåëèòü ìàòðîèä ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà k, â ïðèâåä¼ííîå âûøå
îïðåäåëåíèå íóæíî äîáàâèòü åù¼ îäíó àêñèîìó:
• ∃x1 ... ∃xk Ik(x1, ..., xk).
Â äàëüíåéøåì â ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ñè-

ñòåì óðàâíåíèé.
SG � ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿçûêà LE íàä ãðàôîì G. Êàæäàÿ òàêàÿ ñèñòåìà

ñîñòîèò èç óðàâíåíèé âèäà E(xi, xj), E(xi, vj), E(vi, vj), xi = xj , xi = vj , vi = vj .
SM,k � ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿçûêà LIk íàä ìàòðîèäîì M . Êàæäàÿ òàêàÿ ñè-

ñòåìà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé âèäà I0, I1(xi), I1(uj), I2(xi, xj), I2(xi, uj),
I2(ui, uj), ..., Ik(xi1 , xi2 , ..., xik), Ik(xi1 , ..., xik−1

, uj1), ..., Ik(xi1 , uj1 , ..., ujk−1
),

Ik(uj1 , uj2 , ..., ujk), xi = xj , xi = uj , ui = uj .
Îòìåòèì, ÷òî ïðè k1 < k2 äëÿ ëþáîé ñèñòåìû óðàâíåíèé SM,k1

ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà óðàâíåíèé SM,k2

òàêàÿ, ÷òî SM,k1
ñîâïàäàåò ñ SM,k2

.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå ñèñòåìû óðàâíåíèé äèîôàíòîâûõ

ÿçûêîâ, ò. å. òàêèõ ÿçûêîâ, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî êîíñòàíò ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-
ñòâîì ýëåìåíòîâ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

3. Ñîâìåñòíîñòü ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ïîëíûìè ìíîãîäîëüíûìè

ãðàôàìè

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ p-äîëüíûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ìîæíî ðàçáèòü
íà p íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ � äîëåé òàê, ÷òî êàæäîå ðåáðî â G ñîåäè-
íÿåò êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó îäíîé äîëè ñ êàêîé-ëèáî âåðøèíîé äðóãîé äîëè.
Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ïîëíûì p-äîëüíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ p-äîëüíûì ãðàôîì è
ëþáûå åãî äâå âåðøèíû èç ðàçíûõ äîëåé ñìåæíû.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì ñèñòåìû óðàâíåíèé SG, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé
âèäà E(xi, xj), ãðàô H = (VX , EX), â êîòîðîì ìíîæåñòâî âåðøèí VX âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ X, à ìíîæåñòâî ð¼áåð EX

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû SG.

Ëåììà 1. Ñèñòåìà SG, ñîñòîÿùàÿ èç óðàâíåíèé âèäà E(xi, xj), ñîâìåñòíà
íàä ïîëíûì p-äîëüíûì ãðàôîì G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ⩾ q, ãäå q �
ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äîëåé, íà êîòîðûå ìîæíî ðàñïðåäåëèòü âåðøèíû
ãðàôà ñèñòåìû SG.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü. Êàê è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G,
ïåðåìåííûå {xi} ñèñòåìû óðàâíåíèé SG, ïðèíèìàþùèå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ íà ãðàôå G, è óðàâíåíèÿ E(xi, xj) îáðàçóþò ãðàô, èçîìîðôíûé êà-
êîìó-òî ïîäãðàôó ãðàôà G. Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå {xj}, ïðèíèìàþùèå îäèíà-
êîâûå çíà÷åíèÿ íà ãðàôå G, ïîïàäàþò â îäíó äîëþ ãðàôà ñèñòåìû SG. Ñëåäî-
âàòåëüíî, p ⩾ q.

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîëîæèì, ÷òî ïåðåìåííûå {xi}, ïîïàâøèå â îäíó äîëþ
ãðàôà ñèñòåìû óðàâíåíèé SG, ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà ãðàôå G.
Òîãäà äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû SG íàä ãðàôîì G áóäåò
íàëè÷èå â í¼ì êëèêè ðàçìåðà q. Òàê êàê G � ïîëíûé p-äîëüíûé ãðàô, òî
òàêàÿ êëèêà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñóùåñòâóåò ïðè p ⩾ q. □
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Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äîëåé, íà êîòîðûå ìîæíî ðàñïðåäåëèòü âåðøè-
íû ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà, ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó öâåòîâ, â êîòîðîå ìîæ-
íî ðàñêðàñèòü âåðøèíû ãðàôà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå åãî ñìåæíûå âåðøèíû
èìåëè ðàçíûå öâåòà. Äàííàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé.
Ò. å. ïðè îïðåäåëåíèè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä ïîëíûì p-äîëüíûì
ãðàôîì G åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à î ìèíèìàëüíîé ïðàâèëüíîé
ðàñêðàñêå ãðàôà. Ïîýòîìó ëåììó 1 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Ëåììà 2. Ñèñòåìà SG, ñîñòîÿùàÿ èç óðàâíåíèé âèäà E(xi, xj), ñîâìåñòíà
íàä ïîëíûì p-äîëüíûì ãðàôîì G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô ñèñòå-
ìû SG ìîæåò áûòü ïðàâèëüíî ðàñêðàøåí íå áîëåå, ÷åì â p ðàçëè÷íûõ öâå-
òîâ.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé SG íàä êîíå÷íûì ïîëíûì p-äîëüíûì ãðàôîì G ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çà-
äà÷åé ïðè p ⩾ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ê çà-
äà÷å ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SG íàä êîíå÷íûì ïîëíûì
p-äîëüíûì ãðàôîìG ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ êàêàÿ-íèáóäü äðóãàÿNP-ïîëíàÿ
çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ [14], íàïðèìåð, ðàñïîçíàâàòåëüíûé âàðèàíò çàäà÷è î
p-ðàñêðàñêå ãðàôà ïðè p ⩾ 3.
Çàäà÷à î p-ðàñêðàñêå ãðàôà. Äàí n-âåðøèííûé ãðàô H = (V,E) è íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî p ⩽ n. Ìîæíî ëè ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü ãðàô H â p ðàçëè÷íûõ
öâåòîâ?

Ïî ëåììå 2 äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ çàäà÷è î p-ðàñêðàñêå ãðàôà H íóæíî
îïðåäåëèòü, ñîâìåñòíà ëè íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëíûì p-äîëüíûì ãðàôîì G,
íàïðèìåð êëèêîéKp, ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà SG =

{
E(xi, xj)

}
òàêàÿ, ÷òî ãðàô

ñèñòåìû SG èçîìîðôåí ãðàôó H.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SG íàä

êîíå÷íûì ïîëíûì p-äîëüíûì ãðàôîì G ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. □

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé SG íàä êîíå÷íûì ïîëíûì äâóäîëüíûì ãðàôîì G ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìîé [9].

4. Ñîâìåñòíîñòü ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ìàòðîèäàìè ðàíãà, íå

ïðåâîñõîäÿùåãî k

Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì êëàññ ìàòðîèäîâ ðàíãà 2. Äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò äå-
âÿòü âèäîâ óðàâíåíèé èç ìíîæåñòâà ñèñòåì óðàâíåíèé {SM,2}: I0, I1(xi), I1(uj),
I2(xi, xj), I2(xi, uj), I2(ui, uj), xi = xj , xi = uj , ui = uj .

Ïðîèçâîëüíîìó ìàòðîèäó ðàíãà 2 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ãðàô,
ð¼áðà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò 2-ýëåìåíòíûì áàçàì ìàòðîèäà, à èçîëèðîâàí-
íûå âåðøèíû � 1-ýëåìåíòíûì çàâèñèìûì ìíîæåñòâàì ìàòðîèäà. Ðàññìîòðèì
ìàòðîèä M ðàíãà 2, âñå 1-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà êîòîðîãî íåçàâèñèìû è êîòî-
ðîìó ñîîòâåòñòâóåò ãðàô G áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí.

Ïðåäëîæåíèå 1. Â ãðàôå G ëþáàÿ âåðøèíà ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíèì êîíöîì
ëþáîãî ðåáðà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåí-
íî èç àêñèîìû ïîïîëíåíèÿ ìàòðîèäà. □

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññîì
ìàòðîèäîâ ðàíãà 2, âñå 1-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà êîòîðûõ íåçàâèñèìû, è
êëàññîì ïîëíûõ p-äîëüíûõ ãðàôîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì, ÷òî ãðàô G, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðîèäó M
ðàíãà 2, âñå 1-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà êîòîðîãî íåçàâèñèìû, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
p-äîëüíûì ãðàôîì.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 ëþáîé ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðîèäó M , ÿâëÿåò-
ñÿ ñâÿçíûì. Ïîýòîìó âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ìîæíî ðàñïðåäåëèòü íà íåêîòîðîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî äîëåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ áóäåò ñîåäèíåíà ñ äðóãèìè
äîëÿìè õîòÿ áû îäíèì ðåáðîì � èíà÷å ýòó äîëþ íåîáõîäèìî áûëî áû îáúåäè-
íèòü ñ êàêîé-òî äðóãîé.

Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå äîëè ãðàôà G è ñîåäèíÿþùåå èõ ðåáðî. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáå äîëè èìåþò íå ìåíüøå äâóõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåðøèí
ãðàôà. Îáîçíà÷èì èõ u1, u2 è v1, v2 ñîîòâåòñòâåííî, à ñóùåñòâóþùåå ðåáðî �
(u1, v1).

Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 1 âåðøèíû u2 è v2 äîëæíû áûòü ñìåæíû õîòÿ áû
ñ îäíèì êîíöîì ðåáðà (u1, v1), ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ð¼áðà (u2, v1) è
(u1, v2). Íî òîãäà âåðøèíà u2 äîëæíà áûòü ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíèì êîíöîì
ðåáðà (u1, v2), à âåðøèíà v2 � õîòÿ áû ñ îäíèì êîíöîì ðåáðà (u2, v1). Çíà÷èò,
ñóùåñòâóåò òàêæå ðåáðî (u2, v2) (ñì. ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1.

Ñóùåñòâîâàíèå íåîáõîäèìûõ ð¼áåð â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ðàññìàòðèâàåìûõ
äîëåé ãðàôàG ñîäåðæèò ðîâíî îäíó âåðøèíó, äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà ëþáîé èç äîëåé ãðàôà G ñìåæíà ñ êàæäîé âåðøèíîé
ëþáîé äðóãîé åãî äîëè, ò. å. ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì p-äîëüíûì ãðàôîì.

2) Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïîëíîìó p-äîëüíîìó ãðàôóG ñîîòâåòñòâóåò ìàò-
ðîèä M ðàíãà 2, âñå 1-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà êîòîðîãî íåçàâèñèìû, ñëåäóåò
íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäëîæåíèÿ 1. Ôàêòè÷åñêè, ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
èíîé ôîðìóëèðîâêîé àêñèîìû ïîïîëíåíèÿ (I2). □

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé SM,2 íàä êîíå÷íûì ìàòðîèäîì M ðàíãà 2 ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ê çàäà÷å ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SM,2

íàä êîíå÷íûì ìàòðîèäîì M ðàíãà 2 ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ çàäà÷à ïðîâåð-
êè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SG íàä êîíå÷íûì ïîëíûì p-äîëüíûì ãðà-
ôîì G, êîòîðàÿ NP-ïîëíà ïî òåîðåìå 1.
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Â ñèëó ëåììû 3 ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàñ-
ñîì ìàòðîèäîâ ðàíãà 2, âñå 1-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà êîòîðûõ íåçàâèñèìû,
è êëàññîì ïîëíûõ p-äîëüíûõ ãðàôîâ. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòíî-
ñòè íàä ãðàôîì G ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû SG, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé âèäà
E(xi, xj), E(xi, vj), E(vi, vj), xi = xj , xi = vj , vi = vj , äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü,
ñîâìåñòíà ëè íàä ñîîòâåòñòâóþùèì åìó ìàòðîèäîì M ñèñòåìà SM,2, ñîñòîÿ-
ùàÿ èç óðàâíåíèé âèäà I2(xi, xj), I2(xi, vj), I2(vi, vj), xi = xj , xi = vj , vi = vj ,
â êîòîðîé óðàâíåíèÿ I2(ti, tj) è ti = tj èìåþò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèå èì óðàâíåíèÿ E(ti, tj) è ti = tj ñîäåðæàòñÿ â ñèñòåìå SG.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SM,2 íàä
êîíå÷íûì ìàòðîèäîì M ðàíãà 2 ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. □

Ïîñêîëüêó çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SM,2 íàä êî-
íå÷íûì ìàòðîèäîì ðàíãà 2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ïðîâåðêè ñîâ-
ìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SM,k íàä êîíå÷íûì ìàòðîèäîì ðàíãà, íå ïðåâîñ-
õîäÿùåãî k, òî èìååò ìåñòî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.

Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé SM,k íàä êîíå÷íûì ìàòðîèäîì ðàíãà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî k, ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé çàäà÷åé ïðè k ⩾ 2.

5. Ñîâìåñòíîñòü ñèñòåì óðàâíåíèé íàä îäíîðîäíûìè ìàòðîèäàìè

è ìàòðîèäàìè ðàçáèåíèé

Îïðåäåëèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà-
÷è ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè
ìàòðîèäàìè. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé êëàññ ìàòðîèäîâ � êëàññ îäíîðîä-
íûõ ìàòðîèäîâ. Ìàòðîèä íàçûâàåòñÿ k-îäíîðîäíûì, åñëè åãî áàçàìè ÿâëÿþòñÿ
âñå ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ðîâíî k ýëåìåíòîâ. Îäíèì èç ïîäêëàññîâ êëàñ-
ñà êîíå÷íûõ k-îäíîðîäíûõ ìàòðîèäîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ êîíå÷íûõ 2-îäíîðîäíûõ
ìàòðîèäîâ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âñÿêîìó 2-îäíîðîäíîìó ìàòðîèäó íà n ýëåìåí-
òàõ ñîîòâåòñòâóåò êëèêà Kn. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññîì 2-îäíîðîäíûõ ìàòðîèäîâ è êëàññîì âñåõ êëèê.

Òåîðåìà 3. Çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé SM,2 íàä êîíå÷íûì 2-îäíîðîäíûì ìàòðîèäîì M ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé
çàäà÷åé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. Ê çàäà÷å ïðîâåðêè
ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SM,2 íàä êîíå÷íûì 2-îäíîðîäíûì ìàòðîè-
äîì M ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé SG íàä êîíå÷íûì ïîëíûì p-äîëüíûì ãðàôîì G � â äàííîì ñëó÷àå êëè-
êîé Kn, äëÿ êîòîðîé p = n. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé ïî òåîðåìå 1. □

Ïîñêîëüêó çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SM,2 íàä êî-
íå÷íûì 2-îäíîðîäíûì ìàòðîèäîì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ïðîâåðêè
ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SM,k íàä êîíå÷íûì k-îäíîðîäíûì ìàòðîè-
äîì, òî èìååò ìåñòî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3.

Ñëåäñòâèå 2. Çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé SM,k íàä êîíå÷íûì k-îäíîðîäíûì ìàòðîèäîì ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çà-
äà÷åé ïðè k ⩾ 2.
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Â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì êëàññ ìàòðîèäîâ ðàçáèåíèÿ ðàí-
ãà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî k. Ïóñòü P = {U1, U2, ..., Uk} � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà U ,

ò. å.
k⋃

i=1

Ui = U è Ui ∩ Uj = ∅ äëÿ ëþáûõ i ̸= j. Ìíîæåñòâî I ⊆ U ñîäåðæèòñÿ

â IP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |I ∩ Ui| ≤ 1 äëÿ âñåõ i ∈ {1, ..., k}. Òîãäà ïàðà
M = (U, IP ) ÿâëÿåòñÿ ìàòðîèäîì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìàòðîèäîì ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâà U , à IP � ñåìåéñòâî åãî íåçàâèñèìûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ëåììà 4. Êîíå÷íûì ìàòðîèäàì ðàíãà 2, âñå 1-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà êî-
òîðûõ íåçàâèñèìû, âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò êîíå÷íûå ìàòðîèäû
ðàçáèåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3 êîíå÷íûå ìàòðîèäû ðàíãà 2, âñå 1-ýëåìåíòíûå
ìíîæåñòâà êîòîðûõ íåçàâèñèìû, âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò êîíå÷íûì
ïîëíûì ìíîãîäîëüíûì ãðàôàì, ó êîòîðûõ äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå èì 2-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ìàòðî-
èäà íåçàâèñèìî. Ïðè ýòîì ïîëíûì ìíîãîäîëüíûì ãðàôàì âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóþò èõ äîïîëíåíèÿ � ìàòðîèäíûå ãðàôû, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü
âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìàòðîèäàì ðàçáèåíèé. □

Ïðåäëîæåíèå 2. Ìíîæåñòâî {u1, u2} íåçàâèñèìî â ìàòðîèäå ðàçáèåíèÿ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî áóäåò íåçàâèñèìî â ñîîòâåòñòâóþùåì åìó
ìàòðîèäå ðàíãà 2, âñå 1-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà êîòîðîãî íåçàâèñèìû.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ëþáîå k-ýëåìåíòíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìàòðîèäà
ðàçáèåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç åãî 2-ýëåìåíòíûõ íåçàâèñèìûõ ìíî-
æåñòâ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Ik(u1, u2, ..., uk)←→ I2(u1, u2) ∧ I2(u1, u3) ∧ ... ∧ I2(uk−1, uk).

Òåîðåìà 4. Çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé SM,k íàä êîíå÷íûì ìàòðîèäîì ðàçáèåíèÿ M ðàíãà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî k,
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé ïðè k ⩾ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà-
÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé SM,2 íàä ñîîòâåòñòâóþùèì ìàò-
ðîèäó ðàçáèåíèÿ M ìàòðîèäîì ðàíãà 2, âñå 1-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà êîòîðîãî
íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó âñÿêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé SM,2 ñîâïàäàåò ñ êàêîé-òî
ñèñòåìîé SM,k ïðè k ⩾ 3. À òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â ñèëó òåîðå-
ìû 2. □

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìàòðîèä ðàçáèåíèÿ èìååò ðàíã k = 2.

Òåîðåìà 5. Çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé SM,2 íàä êîíå÷íûì ìàòðîèäîì ðàçáèåíèÿ M ðàíãà 2 ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìè-
àëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó ìàòðîèäó ðàçáèåíèÿ M ðàíãà 2 ñî-
îòâåòñòâóåò ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô G. Ïðè ýòîì ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ïðîöåäóðà ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé SG íàä êîíå÷íûì ïîëíûì äâóäîëüíûì ãðàôîì [9].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé SM,2 ìîæíî çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü, ñîâìåñòíà ëè íàä ìàòðîèäîì M å¼ ïîäñèñòå-
ìà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ óðàâíåíèé âèäà I2(xi, xj), I2(xi, uj), I2(ui, uj), xi = xj ,
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xi = uj , ui = uj . Îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû SM,2 èìåþò âèä I0, I1(xi),
I1(uj) è â ñîâîêóïíîñòè ñîâìåñòíû íàä ëþáûì ìàòðîèäîì ðàçáèåíèé M ïî
îïðåäåëåíèþ. □
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