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Abstract. On s-homogeneous metric spaces with measure for Sobolev-
type functions with �smoothness� α ≤ 1 we prove the property s/α-
absolute continuity, in the case when the characteristics that de�ne "smo-
othness" belong to the corresponding Lorentz space.
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Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå âëîæåíèÿ íà øàðå B ⊂ Rn ôóíêöèè èç ïðî-
ñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W 1

p (B) ïðè p > n ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α = 1 − n/p, à ïðè p ≤ n ïðîñòðàíñòâà
ÑîáîëåâàW 1

p (B) ñîäåðæàò ðàçðûâíûå ôóíêöèè. Â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé øêàëû
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ýòîò ðåçóëüòàò íåóëó÷øàåì. Ðàññìàòðèâàÿ èíûå êëàññû
ôóíêöèé ñ îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè, ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òîíêèå ðåçóëü-
òàòû.

Åñëè f ∈ W 1
1, loc(B), à ãðàäèåíò ôóíêöèè f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ëî-

ðåíöà Ln,1(B), òî, ñîãëàñíî ðàáîòå [1], ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ n-àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîé, ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ B(xk, rk) ⊂ B èç óñëîâèÿ∑

k

rnk < δ
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ñëåäóåò ∑
k

(osc
Bk

f)n < ε.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé L∗n(B) =
⋃
p>n

Lp(B). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà Ln,1(B) ðàñïîëîæåíî "ìåæäó" ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà
Ln(B) è ñåìåéñòâîì L∗n(B), ò. å. ïðè p > n âûïîëíÿþòñÿ âëîæåíèÿ

Lp(B) ⊂ Ln,1(B) ⊂ Ln(B).

Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ðàáîòû [1] ìîæíî ñ÷èòàòü óòî÷íåíèåì êëàññè÷åñêîé ñîáî-
ëåâñêîé òåîðåìû âëîæåíèÿ. Óñëîâèå n-àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ÿâëÿåòñÿ äî-
âîëüíî ñèëüíûì, â ÷àñòíîñòè, âñÿêîå n-àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
F : B → Rn îáëàäàåò N-ñâîéñòâîì Ëóçèíà è ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó äèôôåðåí-
öèðóåìûì.

Âïîëíå àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ ñ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèé ñîáî-
ëåâñêîãî òèïà íà îäíîðîäíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ (X, d) ñ s-ðåãóëÿðíîé
ìåðîé µ : åñëè "ìåòðè÷åñêèé àíàëîã ãðàäèåíòà" ôóíêöèè u : X → R ïðèíàäëå-
æèò ïðîñòðàíñòâó Ëîðåíöà Ls,1(X), òî ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ s-àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîé [2]. Â ïàðàãðàôå 3 áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàò ðàáîòû [2] ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì â òîì ñìûñëå, ÷òî â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé øêàëû ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ íàéäåíûå óñëîâèÿ íà ïîêàçàòåëè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Â ïàðàãðàôå 4 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ñî-
áîëåâñêîãî òèïà, èìåþùèõ "ãëàäêîñòü" ìåíüøå åäèíèöû. Äîêàçàòåëüñòâà äëÿ
ïðîñòðàíñòâMα

p,q îñíîâàíû íà ìîäèôèêàöèè ðåçóëüòàòîâ è ìåòîäîâ ðàáîòû [2].
Äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ òèïà ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçî-
âàòü äðóãèå ïîäõîäû.

Â ïàðàãðàôå 5 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ γ-àáñîëþòíîé íåïðåðûâíî-
ñòè äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé, îñöèëëÿöèÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîé
îöåíêå ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ìîäèôèêàöè-
åé åâêëèäîâûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1]. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé â äàííîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü òåõíè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé â ìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå ïî
ñðàâíåíèþ ñ åâêëèäîâûì.

I. Ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà

Ïîñêîëüêó â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû ôóíêöèé, ñâÿçàííûå ñ ïðî-
ñòðàíñòâàìè Ëîðåíöà, òî ìû íà÷í¼ì ñ êðàòêîé èíôîðìàöèè î ïðîñòðàíñòâàõ
Ëîðåíöà Lp,q(X).

Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà X è
µ(X) <∞. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f : X → R îáîçíà÷èì ÷åðåç
ω(λ) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëàãàÿ ïðè λ ≥ 0

ω(λ) = µ({x ∈ X | |f(x)| > λ}),

à ÷åðåç f∗ îáîçíà÷èì íåâîçðàñòàþùóþ ïåðåñòàíîâêó ôóíêöèè f, ïîëàãàÿ ïðè
t > 0

f∗(t) = inf{τ ≥ 0 | ω(τ) ≤ t}.
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Â ñèëó ðàâíîèçìåðèìîñòè ôóíêöèé f è f∗ äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ Lp(X)
ïðè 1 ≤ p <∞ ìû èìååì�

X

|f(x)|pdµ

1/p

=

 µ(X)�

0

(f∗(t))pd t


1/p

. (1)

Ïðè 1 ≤ p, q < ∞ ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà Lp,q(X) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæå-
ñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷åí ôóíêöèîíàë

Λp,q(f) =

q
p

µ(X)�

0

(t1/pf∗(t))q
d t

t


1/q

.

Èíîãäà íàì áóäåò óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå ôóíêöèîíàëà
Λp,q(f) ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Λp,q(f) =

q
p

µ(X)�

0

(t1/pf∗(t))q
d t

t


1/q

=

q ∞�
0

λq−1(ω(λ))q/pdλ

1/q

<∞. (2)

Òîæäåñòâî (2) ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [1] â ïðåäëîæåíèè 2.1. Â êíèãå [3] ïîêàçà-
íî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå èõ äëÿ ïðîñòûõ ôóíêöèé. Â [3] äëÿ ïðîñòûõ
ôóíêöèé ïðèâåäåíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ω(s) è f∗(t), ïîçâîëÿþùèå ëåãêî ïðî-
âåðèòü òîæäåñòâî (2).

Ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà Lp,p(X) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà Lp(X).
Ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîêàçàòåëå p è q1 < q2 âûïîëíÿåòñÿ âëîæåíèå Lp,q1(X) ⊂
Lp,q2(X) è Λp,q2(f) ≤ Λp,q1(f), ò. å. ïðè óâåëè÷åíèè ïîêàçàòåëÿ q ïðîñòðàíñòâî
ñòàíîâèòñÿ áîëåå øèðîêèì [3].

Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî âëîæåíèå â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî r > p, 1 < q, τ < ∞ è ìåðà ìíîæåñòâà X êîíå÷íà. Èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà è ïåðåñ÷èòûâàÿ ïîêàçàòåëè ñòåïåíè, ïîëó÷àåì

Λp,1(f) =
1

p

µ(X)�

0

t1/pf∗(t)
d t

t
=

1

p

µ(X)�

0

(
t1/rf∗(t)

t1/q

)
· t−1+1/q+1/p−1/r dt

≤ 1

p

 µ(X)�

0

(t1/rf∗(t))q
d t

t


1/q

·

 µ(X)�

0

t−1+q(r−p)/(rp(q−1)) dt


1/q′

.

Ïîñêîëüêó q(r − p)/(rp(q − 1)) > 0, òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, Λp,1(f) ≤ C Λr,q(f) è âûïîëíÿþòñÿ âëîæåíèÿ

Lr,1(X) ⊂ Lr,q(X) ⊂ Lp,1(X) ⊂ Lp,τ (X). (3)

Ñèìâîëîì χE áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà
E. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ

Λp,q(χE) = (µ(E))1/p.
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Âîîáùå ãîâîðÿ, Λp,q(f) íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íîðìîé, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå
ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Îäíàêî ïðè p > 1 â ðàáîòå
[3] îïðåäåëåíà íîðìà ||f ||p,q, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îöåíêå

Λp,q(f) ≤ ||f ||p, q ≤
p

p− 1
Λp,q(f),

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà Lp,q(X) áóäåò áàíàõîâûì. Íîðìà
â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, ò. å. èç óñëîâèÿ, ÷òî 0 ≤ f(x) ≤
g(x) âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ||f ||p,q ≤ ||g||p,q. Âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ âìåñòî îöåíêè íîðìû ||f ||p,q ïðîùå ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíóþ îöåíêó
äëÿ ôóíêöèîíàëà Λp,q(f).

Ââåäåíèå â òåîðèþ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà ìîæíî íàéòè â êíèãå [3].

II. Ôóíêöèè ñîáîëåâñêîãî òèïà íà ìåòðè÷åñèõ ïðîñòðàíñòâàõ

Â ðàáîòå [4] Ï. Õàéëàø ïðåäëîæèë ïðîñòîå è âåñüìà óíèâåðñàëüíîå îïðåäå-
ëåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ ñîáîëåâñêîãî òèïà íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñ ìåðîé.

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) ñ çàäàííîé íà í¼ì ðåãóëÿðíîé
áîðåëåâñêîé ìåðîé µ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî µ(X) < ∞, à äèàìåòð ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà êîíå÷åí; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü
diamX = 1.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé µ � èçìåðèìîé ôóíêöèè u : X → R
ôóíêöèþ g : X → [0,∞) áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî µ(E) = 0 è íåðàâåíñòâî

|u(x)− u(y)| ≤ d(x, y)(g(x) + g(y)) (4)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê x, y ∈ X \ E.
Ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé äëÿ ôóíêöèè u îáîçíà÷èì ÷åðåç D(u)

è ïîëîæèì Dp(u) = D(u) ∩ Lp(X) ïðè p ≥ 1.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [4], îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû ñîáîëåâñêîãî òèïà
S1
p(X, d, µ) è M1

p (X, d, µ) óñëîâèÿìè:

S1
p(X, d, µ) = {u : X → R

∣∣Dp(u) 6= ∅},

M1
p (X, d, µ) = {u ∈ Lp(X)

∣∣u ∈ S1
p(X, d, µ)}.

Ïîëóíîðìà â ïðîñòðàíñòâå S1
p(X, d, µ) è íîðìà â ïðîñòðàíñòâå M1

p (X, d, µ)
îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

||u
∣∣S1
p || = inf

g∈Dp(u)
||g
∣∣Lp||, ||u∣∣M1

p || = ||u
∣∣Lp||+ ||u∣∣S1

p ||.

Ïðîñòðàíñòâà M1
p (X, d, µ) ìîæíî ñ÷èòàòü åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïðî-

ñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ ïåðâûìè îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîñêîëüêó â åâ-
êëèäîâûõ îáëàñòÿõ G ⊂ Rn ñ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé (ê ïðèìåðó,
ëèïøèöåâîé) êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W 1

p (G) è ïðîñòðàíñòâî

M1
p (G, | ∗ |,mn),

ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè è ìåðû Ëå-
áåãà, ñîâïàäàþò êàê ìíîæåñòâà ôóíêöèé, à èõ íîðìû ýêâèâàëåíòíû [4].
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Ñâîéñòâà ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ M1
p (X, d, µ) î÷åâèäíûì îáðàçîì çàâèñÿò

îò ñâîéñòâ ìåòðèêè è ìåðû.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîðîäíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà:

ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) áóäåì íàçûâàòü s-îäíîðîäíûì, s > 1,
åñëè ñóùåñòâóþò òàêàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ è òàêèå ïîñòîÿííûå

0 < L1 ≤ L2 <∞,

÷òî äëÿ âñÿêîãî øàðà B(x, r) ⊂ X ïðè r ≤ diamX âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

L1r
s ≤ µ(B(x, r)) ≤ L2r

s.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ìåðû çàìêíóòîãî øàðà B(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r}
âûïîëíÿåòñÿ òàêàÿ æå îöåíêà.

Ñòåïåíü s íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ðåãóëÿðíîñòè ìåðû µ îòíîñèòåëüíî ìåò-
ðèêè d.

Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî s-îäíîðîä-
íûì, åñëè âñÿêèé øàð B ⊂ X ñàì ÿâëÿåòñÿ s-îäíîðîäíûì ìåòðè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì è ïîñòîÿííûå L1, L2 â óñëîâèè s-îäíîðîäíîñòè íå çàâèñÿò îò âûáîðà
øàðà.

Äàëåå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X, d) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
s-îäíîðîäíûì, à ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ s-îäíîðîäíîñòè.

Ñèìâîëîì uE áóäåì îáîçíà÷àòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u íà ìíîæåñòâå E

uE =

 

E

u dµ =
1

µ(E)

�

E

u dµ.

Óñëîâèå s-îäíîðîäíîñòè îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ìå-
ðû µ è ñâîéñòâ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, âïîëíå àíàëîãè÷íûõ ñîîòâåòñòâóþùèì
ñâîéñòâàì, ñâÿçàííûì ñ ìåðîé Ëåáåãà â Rn [5].

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè u ïî÷òè âñå òî÷êè ìíîæå-
ñòâà X ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè Ëåáåãà, â êîòîðûõ

u(x) = lim
r→0

 

B(x,r)

u dµ.

Ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð

M(u)(x) = sup
ρ>0

 

B(x,ρ)

|u|dµ

ïðè p > 1 îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp(X), à ñèëó èíòåðïîëÿöèîííîé
òåîðåìû [3] è â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà Lp,q(X).

Â òåîðåìàõ âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ M1
p (X, d, µ) ïîêàçàòåëü ðåãóëÿðíî-

ñòè s èãðàåò ðîëü �ðàçìåðíîñòè� ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïî àíàëîãèè ñ
åâêëèäîâûì ñëó÷àåì, ïðè p > s âñÿêàÿ ôóíêöèÿ u ∈M1

p (X, d, µ) ýêâèâàëåíòíà
íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ũ, ò. å. ôóíêöèÿ u ìîæåò áûòü ïåðåîïðåäå-
ëåíà íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå
ôóíêöèÿ ũ áóäåò íåïðåðûâíîé [5]. Ïðè p ≤ s ïðîñòðàíñòâî M1

p (X, d, µ) ìîæåò
ñîäåðæàòü ôóíêöèè, èìåþùèå íåóñòðàíèìûå ðàçðûâû. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñò-
íî, ÷òî íà øàðå B ⊂ Rn ïðè p ≤ n ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W 1

p (B) ñîäåðæèò

ðàçðûâíûå ôóíêöèè. Ïðè ýòîì W 1
p (B) = M1

p (B, | ∗ |,mn).
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III. Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ñîáîëåâñêîãî òèïà

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèé ñîáîëåâñêîãî òèïà, ñëåäóåò â èñõîäíîì îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâM1

p (X, d, µ)
çàìåíèòü ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà Lp(X) íà ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà Lp,q(X). Äâó-
õèíäåêñíàÿ øêàëà ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà è ïîç-
âîëÿåò èçó÷àòü áîëåå òîíêèå ñâîéñòâà ôóíêöèé.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé Ï. Õàéëàøà [4] ââåäåì êëàññû ôóíêöèé ñîáîëåâñêîãî
òèïà, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ëîðåíöà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ñîáîëåâñêîãî òè-
ïà S1

p,q(X, d, µ), åñëè äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ g ∈ D(u) ∩
Lp,q(X). Ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó M1

p,q(X, d, µ), åñëè

u ∈ Lp(X) ∩ S1
p,q(X, d, µ).

Ïîëóíîðìà â ïðîñòðàíñòâå S1
p,q(X, d, µ) è íîðìà â ïðîñòðàíñòâå M1

p,q(X, d, µ)
îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

||u
∣∣S1
p,q|| = inf

g∈D(u)
||g
∣∣Lp,q||, ||u∣∣M1

p,q|| = ||u
∣∣Lp||+ ||u∣∣S1

p,q||.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ f : X → R, îïðåäåë¼ííóþ íà ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå (X, d) ñ ìåðîé µ, áóäåì íàçûâàòü γ-àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, åñëè
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñåìåé-
ñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ Bk ⊂ X èç íåðàâåíñòâà∑

k

µ(Bk) < δ

ñëåäóåò, ÷òî ∑
k

(osc
Bk

f)γ < ε.

Åñëè γ < β, òî γ-àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ è β-àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé.

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü (X, d) � ëîêàëüíî s-îäíîðîäíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Òîãäà äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u ∈ M1

s,1(X, d, µ) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ
åé s-àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.1 ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì îòìå÷åííîãî â êîíöå ïðåäûäó-
ùåãî ïàðàãðàôà âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ M1

p (X, d, µ) â ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé, ïîñêîëüêó ïðè âñåõ p > s ìû èìååì

M1
p (X, d, µ) ⊂M1

s,1(X, d, µ) ⊂M1
s (X, d, µ),

÷òî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì âëîæåíèé â øêàëå ïðîñòðàíñòâ
Ëîðåíöà.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàìêàõ øêàëû ïðîñòðàíñòâ M1
p,q(X, d, µ) ðåçóëüòàò

òåîðåìû 3.1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è íåóëó÷øàåìûì.
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I. Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ïîêàçàòåëü àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè, ðàâíûé s,
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì, ò .å. ïðè ëþáîì

0 < λ < s

ïðîñòðàíñòâîM1
s,1(X, d, µ) ñîäåðæèò ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ λ-àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîé.
Ñîãëàñíî öåïî÷êå âëîæåíèé (3) ïðè ëþáîì p > s ìû èìååì

M1
p (X, d, µ) = M1

p,p(X, d, µ) ⊂M1
s,1(X, d, µ).

Ñëåäîâàòåëüíî íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì p > s è ïðîèçâîëü-
íîì 0 < λ < s ïðîñòðàíñòâîM1

p (X, d, µ) ñîäåðæèò ôóíêöèþ, íå ÿâëÿþùóþñÿ λ-
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé. Åñëè ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ λ-àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé,
òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ è γ-àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïðè âñåõ 0 < γ < λ. Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ λ è p äîñòàòî÷íî áëèçêè ê s.

Ïóñòü

s/λ = 1 + 2δ,

ïî s è δ âûáåðåì çíà÷åíèå p òàê, ÷òî

0 < p− s = δ/2.

Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî α òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü îöåíêà

L2 (2α)
s
∞∑
k=1

(1/k)
2s
< µ(X).

Ïîëîæèì

rk = α(1/k)2

è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ B(bk, rk) ⊂ X. Ôèê-
ñèðóåì òî÷êó b1 ∈ X è ðàññìîòðèì øàðû B1 = B(b1, r1) è B∗1 = B(b1, r1 + r2).
Ïîñêîëüêó

µ(B∗1) ≤ µ(B(b1, 2r1)) ≤ L2(2α)s < µ(X),

òî ñóùåñòâóåò òî÷êà b2 ∈ X, íàõîäÿùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëüøå, ÷åì r2 îò
øàðà B1, ò. å. øàðû B1 è B2 = B(b2, r2) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü D2 = B1 ∪B2

è

D∗2 = {x ∈ X
∣∣∣d(x,D2) ≤ r3}.

Ïîñêîëüêó

µ(D∗2) ≤ µ
(
B(b1, r1 + r3) ∪B(b2, r2 + r3)

)
≤ µ

(
B(b1, 2r1) ∪B(b2, 2r2)

)
≤ µ

(
B(b1, 2r1)

)
+ µ

(
B(b2, 2r2)

)
≤ L2(2α)s

(
1 + (1/2)2s

)
< µ(X),

òî ñóùåñòâóåò òî÷êà b3 ∈ X, íàõîäÿùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëüøåì, ÷åì r3 îò
ìíîæåñòâà D2, ïîýòîìó øàð B3 = B(b3, r3) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ øàðàìè B1 è B2.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ
øàðîâ {Bk}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå n øàðîâ óæå ïîñòðîåíû, è ïóñòü

Dn =

n⋃
k=1

Bk, D∗n = {x ∈ X
∣∣∣d(x,Dn) ≤ rn+1}.
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Ïîñêîëüêó

µ(D∗n) ≤ µ

(
n⋃
k=1

B(bk, 2rk)

)
≤ L2 (2α)

s
n∑
k=1

(1/k)
2s
< µ(X),

òî ñóùåñòâóþò òî÷êà bn+1 ∈ X \ D∗n è øàð Bn+1 = B(bn+1, rn+1), êîòîðûé íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ðàíåå ïîñòðîåííûìè øàðàìè B1, . . . Bn.

Ïîëîæèì

ak = (1/k)1/λ

è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé uk : X → R, íîñèòåëè êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâóþùèì øàðàì Bk,

uk(x) =

{
ak

(
1− d(x,bk)

rk

)
, åñëè d(x, bk) ≤ rk,

0, åñëè d(x, bk) ≥ rk.
Îòìåòèì, ÷òî uk(x) ≤ ak.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

gk(x) =

{
ak/rk, åñëè d(x, bk) ≤ rk,
0, åñëè d(x, bk) > rk,

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ôóíêöèè uk.
Äåéñòâèòåëüíî:
i) åñëè x, y ∈ Bk, òî

|uk(x)− uk(y)| = ak
rk
|d(x, bk)− d(y, bk)| ≤ ak

rk
d(x, y) ≤ d(x, y) (gk(x) + gk(y)) ;

ii) åñëè x ∈ Bk è y /∈ Bk, òî

|uk(x)− uk(y)| = ak
rk
|rk − d(x, bk)| ≤ ak

rk
d(x, y) ≤ d(x, y) (gk(x) + gk(y)) ;

iii) åñëè x, y /∈ Bk, òî
|uk(x)− uk(y)| = 0 = d(x, y) (gk(x) + gk(y)) .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

u(x) =

∞∑
k=1

uk(x) è g(x) =

∞∑
k=1

gk(x).

Ïîñêîëüêó íîñèòåëè ôóíêöèé uk íå ïåðåñåêàþòñÿ è íîñèòåëè ôóíêöèé gk íå
ïåðåñåêàþòñÿ, òî u(x) = uk(x), g(x) = gk(x) ïðè x ∈ Bk è u(x) = 0, g(x) = 0

ïðè x /∈
∞⋃
k=1

Bk.

Ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ôóíêöèè u. ×òîáû ýòî äîêàçàòü, ó÷è-
òûâàÿ ïóíêòû i) - iii), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëó÷àé, êîãäà x ∈ Bk, y ∈ Bm.
Ïîñêîëüêó uk(y) = gk(y) = 0 è um(x) = gm(x) = 0, òî

|u(x)− u(y)| = |uk(x)− um(y)| ≤ |uk(x)− uk(y)|+ |um(x)− um(y)|

≤ d(x, y)(gk(x) + gk(y)) + d(x, y)(gm(x) + gm(y)) = d(x, y)(g(x) + g(y)).

Îöåíèì íîðìó ôóíêöèè u â ïðîñòðàíñòâå Lp(X). Ìû èìååì

‖u
∣∣Lp‖p ≤ ∞∑

k=1

�

Bk

up dµ ≤
∞∑
k=1

apk µ(Bk) ≤ C
∞∑
k=1

(
1

k

)2s+p/λ

<∞.
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Òåïåðü îöåíèì íîðìó ôóíêöèè u â ïðîñòðàíñòâå S1
p(X, d, µ). Ó÷èòûâàÿ íåðà-

âåíñòâà
p

λ
− 2p+ 2s >

s

λ
− 2(p− s) = 1 + 2δ − δ = 1 + δ > 1,

ìû ïîëó÷àåì

‖u
∣∣S1
p‖p = ‖g

∣∣Lp‖p =

∞∑
k=1

(
ak
rk

)p
µ(Bk) ≤ C1

∞∑
k=1

(
1

k

)p/λ(
1

k

)−2p(
1

k

)2s

≤ C1

∞∑
k=1

(
1

k

)p/λ−2p+2s

≤ C1

∞∑
k=1

(
1

k

)1+δ

<∞.

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó M1
p (X, d, µ).

Ñóììà ìåð øàðîâ Bk êîíå÷íà
∞∑
k=1

µ(Bk) ≤ L2 α
s
∞∑
k=1

(
1

k

)2s

<∞.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N = N(ε), ÷òî
∞∑
k=N

µ(Bk) < ε.

Ïðè ýòîì
∞∑
k=N

(osc
Bk

u)λ =

∞∑
k=N

aλk =

∞∑
k=N

1

k
=∞.

Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ u ∈ M1
p (X, d, µ) ⊂ M1

s,1(X, d, µ), íî íå ÿâëÿåòñÿ
λ-àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òåîðåìå 3.1 ïîêàçàòåëü àáñî-
ëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ðàâíûé s ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì èç âîçìîæíûõ.

II. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè q > 1 ïðîñòðàíñòâî M1
s,q(X, d, µ) ñîäåðæèò ðàçðûâíûå

ôóíêöèè.
Ïóñòü

a ∈ X, 0 < r < R < diamX.

Ðàññìîòðèì äâà êîíöåíòðè÷åñêèõ øàðàB(a, r), B(a,R) è íåïðåðûâíóþ ôóíê-
öèþ

vr,R(x) =


1, åñëè d(x, a) ≤ r,
ln(R/d(x, a))

ln(R/r)
, åñëè r < d(x, a) < R,

0, åñëè d(x, a) ≥ R.
Ïðèðàùåíèå ôóíêöèè vr,R ðàâíî íóëþ, åñëè d(x, a) = d(y, a), à òàêæå â

ñëó÷àÿõ, êîãäà x, y ∈ B(a, r), ëèáî x, y /∈ B(a,R).

Ðàññìîòðèì òî÷êè x, y ∈ B(a,R) \ B(a, r) è îöåíèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè
vr,R. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü d(x, a) < d(y, a). Âîñïîëüçîâàâøèñü
òåîðåìîé Ëàãðàíæà, ìû ïîëó÷àåì

|vr,R(x)− vr,R(y)| = 1

ln(R/r)
| ln d(y, a)− ln d(x, a)| = 1

ln(R/r)
|d(y, a)− d(x, a)|1

ξ
,

ãäå d(x, a) < ξ < d(y, a), à |d(y, a)− d(x, a)| ≤ d(x, y).
Òàêèì îáðàçîì

|vr,R(x)− vr,R(y)| ≤ d(x, y)
1

ln(R/r)

(
1

d(x, a)
+

1

d(y, a)

)
.
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Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê x è y ìû ïîëó÷àåì
àíàëîãè÷íûå îöåíêè.

Åñëè d(x, a) ≤ r è r < d(y, a) < R, òî

|vr,R(x)− vr,R(y)| =
∣∣∣∣1− ln(R/d(y, a))

ln(R/r)

∣∣∣∣ =
1

ln(R/r)
| ln d(y, a)− ln r|

≤ d(x, y)
1

ln(R/r)

(
1

r
+

1

d(y, a)

)
.

Åñëè r < d(x, a) < R è d(y, a) ≥ R, òî

|vr,R(x)− vr,R(y)| = ln(R/d(x, a))

ln(R/r)
=

1

ln(R/r)
| lnR− ln d(x, a)|

≤ d(x, y)
1

ln(R/r)

(
1

d(x, a)
+

1

R

)
.

Ïðè d(x, a) ≤ r è d(y, a) ≥ R ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

|vr,R(x)− vr,R(y)| ≤ d(x, y)
1

ln(R/r)

(
1

r
+

1

R

)
.

Òåïåðü ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

gr,R(x) =
1

ln(R/r)


1/r, åñëè d(x, a) ≤ r,

1

d(x, a)
, åñëè r < d(x, a) < R,

1/R, åñëè d(x, a) ≥ R,

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ôóíêöèè vr,R.
Îöåíèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè gr,R, ò.å. îöåíèì ìåðó ìíîæåñòâ

{x ∈ X
∣∣gr,R(x) > λ}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ β = min gr,R(x) = (R ln(R/r))−1, τ = max gr,R(x) = (r ln(R/r))−1.
Ó÷èòûâàÿ s-îäíîðîäíîñòü ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d), ïîëó÷àåì

ω(λ) ≤

 µ(X), åñëè 0 < λ < β,
L2(λ ln(R/r))−s, åñëè β ≤ λ ≤ τ,
0, åñëè λ > τ.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2), îöåíèì ôóíêöèîíàë Λs,q(gr,R). Ìû èìååì

(Λs,q(gr,R))
q

= q

∞�

0

λq−1(ω(λ))q/sdλ

= q

β�

0

λq−1(ω(λ))q/sdλ+ q

τ�

β

λq−1(ω(λ))q/sdλ = qI1(r,R) + qI2(r,R).

Îöåíèì êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ïî îòäåëüíîñòè. Ìû èìååì

qI1(r,R) ≤ (µ(X))
q/s

(R ln(R/r))−q.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì R è r, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, qI1(r,R)→ 0.
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Äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà ïîëó÷àåì

qI2(r,R) ≤ qLq/s2 (ln(R/r))−q
τ�

β

dλ

λ

= qL
q/s
2 (ln(R/r))−q

[
ln
(
(r ln(R/r))−1

)
− ln

(
(R ln(R/r))−1

)]
= qL

q/s
2 (ln(R/r))−q ln

(
R ln(R/r)

r ln(R/r)

)
=

qL
q/s
2

(ln(R/r))q−1
.

Ïîñêîëüêó q > 1, òî ïðè ôèêñèðîâàííîì R è r, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, òî

qI2(r,R)→ 0.

Íîðìà ôóíêöèè vr,R â ïðîñòðàíñòâå S1
s,q(X, d, µ) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç íîðìó

äîïóñòèìîé ôóíêöèè gr,R â ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà. Ïðè ýòîì íîðìà ïðîñòðàí-
ñòâà Ëîðåíöà ‖gr,R‖s,q îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàë Λs,q(gr,R). Ïîýòîìó ïðè
ôèêñèðîâàííîì R ìû ïîëó÷àåì

‖vr,R
∣∣S1
s,q(X, d, µ)‖ ≤ ‖gr,R‖s,q ≤ CΛs,q(gr,R)→ 0 ïðè r → 0. (5)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ Bk = B(a,Rk), ãäå Rk = R/2k. Ñî-
ãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5) äëÿ âñÿêîãî Rk ìîæíî íàéòè òàêîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî rk, ÷òî äëÿ ôóíêöèè uk = vrk,Rk áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îöåíêà

‖uk
∣∣S1
s,q(X, d, µ)‖ < 1

2k
.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

u(x) =

∞∑
k=1

uk(x)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó M1
s,q(X, d, µ). Âïîëíå î÷åâèäíî, ÷òî

‖u
∣∣S1
s,q(X, d, µ)‖ ≤

∞∑
k=1

‖uk
∣∣S1
s,q(X, d, µ)‖ <

∞∑
k=1

1

2k
= 1.

Ïðè âñåõ k ∈ N ôóíêöèè uk óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå 0 ≤ uk(x) ≤ 1. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè uk ëåæèò â øàðå B(a,Rk), ïîëó÷àåì

‖u
∣∣Ls(X)‖ ≤

∞∑
k=1

‖uk
∣∣Ls(X)‖ ≤

∞∑
k=1

[
µ(B(a,Rk))

]1/s
≤ L1/s

2 R

∞∑
k=1

1

2k
<∞.

Òàêèì îáðàçîì u ∈M1
s,q(X, d, µ).

Ïðè ýòîì êàæäàÿ ôóíêöèÿ uk = 1 íà øàðå B(a, rk), ïîýòîìó lim
x→a

u(x) =∞,
ò. å. ôóíêöèÿ u èìååò íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ â òî÷êå a.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáîâàíèå q = 1 â òåîðåìå 3.1 îñëàáèòü íåëüçÿ.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u ∈ M1
s,s(X, d, µ) = M1

s (X, d, µ), òî

ïðîñòðàíñòâî M1
s (X, d, µ) ñîäåðæèò ðàçðûâíûå ôóíêöèè.

Áûëî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè q > 1 ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà M1
s,q(X, d, µ)

ìîãóò îêàçàòüñÿ γ-àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè ïðè íåêîòîðîì γ > s. Îäíàêî
ïðèìåð ðàçðûâíîé ôóíêöèè u ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâ M1

s,q(X, d, µ)
ïðè q > 1 ñâîéñòâî àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè òåðÿåòñÿ ïîëíîñòü.
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Ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà M1
s,1(X, d, µ) ïðè γ > s

ñâîéñòâî γ-àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè, êîíå÷íî æå, âûïîëíÿåòñÿ, íî íå ïðåä-
ñòàâëÿåò îñîáîãî èíòåðåñà, ïîñêîëüêó îíî ñëàáåå, ÷åì ñâîéñòâî s-àáñîëþòíîé
íåïðåðûâíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàí-
ñòâà, ôóíêöèè êîòîðûõ îáëàäàþò ñâîéñòâîì γ-àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ïðè
íåêîòîðîì γ > s, è ýòîò ïîêàçàòåëü íåëüçÿ óëó÷øèòü.

IV. Ãåëüäåðîâû êëàññû ôóíêöèé ñîáîëåâñêîãî òèïà

Â ïðîñòðàíñòâàõ M1
p (X, d, µ) è M1

p,q(X, d, µ) âåðõíèé èíäåêñ, ðàâíûé åäè-
íèöå, õàðàêòåðèçóåò �ãëàäêîñòü� ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, è îí ñâÿçàí
ñ îöåíêîé ëèïøèöåâîãî òèïà (4). Íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóÿ îöåíêó (4), ìîæíî
îïðåäåëèòü ãåëüäåðîâû êëàññû ôóíêöèé ñîáîëåâñêîãî òèïà.

Ïðè α ∈ (0, 1) ôóíêöèþ gα áóäåì íàçûâàòü α-äîïóñòèìîé äëÿ äëÿ ôóíê-
öèè u : X → R, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî µ(E) = 0 è
íåðàâåíñòâî

|u(x)− u(y)| ≤ [d(x, y)]α(gα(x) + gα(y)) (5)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê x, y ∈ X \E. Ìíîæåñòâî âñåõ α-äîïóñòèìûõ ôóíê-
öèé äëÿ ôóíêöèè u îáîçíà÷èì ÷åðåç Dα(u).

Ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè u ñîîòâåòñòâóþùèì ãåëüäåðîâûì ïðîñòðàíñòâàì
ñîáîëåâñêîãî òèïà îïðåäåëèì óñëîâèÿìè:
u ∈ Sαp (X, d, µ), åñëè ñóùåñòâóåò α-äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ gα ∈ Dα(u)∩Lp(X);
u ∈Mα

p (X, d, µ), åñëè u ∈ Lp(X) ∩ Sαp (X, d, µ);
u ∈ Sαp,q(X, d, µ), åñëè ñóùåñòâóåò α-äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ gα ∈ Dα(u) ∩

Lp,q(X);
u ∈Mα

p,q(X, d, µ), åñëè u ∈ Lp(X) ∩ Sαp,q(X, d, µ).

Ïðè α ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ dα(x, y) = [d(x, y)]α ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Ëåãêî çàìå-
òèòü, ÷òî

Mα
p (X, d, µ) = M1

p (X, dα, µ), Mα
p,q(X, d, µ) = M1

p,q(X, dα, µ),

ò. å. ãåëüäîðîâû êëàññû îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ìåòðèêè, ñîâïàäàþò ñ êëàññàìè
ôóíêöèé, èìåþùèõ �åäèíè÷íóþ ãëàäêîñòü� îòíîñèòåëüíî ãåëüäåðîâîé ìåòðèêè
dα. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ãåëüäåðîâûõ êëàññîâ ôóíêöèé ïîëó÷åííûå
ðàíåå ðåçóëüòàòû, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïåðåñ÷èòàòü ïîêàçàòåëü îäíîðîäíîñòè
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî íîâîé ãåëüäåðîâîé ìåòðèêè.

Çàìå÷àíèå. Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå B(x, r) äëÿ øàðà â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå (X, d), à äëÿ øàðà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè dα áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå Bα(x, r). Ïîñêîëüêó

Bα(x, r) = B(x, r1/α),

òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, dα) ÿâëÿåòñÿ s/α-îäíîðîäíûì.

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå è òåîðåìó 3.1, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü (X, d) � ëîêàëüíî s-ðåãóëÿðíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Òîãäà äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u ∈Mα

s/α,1(X, d, µ) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ

åé s/α-àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïðè ó÷¼òå s/α-îäíîðîäíîñòè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, dα) óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû 4.1 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.1 è ñîâïà-
äåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Mα

s/α,1(X, d, µ) è M1
s/α,1(X, dα, µ).

Ïðè q > 1 ïðîñòðàíñòâî Mα
s/α,q(X, d, µ) ñîäåðæèò ðàçðûâíûå ôóíêöèè.

Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Mα
p (X, d, µ), áûòü ìîæåò, íå ñîâñåì ïðèâû÷-

íû, íî ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè èìåþò ïðîñòîå îïðåäåëåíèå, è ïîëó÷åííûå äëÿ
íèõ ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ âåñüìà óíèâåðñàëüíûìè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêèå
êëàññû ôóíêöèé ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå îöåíêè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ Ñîáîëåâà è äðóãèõ êëàññîâ ôóíêöèé ñ �îáîùåííîé ãëàäêîñòüþ� â îá-
ëàñòÿõ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn [6].

ÏðîñòðàíñòâàMα
p (X, d, µ) áëèçêè ê ïðîñòðàíñòâàì Áåñîâà Bαp,p(X, d, µ). Ðàç-

ëè÷íûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà Bαp,q(F, µ) íà îäíîðîäíûõ ïîäìíîæåñòâàõ
F åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn ðàññìàòðèâàëèñü â êíèãå [7]. Ïðè q = p äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Bαp,p ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðèâû÷íîå óñëîâèå
â òåðìèíàõ êîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà.

Íà îäíîðîäíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè u ïðî-
ñòðàíñòâó Áåñîâà Bαp,p(X, d, µ) ïðè α ∈ (0, 1), 1 ≤ p <∞ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: u ∈ Lp(X) è

�

X

�

X

|u(x)− u(y)|p

d(x, y)s+αp
dµ(x)dµ(y) <∞. (6)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ

Bαp,p(X, d, µ) ⊂Mα
p (X, d, µ) ⊂ Bα−εp,p (X, d, µ). (7)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ âëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ìîäèôèêàöèåé äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû 4 ðàáîòû [8], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü àíàëîãè÷íûå âëî-
æåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè ïðè α = 1− 1/p.

Ïóñòü u ∈ Bαp,p(X, d, µ), x ∈ X. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ gα ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gα(x) = sup
Br

[
|u(x)− uBr |

rα

]
,

ãäå Br � ïðîèçâîëüíûé øàð ðàäèóñà r ≤ diamX, ñîäåðæàùèé òî÷êó x. Îòìå-
òèì, ÷òî µ(Br) ≥ L1r

s.
Ïóñòü x, y ∈ X, ρ ≤ 2d(x, y) è øàð Bρ ñîäåðæèò òî÷êè x, y. Îöåíèì ïðèðà-

ùåíèå ôóíêöèè u

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− uBρ|+ |u(y)− uBρ|

≤ 2αd(x, y)α
( |u(x)− uBρ |

ρα
+
|u(y)− uBρ |

ρα

)
≤ d(x, y)α (2αgα(x) + 2αgα(y)) .

(8)
Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ 2αgα ÿâëÿåòñÿ α-äîïóñòèìîé äëÿ ôóíêöèè u, îñòà-

ëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ gα ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lp(X). Ïóñòü çíà-
÷åíèå r òàêîâî, ÷òî

gα(x) ≤ 2

[
|u(x)− uBr |

rα

]
.
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Ïîñêîëüêó

u(x)− uBr
rα

≤ 1

rα

 

Br

|u(x)− u(y)|dµ(y) ≤ 1

rα

 
Br

|u(x)− u(y)|pdµ(y)

1/p

≤ C

�
Br

|u(x)− u(y)|p

d(x, y)s+αp
dµ(y)

1/p

≤ C

�
X

|u(x)− u(y)|p

d(x, y)s+αp
dµ(y)

1/p

, (9)

òî ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè gα ïðîñòðàíñòâó Lp(X) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëî-
âèÿ (6). Òàêèì îáðàçîì

Bαp,p(X, d, µ) ⊂Mα
p (X, d, µ).

Âòîðîå âëîæåíèå â (7) äîêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî. Ïóñòü x ∈ X è rk =
2−kdiamX. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ Bk = B(x, rk) (B0 = X) è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâDk = Bk\Bk+1, µ(Dk) ≤ µ(Bk) ≤ L2r

s
k. Çàìåòèì,

÷òî ïðè ε > 0

�

X

dµ(y)

d(x, y)s−ε
=

∞∑
k=0

�

Dk

dµ(y)

d(x, y)s−ε
≤ C

∞∑
k=0

r
(ε−s)
k µ(Dk) ≤ C1

∞∑
k=0

rεk = Cε <∞.

Ïóñòü β < α, (α − β)p = ε, u ∈ Mα
p (X, d, µ) è ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ α-

äîïóñòèìîé äëÿ u. Òîãäà�

X

�

X

|u(x)− u(y)|p

d(x, y)s+βp
dµ(x)dµ(y) ≤ C

�

X

�

X

gpα(x) + gpα(y)

d(x, y)s−(α−β)p
dµ(x)dµ(y)

= 2C

�

X

�
X

dµ(y)

d(x, y)s−(α−β)p

 gpα(x)dµ(x) = C̃

�

X

gpα(x)dµ(x) <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî Mα
p (X, d, µ) ⊂ Bβp,p(X, d, µ).

Èç âëîæåíèé (7) è (3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè p > s/α

Bαp,p(X, d, µ) ⊂Mα
p (X, d, µ) ⊂Mα

s/α,1(X, d, µ).

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, ïðè p > s/α âñÿêàÿ ôóíêöèÿ u èç ïðîñòðàíñòâà
Bαp,p(X, d, µ) ýêâèâàëåíòíà s/α-àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 ïðîñòðàíñòâî Bα−εs/α,s/α(X, d, µ) ñî-

äåðæèò ðàçðûâíûå ôóíêöèè. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.2. ïðîñòðàíñòâî

M1
s/α(X, dα, µ)

ñîäåðæèò ðàçðûâíûå ôóíêöèè, à ñîãëàñíî âêëþ÷åíèþ (7) ìû èìååì

M1
s/α(X, dα, µ) = Mα

s/α(X, d, µ) ⊂ Bα−εs/α,s/α(X, d, µ).

Ìåòðè÷åñêèé àíàëîã ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà Bαp,q ïðè α ∈ (0, 1) è q 6= p, ñëå-
äóÿ ôîðìóëèðîâêå êíèãè [7] äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíûõ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà Rn, îïðåäåëèì óñëîâèåì: ôóíêöèÿ u : X → R ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó Bαp,q(X, d, µ), åñëè u ∈ Lp(X) è
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 ∞∑
k=0

2k(s+αp)
�

d(x,y)<2−k

|u(x)− u(y)|pdµ(x)dµ(y)


q/p

1/q

<∞

Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðîñòðàíñòâî Bαs/α,1(X, d, µ) ñ íîð-
ìîé

‖u
∣∣Bαs/α,1(X, d, µ)‖ = ‖u

∣∣Ls/α(X)‖

+

∞∑
k=0

22ks
�

d(x,y)<2−k

|u(x)− u(y)|s/αdµ(x)dµ(y)


α/s

.

Ïóñòü ôóíêöèÿ u ∈ Bαs/α,1(X, d, µ). Ðàññìîòðèì øàð B = B(x,R) ⊂ X, ãäå

R = 2−m äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N, è òî÷êó z ∈ B, ÿâëÿþùóþñÿ òî÷êîé Ëåáå-
ãà ôóíêöèè u. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå D(z, r) = B ∩ B(z, r). Óñëîâèå ëîêàëüíîé
s-îäíîðîäíîñòè îáåñïå÷èâàåò ïðè r ≤ 2R äâóõñòîðîííþþ îöåíêó ìåðû ìíîæå-
ñòâà D(z, r)

L∗1r
s ≤ µ(D(z, r)) ≤ L∗2rs.

Ïîëîæèì rk = R/2k−1 è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Dk =
D(z, rk). Îòìåòèì, ÷òî D0 = B. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Dk îáðàçóþò ðåãóëÿðíîå
ñåìåéñòâî (µ(Dk) ∼ rsk), òî

lim
k→∞

uDk = u(z).

Ïîëó÷èì îöåíêó îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u â òî÷êå z îò ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ ïî øàðó B

|u(z)− uB | =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(uDk − uDk+1
)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=0

∣∣∣∣∣∣∣uDk −
1

µ(Dk+1)

�

Dk+1

u(x) dµ

∣∣∣∣∣∣∣
≤
∞∑
k=0

1

µ(Dk+1)

�

Dk+1

|u(x)− uDk | dµ ≤
∞∑
k=0

µ(Dk)

µ(Dk+1)
· 1

µ(Dk)

�

Dk

|u(x)− uDk | dµ

≤ C1

∞∑
k=0

 

Dk

|u(x)− uDk | dµ. (10)

Ó÷èòûâàÿ,÷òî rk = 2−(k+m), ïðîäîëæèì îöåíêó 

Dk

|u(x)− uDk | dµ ≤
 

Dk

 

Dk

|u(x)− u(y)| dµ(x)dµ(y)

≤

 

Dk

 

Dk

|u(x)− u(y)|s/α dµ(x)dµ(y)

α/s
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≤ C2

22s(k+m)

�

d(x,y)<2−(k+m)

|u(x)− u(y)|s/α dµ(x)dµ(y)


α/s

.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå k +m = n, ïîëó÷àåì

|u(z)− uB | ≤ C
∞∑
k=0

22s(k+m)

�

d(x,y)<2−(k+m)

|u(x)− u(y)|s/αdµ(x)dµ(y)


α/s

= C

∞∑
n=m

22sn
�

d(x,y)<2−n

|u(x)− u(y)|s/αdµ(x)dµ(y)


α/s

= ∆m.

Ýòà îöåíêà çàâèñèò ëèøü îò âåëè÷èíû ðàäèóñà øàðà B è íå çàâèñèò îò
âûáîðà òî÷êè z ∈ B. Ïîñêîëüêó ðÿä ñõîäèòñÿ, òî åãî îñòàòîê ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
ò. å. ∆m → 0 ïðè m→∞. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîé íîìåð mε, ÷òî ∆mε < ε/2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç XL ìíîæåñòâî òî÷åê Ëåáåãà ôóíêöèè u, µ(X \ XL) = 0.
Åñëè x, y ∈ XL è d(x, y) < 2−mε , òî òî÷êè x, y ëåæàò â øàðå Bε = B(x, 2−mε) è
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− uBε |+ |u(y)− uBε | ≤ 2∆mε < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå
XL. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, îíî íå ñîäåðæèò èçî-
ëèðîâàííûõ òî÷åê. Ïîñêîëüêó X = XL, òî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà XL

ôóíêöèÿ u ìîæåò áûòü äîîïðåäåëåíà ïî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà
X \XL.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.2. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âñÿêîé ôóíêöèè u ∈ Bαs/α,1(X, d, µ)

ñîäåðæèò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

Óñëîâèÿ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ
êëàññîâ òèïà ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà, ñâÿçàííûõ ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ëîðåíöà.

Ôóíêöèè u : X → R ñîïîñòàâèì ôóíêöèþ

hu,α,p(x) =

�
X

|u(x)− u(y)|p

d(x, y)s+αp
dµ(y)

1/p

.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (6) ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ÁåñîâàBαp,p(X, d, µ)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ hu,α,p ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ëåáåãà
Lp(X).

Ðàññìîòðèì áàíàõîâî ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî F(X) è ñâÿçàííûé ñ
íèì íîâûé êëàññ ôóíêöèé, ïîëàãàÿ

Bαp,F (X, d, µ) = {u ∈ Lp(X)
∣∣hu,α,p ∈ F(X)}.

Ôóíêöèîíàë

‖u
∣∣Bαp,F‖ = ‖u

∣∣Lp(X)‖+ ‖hu,α,p
∣∣F(X)‖

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â Bαp,F .
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Â ñëó÷àå, êîãäà F(X) = Lq(X), âìåñòî Bαp,Lq ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-

çíà÷åíèå Bαp,q. Â ñëó÷àå, êîãäà F(X) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ëîðåíöà Lr,q(X),
âìåñòî Bαp,Lr,q ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Bαp,(r,q).

Ïóñòü

v(x, y) =
|u(x)− u(y)|
d(x, y)α+s/p

,

òîãäà

‖u
∣∣Bαp,(r,q)‖ = ‖u

∣∣Lp‖+ ‖ ‖v(x, y)
∣∣Lp|‖ ∣∣Lr,q‖.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà Lp è Lr,q áàíàõîâû, òî è ïðîñòðàíñòâî Bαp,(r,q) ÿâëÿåòñÿ
áàíàõîâûì.

Ïðè q = p ïðîñòðàíñòâî Bαp,p(X, d, µ) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Áåñîâà
Bαp,p(X, d, µ). Ïðè q 6= p ïðîñòðàíñòâà Bαp,q è Bαp,q îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.
Ïîñêîëüêó ìåðà ìíîæåñòâà X êîíå÷íà, òî ïðè q > p ïðîñòðàíñòâî Lq(X) âëî-
æåíî â Lp(X) è, êàê ñëåäñòâèå, Bαp,q(X, d, µ) ⊂ Bαp,p(X, d, µ). Ïðè ýòîì äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ Áåñîâà âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå âëîæåíèå

Bαp,q(X, d, µ) ⊃ Bαp,p(X, d, µ).

Ïðè q < p âûïîëíÿþòñÿ âëîæåíèÿ

Bαp,q(X, d, µ) ⊂ Bαp,p(X, d, µ) = Bαp,p(X, d, µ) ⊂ Bαp,q(X, d, µ).

Åñëè ôóíêöèÿ u ∈ Bαp,(p,q)(X, d, µ), òî hu,α,p ∈ Lp,q(X, d, µ), à èç îöåíîê (8)

è (9) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ hu,α,p ÿâëÿåòñÿ α-äîïóñòèìîé äëÿ ôóíêöèè u. Ñëå-
äîâàòåëüíî

Bαp,(p,q)(X, d, µ) ⊂Mα
p,q(X, d, µ).

Òåîðåìà 4.3. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âñÿêîé ôóíêöèè u ∈ Bαs/α,(s/α,1)(X, d, µ)

ñîäåðæèò s/α-àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 4.1 è âëî-
æåíèÿ

Bαs/α,(s/α,1)(X, d, µ) ⊂Mα
s/α,1(X, d, µ).

Ïóñòü 0 < β < α, 1 < λ < min(p, q), λ(α− β) = ε, 1 ≤ ω <∞. Ïîêàæåì, ÷òî

Mα
p,q(X, d, µ) ⊂ Bβλ,(p,q)(X, d, µ).
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Åñëè ôóíêöèÿ u ∈ Mα
p,q(X, d, µ), òî α-äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ gα ∈ Lp,q(X).

Ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ôóíêöèè hu,β,λ. Ìû èìååì

hu,β,λ(x) =

�
X

|u(x)− u(y)|λ

d(x, y)s+βλ
dµ(y)

1/λ

≤

�
X

d(x, y)αλ(gα(x) + gα(y))λ

d(x, y)s+βλ
dµ(y)

1/λ

≤ gα(x)

�
X

dµ(y)

d(x, y)s−ε

1/λ

+

�
X

gλα(y) dµ(y)

d(x, y)s−ε

1/λ

≤ Cgα(x) +

�
X

gλα(y) dµ(y)

d(x, y)s−ε

1/λ

. (11)

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâ Ëî-
ðåíöà, ñâÿçàííîå ñ âîçâåäåíèåì ôóíêöèè â ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü. Ïóñòü
f ∈ Lp,q(X), 0 < γ < min(p, q) è h = |f |γ . Ñðàâíèì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé f è h

ωh(τ) = µ({x ∈ X | |f(x)|γ > τ}) = µ({x ∈ X | |f(x)| > τ1/γ}) = ωf (τ1/γ).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2), âûðàçèì ôóíêöèîíàë Λp/γ,q/γ(h) ÷åðåç ôóíêöèîíàë
Λp,q(f). Ìû èìååì

Λp/γ,q/γ(h) =

q/γ ∞�
0

τ−1+q/γ(ωh(τ))q/pdτ

γ/q

=

q/λ ∞�
0

τ−1+q/γ(ωf (τ1/γ))q/pdτ

γ/q

=

q/γ ∞�
0

tq−γ(ωf (t))q/pλtλ−1dt

γ/q

=

q ∞�
0

tq−1(ωf (t))q/pdt

γ/q

= Λγp,q(f) <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ h ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ëîðåíöà Lp/γ,q/γ(X).
Òåïåðü îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (11). Îáîçíà÷èì äèàìåòð X ñèìâîëîì d è

ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ Bk = B(x, rk), ãäå rk = 2−kd. Ïîëîæèì
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Dk = Bk \Bk+1, òîãäà�
X

gλα(y) dµ(y)

d(x, y)s−ε

1/λ

=

 ∞∑
k=0

�

Dk

gλα(y) dµ(y)

d(x, y)s−ε

1/λ

≤

 ∞∑
k=0

Crε−sk

�

Dk

gλα(y) dµ(y)

1/λ

≤

 ∞∑
k=0

C1r
ε
k

 

Bk

gλα(y) dµ(y)

1/λ

≤ C2 d
ε/λ (M(gλα))1/λ.

Ïîñêîëüêó p/λ > 1, òî ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå
Ëîðåíöà Lp/λ,q/λ(X), ïîýòîìó (M(gλα))1/λ ∈ Lp,q(X). Ñîãëàñíî îöåíêå (11)

hu,β,λ ∈ Lp,q(X), à ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Bβλ,(p,q)(X, d, µ).

V. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå γ-àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u : X → R óäîâëåòâîðÿåò (γ,B)-óñëîâèþ ñ
âåñîì h ∈ L1(X), åñëè äëÿ âñÿêîãî øàðà B ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

(osc
B

u)γ ≤
�

B

hdµ.

Âïîëíå î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà êàê
ôóíêöèè ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ γ-àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè u, óäîâëå-
òâîðÿþùåé (γ,B)-óñëîâèþ.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå âåñîâûõ ôóíêöèé äëÿ êëàññîâ ñîáîëåâ-
ñêîãî òèïà, ñâÿçàííûõ ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ëîðåíöà.

Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åí ñïåöèàëüíîãî âèäà êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè
ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîñòðàíñòâó Ëîðåíöà.

Ëåììà 5.1 ([1]).
Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1. f ∈ Lp,q(X);
2. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ íåâîçðàñòàþùàÿ íà (0,∞) ôóíêöèÿ ϕ,

÷òî
∞�

0

sq−1ϕq/p(s)ds <∞,
�

f>0

fq(x)[ϕ(f(x))]
q
p−1dµ <∞.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ åù¼ îäíà ïðîñòàÿ îöåíêà: äëÿ âñÿêîãî øàðà B(x,R) ⊂ X
âûïîëíÿåòñÿ �

B(x,R)

dµ(y)

d(x, y)s−α
≤ C0R

α. (12)
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè rk = R/2k è Bk = B(x, rk), òî, ó÷èòûâàÿ îöåíêó ìåðû
øàðà ÷åðåç ðàäèóñ, ïîëó÷àåì

�

B(x,R)

dµ(y)

d(x, y)s−α
=

∞∑
k=0

�

Bk\Bk+1

dµ(y)

d(x, y)s−α
≤
∞∑
k=0

�

Bk\Bk+1

dµ(y)

rs−αk+1

≤ C
∞∑
k=0

µ(Bk)

rs−αk+1

≤ C1

∞∑
k=0

L2(R/2k)s

(R/2k+1)s−α
≤ C2R

α
∞∑
k=0

2−kα = C0R
α.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì àíàëîãîì èíòåãðàëüíîãî íåðà-
âåíñòâà, äîêàçàííîãî â åâêëèäîâîì ñëó÷àå â òåîðåìå 3.1 [1] äëÿ ïîêàçàòåëÿ
α = 1.

Ëåììà 5.2. Åñëè α ∈ (0, 1], íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g ∈ Ls/α,1(X) è
íåâîçðàñòàþùàÿ íà (0,∞) ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò ïóíêòó 2
ëåììû 5.1, òî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ X è âñåõ øàðîâ B ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà�
B

g(y)dµ(y)

d(x, y)s−α

s/α

≤ (1 + C0)
s/α

 ∞�

0

ϕα/s(t)dt

 s
α−1 �

B

g(y)[ϕ(g(y))]
α
s−1dµ(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè áîëüøå íóëÿ, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.

Ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ X è øàð B ⊂ X. Ïóñòü

I1 =

�

B

g(y)[ϕ(g(y))]
α
s−1dµ(y)

è

I2 =

∞�

0

ϕα/s(t)dt.

Âûáåðåì òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî h <∞, ÷òî

h ≤
�

B

g(y)dµ(y)

d(x, y)s−α

è ïîëîæèì

λ =
1

h

(
I1
I2

)1/s

.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E = {(y, t) ∈ B ×R
∣∣0 < t < g(y)}. Çàìåòèì, ÷òî�

B

g(y)dµ(y)

d(x, y)s−α
=

�

E

d(x, y)α−sdtdµ(y).

Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî E íà äâà ïîäìíîæåñòâà

E1 = {(y, t) ∈ B ×R
∣∣d(x, y) ≥ hλ[ϕ(t)]1/s} è E2 = E \ E1.

Îöåíèì èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó E1. Â ñèëó íåâîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè ϕ, íà E1

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d(x, y) ≥ hλ[ϕ(t)]1/s ≥ hλ[ϕ(g(y))]1/s.
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Ïîýòîìó�

E1

d(x, y)α−sdtdµ(y)

≤ hα−sλα−s
�

B

g(y)[ϕ(g(y))]
α
s−1dµ(y) = hα−sλα−sI1 = I

α/s
1 I

1−αs
2 . (13)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå r(t) = hλ[ϕ(g(y))]1/s. Òî÷êà (y, t) ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó E2, åñëè y ∈ B(x, r(t)). Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (12), ïîëó÷àåì

�

E2

d(x, y)α−sdtdµ(y) ≤
∞�

0

 �

B(x,r(t))

d(x, y)α−sdµ(y)

 dt ≤ C0

∞�

0

[r(t)]αdt

=C0h
αλα

∞�
0

[ϕ(t)]α/sdt = C0h
αλαI2 = C0I

α/s
1 I

1−αs
2 . (14)

Ñêëàäûâàÿ îöåíêè (13) è (14), ïîëó÷àåì

�

B

g(y)dµ(y)

d(x, y)s−α
≤ (1 + C0)

 ∞�

0

ϕα/s(t)dt

1−αs �
B

g(y)[ϕ(g(y))]
α
s−1dµ(y)

α/s

.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòà¼òñÿ âîçâåñòè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â
ñòåïåíü s/α. �

Ëåììà 5.3. Ïóñòü α ∈ (0, 1], à ôóíêöèÿ g ∈ Ls/α,1(X). Åñëè ôóíêöèÿ
u : X → R òàêîâà, ÷òî äëÿ âñÿêîãî øàðà B(a, r) ⊂ X è äëÿ âñÿêîé òî÷êè
z ∈ B(a, r), ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè u, âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|u(z)− uB(a,r)| ≤ C
�

B(a,r)

g(y)dµ(y)

d(z, y)s−α
,

òî ôóíêöèÿ u ýêâèâàëåíòíà s/α-àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

ũ(x) = lim
ρ→0

 

B(x,ρ)

u dµ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëîì XL îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî òî÷åê
Ëåáåãà ôóíêöèè u. Ïóñòü z1, z2 ∈ XL ∩ B(a, r), òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììû 5.1
è 5.2, ïîëó÷àåì

|u(z1)− u(z2)| ≤ |u(z1)− uB(a,r)|+ |u(z1)− uB(a,r)|

≤ C

 �

B(a,r)

g(y)dµ(y)

d(z1, y)s−α
+

�

B(a,r)

g(y)dµ(y)

d(z2, y)s−α



≤ C1

 �

B(a,r)

g(y)[ϕ(g(y))]
α
s−1dµ(y)


α/s

, (15)
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ãäå ïîñòîÿííàÿ C1 íå çàâèñèò íè îò âûáîðà øàðà B(a, r) ⊂ X íè îò âûáîðà
òî÷åê z1, z2 ∈ XL ∩B(a, r).

Ïîñêîëüêó µ(B(x, r)) ∼ rs → 0 ïðè r → 0, òî ñëåäñòâèåì àáñîëþòíîé íåïðå-
ðûâíîñòè èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè u íà ìíî-
æåñòâå XL. Ïîñêîëüêó X = XL, òî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà XL ôóíêöèÿ u
ìîæåò áûòü äîîïðåäåëåíà ïî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà X \XL. Ïîëó-
÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ũ âñþäó â X ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì
ñðåäíèõ çíà÷åíèÿ, ò. å.

ũ(x) = lim
ρ→0

 

B(x,ρ)

ũ dµ = lim
ρ→0

 

B(x,ρ)

u dµ.

.
Èç îöåíêè (15) ñëåäóåò, ÷òî

(
osc
B(a,r)

ũ

)s/α
≤ C2

�

B(a,r)

g(y)[ϕ(g(y))]
α
s−1dµ(y).

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ ũ óäîâëåòâîðÿåò (s/α,B)-óñëîâèþ è ÿâëÿåòñÿ s/α-
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé. �

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü íîâîå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî s/α-àáñîëþòíîé
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Mα

s/α,1(X, d, µ) ïðè α ∈ (0, 1].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u ∈ Mα
s/α,1(X, d, µ), øàð B = B(x,R) ⊂ X (R ≤

diamX) è òî÷êó z ∈ B, ÿâëÿþùóþñÿ òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè u. Ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå D(z, r) = B∩B(z, r). Óñëîâèå ëîêàëüíîé s-îäíîðîäíîñòè îáåñïå÷èâàåò
ïðè r ≤ 2R äâóõñòîðîííþþ îöåíêó ìåðû ìíîæåñòâà D(z, r)

L1r
s ≤ µ(D(z, r)) ≤ L2r

s.

Åñëè ôóíêöèÿ u ∈ Mα
s/α,1(X, d, µ), òî, èíòåãðèðóÿ äâàæäû ïî ìíîæåñòâó

D(z, r) íåðàâåíñòâî (5) è ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà
â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà è Ëîðåíöà ïðè p > 1, ïîëó÷àåì íóæíóþ íàì ôîðìó
íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå

 

D(z,r)

|u(x)− uD(z,r)| dµ ≤ rα
 

D(z,r)

h(x) dµ, (16)

ãäå h(x) = C (g(x) +M(g)(x)) ∈ Ls/α,1(X).

Ïîëîæèì rk = R/2k−1 è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Dk =
D(z, rk). Îòìåòèì, ÷òî D0 = B. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Dk îáðàçóþò ðåãóëÿðíîå
ñåìåéñòâî (µ(Dk) ∼ rsk), òî

lim
k→∞

uDk = u(z).
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Èñïîëüçóÿ îöåíêó (10) è íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå (16), ïîëó÷èì îöåíêó îòêëî-
íåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u â òî÷êå z îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïî øàðó B

|u(z)− uB | = C1

∞∑
k=0

 

Dk

|u(x)− uDk | dµ

≤ C2

∞∑
k=0

rαk

 

Dk

h(x) dµ ≤ C3

∞∑
k=0

rα−sk

�

Dk

h(x) dµ. (17)

Ïîñêîëüêó äëÿ ìåðû ìíîæåñòâà Dk èìååòñÿ äâóõñòîðîííÿÿ îöåíêà ÷åðåç r
s
k,

òî ïðè 0 < t < µ(Dk) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

rα−sk ≤ C4t
α
s−1.

Ïóñòü hk(x) = (h · χDk)(x). Î÷åâèäíî, ÷òî h∗k(t) ≤ h∗(t). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ôóíêöèÿ h ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ëîðåíöà Ls/α,1(X) è µ(Dk) → 0 ïðè
k →∞, ïîëó÷àåì

lim
k→∞

rm
α−s

�

Dk

h(x) dµ = lim
k→∞

rm
α−s

µ(Dk)�

0

h∗k(t) d t ≤ lim
k→∞

µ(Dk)�

0

tα/sh∗(t)
d t

t
= 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ak =

�

Dk

h(x) dµ.

Åñëè bk = rα−sk , òî

Sm =

m∑
k=0

bk ≤ C5 r
α−s
m .

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ äëÿ ñóìì, ïðîäîëæèì îöåíêó (17)

|u(z)− uB | = C3

∞∑
k=0

rα−sk

�

Dk

h(x) dµ = C3

∞∑
k=0

akbk = C3

∞∑
k=0

ak · bk

= C3

∞∑
m=0

Sm · (am − am+1) ≤ C6

∞∑
m=0

rα−sm

�

Dm\Dm+1

h(x) dµ

≤ C6

∞∑
m=0

�

Dm\Dm+1

h(x)

d(x, z)s−α
dµ(x) = C6

�

B

h(x)

d(x, z)s−α
dµ(x).

Îñòà¼òñÿ ëèøü ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 5.3.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü α ∈ (0, 1]. Òîãäà äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u èç ïðîñòðàí-
ñòâà Mα

s/α,1(X, d, µ) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé s/α-àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ ũ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

ũ(x) = lim
ρ→0

 

B(x,ρ)

u dµ.

.
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