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Abstract. The paper continues the long-term studies of the authors
on the extremes of random particles scores in branching processes. A
theorem is proved that allows one to �nd the mean number of joint
jumps of multivariate maxima of particle scores in Markov branching
processes with continuous time, including processes with immigration.
Examples are analyzed where the dependence of scores is described by
Clayton copula.
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1. Ââåäåíèå

Èíòåðåñíûì íàïðàâëåíèåì ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé íà ñòûêå òåîðèè ýêñ-
òðåìóìîâ è òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìàêñèìóìîâ ñëó-
÷àéíûõ ïðèçíàêîâ ÷àñòèö â âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññàõ. Ôóíäàìåíòàëüíûìè â ýòîé
îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû [1, 2], â êîòîðûõ èçó÷àëèñü ìàêñèìóìû íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ ïðèçíàêîâ ÷àñòèö â âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññàõ ñ äèñêðåòíûì âðå-
ìåíåì. À èìåííî, ðàññìàòðèâàëèñü êëàññè÷åñêèå ïðîöåññû Ãàëüòîíà�Âàòñîíà
(ñì. î íèõ â [3]), è ïðåäïîëàãàëîñü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòèöà îáëàäà-
åò íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì (÷èñëîâûì) ïðèçíàêîì. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî êàæäîé
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÷àñòèöå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ïðèçíàê) èëè ñëó÷àé-
íûé âåêòîð (íàáîð ïðèçíàêîâ). Èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå ìàêñèìóìîâ ïðèçíàêîâ
ïî ïîêîëåíèÿì èëè çà âñå âðåìÿ.

Ãîâîðÿ î ìàêñèìóìàõ ïî ïîïóëÿöèÿì ðàñòóùåãî îáúåìà, â êà÷åñòâå èñòîðè-
÷åñêîé ïðåäøåñòâåííèöû ìîæíî óêàçàòü ìîäåëü Éåíãà [4], â êîòîðîé ïîïóëÿöèÿ
ðàñòåò äåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì (â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè).

Â ñëó÷àå æèâûõ îðãàíèçìîâ â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâ ðå÷ü ìîæåò èäòè î ðàçìå-
ðàõ, âåñå è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèêàõ. Â ÷àñòíîñòè, â [1] ðå÷ü øëà î ðîñòå ëþäåé,
à â [2] óïîìèíàëîñü ðàçâåäåíèå ñêàêîâûõ ëîøàäåé, ñ ïðèçîâûìè î÷êàìè â êà÷å-
ñòâå ïðèçíàêà. Â [4] ðå÷ü øëà î ñïîðòèâíûõ ðåêîðäàõ íà Îëèìïèéñêèõ èãðàõ.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ôîðìàëüíûå ïðèçíàêè â ìîäåëè ìîãóò áûòü ôóíêöèîíàëü-
íî èëè ñòàòèñòè÷åñêè ñâÿçàíû ñ ðåàëüíûìè ïðèçíàêàìè â ïðèëîæåíèÿõ, à íå
ñîâïàäàòü ñ íèìè áóêâàëüíî.

Â êà÷åñòâå íåäàâíèõ ðàáîò î ìíîãîìåðíûõ ìàêñèìóìàõ è ðåêîðäàõ ïðèçíà-
êîâ ÷àñòèö (ïî ïîêîëåíèÿì) â âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññàõ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì
óêàæåì [5, 6] (ãäå ìîæíî òàêæå íàéòè áîëåå îáøèðíóþ ëèòåðàòóðó ïî òåìàòè-
êå).

Äàëåå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ìàðêîâñêèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññàõ ñ íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîöåññû òåêóùåãî ìàêñèìóìà
îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïðèçíàêîâ ÷àñòèö (ïîêîìïîíåíòíî). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðèçíàêè ÷àñòèöû îïðåäåëÿþòñÿ â ìîìåíò åå ðîæäåíèÿ è íå ìåíÿþòñÿ
â òå÷åíèå æèçíè. Òîãäà ïðîöåññû ìàêñèìóìà èìåþò ñêà÷êîîáðàçíûé õàðàê-
òåð. Ìàêñèìóì ìîæåò ìåíÿòüñÿ òîëüêî â ìîìåíòû äåëåíèÿ ÷àñòèö, à òàêæå
â ìîìåíòû èììèãðàöèè, åñëè îíà äîïóñêàåòñÿ. Ïðè ýòîì ñêà÷êè ìîãóò ïðî-
èñõîäèòü ââåðõ è âíèç, ïî îäíîìó èëè íåñêîëüêèì ïðèçíàêàì. Äàëåå áóäåì
íàçûâàòü ñîâìåñòíûìè ñêà÷êàìè òàêèå ñîáûòèÿ, êîãäà ïðîèñõîäÿò ñêà÷êè ïî
âñåì ïðèçíàêàì îäíîâðåìåííî.

Ïóñòü ÷àñòèöû èìåþò d ≥ 2 ïðèçíàêîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mi(t) ìàêñèìóì
i-ãî ïðèçíàêà ÷àñòèö, ñóùåñòâóþùèõ â ìîìåíò t > 0, òîãäà ñîâìåñòíûé ñêà÷îê
âíèç ïðîèñõîäèò, åñëè Mi(t) < Mi(t − 0) äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ d, à ñîâìåñòíûé
ñêà÷îê ââåðõ, åñëè Mi(t) > Mi(t− 0) äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ d.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðèçíàêè îäíîé ÷àñòèöû ìîãóò áûòü çàâèñèìû, à ïðè-
çíàêè ðàçíûõ ÷àñòèö íåçàâèñèìû (ïîñëåäíåå, â îòëè÷èå îò ðàáîò [5, 6]).

Â ðàáîòå [7] ðàññìàòðèâàëèñü ìàêñèìóìû îäíîãî èëè äâóõ ïðèçíàêîâ ÷àñòèö
â áåññìåðòíûõ ìàðêîâñêèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññàõ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, è
â òîì ÷èñëå, íàéäåíû ïðåäåëüíûå èíòåíñèâíîñòè ñêà÷êîâ ââåðõ è âíèç ìàê-
ñèìóìîâ îäíîãî ïðèçíàêà. Â ðàáîòàõ [8, 9] èçó÷àëèñü ìàêñèìóìû ïðèçíàêîâ
÷àñòèö ñíà÷àëà â áåññìåðòíûõ íàäêðèòè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ñ íåïðåðûâíûì âðå-
ìåíåì, à çàòåì â êðèòè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ñ èììèãðàöèåé. Â òîì ÷èñëå, íàéäåíû
ïðåäåëüíûå èíòåíñèâíîñòè ñîâìåñòíûõ ñêà÷êîâ ìàêñèìóìîâ ïðèçíàêîâ ââåðõ
è âíèç (ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà çàâèñèìîñòü äâóõ ïðèçíàêîâ ÷àñòèöû), âû-
÷èñëåíî ñðåäíåå ÷èñëî ñîâìåñòíûõ ñêà÷êîâ ìàêñèìóìîâ ââåðõ è âíèç (â ñëó÷àå
íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ ÷àñòèöû è ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïðèçíàêîâ). Â [10]
ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìíîãîìåðíûõ ðåêîðäîâ (êîãäà ìàêñè-
ìóìû áåðóòñÿ ïî ïðèçíàêàì íå òîëüêî ñóùåñòâóþùèõ íà äàííûé ìîìåíò ÷à-
ñòèö, íî è âñåõ óìåðøèõ äî ýòîãî ìîìåíòà). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàþòñÿ
èäåè ýòèõ èññëåäîâàíèé.



974 À.Â. ËÅÁÅÄÅÂ AND À.Â.ÍÀÇÌÓÒÄÈÍÎÂÀ

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñðåäíèå ÷èñëà ñîâìåñòíûõ ñêà÷êîâ ìàêñèìóìîâ ââåðõ
è âíèç çà âñå âðåìÿ. Äîêàçàíà îáùàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ýòè õà-
ðàêòåðèñòèêè â âèäå ðÿäîâ. Êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû íà ïðèìåðàõ
íåêîòîðûõ íàäêðèòè÷åñêèõ è êðèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â òîì ÷èñëå ñ èììèãðà-
öèåé, â ñëó÷àå êîïóëû Êëåéòîíà.

Êîïóëà Êëåéòîíà âûáðàíà èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî äàííîå ñåìåéñòâî êîïóë
çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê ìàêñèìóìàì k ≥ 2 íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ âåêòîðîâ, äëÿ òàêèõ êîïóë èçâåñòíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
Êåíäàëëà, ñðåäíèå ÷èñëà ñîâìåñòíûõ ñêà÷êîâ îêàçûâàþòñÿ êîíå÷íû è íàõî-
äÿòñÿ â ÿâíîì âèäå.

Êîïóëû â àíàëèçå äâóìåðíûõ ðåêîðäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåêòîðîâ èñïîëüçîâàëèñü â [11]. Â êà÷åñòâå íåòðè-
âèàëüíîãî ïðèìåðà áûëà ðàññìîòðåíà êîïóëà Ôàðëè�Ãóìáåëÿ�Ìîðãåíøòåðíà
(ÔÃÌ), äëÿ êîòîðîé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî ÷èñëåííî.

Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ïîä ìàêñèìóìàìè âåêòîðîâ (îïèñûâàþùèõ íàáîðû
ïðèçíàêîâ ÷àñòèö) áóäåì èìåòü â âèäó ïîêîìïîíåíòíûå ìàêñèìóìû ýòèõ âåê-
òîðîâ.

2. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû

2.1. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîöåññû áåç èììèãðà-
öèè. Ñëåäóÿ [3, ãë. 5], ðàññìîòðèì ìàðêîâñêèé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ Z(t), t ≥ 0,
ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì: ïóñòü ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ îäíîé ÷àñòèöû, ïðîäîë-
æèòåëüíîñòü æèçíè êàæäîé ÷àñòèöû èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðîì λ, êàæäàÿ ÷àñòèöà îñòàâëÿåò ïîñëå ñåáÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî ïîòîìêîâ
ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

h(s) =

∞∑
k=0

hks
k, s ∈ (0, 1),

ãäå hk, k ≥ 0, � âåðîÿòíîñòü èìåòü k ïîòîìêîâ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñðåäíåå
÷èñëî íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ êîíå÷íî. Äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû åå ïðîäîë-
æèòåëüíîñòü æèçíè è ÷èñëî ïîòîìêîâ íåçàâèñèìû, äëÿ ðàçíûõ ÷àñòèö èõ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè æèçíè è ÷èñëà ïîòîìêîâ òàêæå íåçàâèñèìû.

Òîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ f(t, s) ÷èñëà ÷àñòèö Z(t) â ìîìåíò âðåìåíè
t ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(1)

f(t,s)∫
s

du

h(u)− u
= λt, s ∈ (0, 1).

Â ñëó÷àå ïðîöåññà ñ èììèãðàöèåé áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè íåò ÷àñòèö, îñòàëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå, è êðîìå
òîãî, ÷åðåç íåçàâèñèìûå ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ñ
ïàðàìåòðîì λ0 ïîÿâëÿþòñÿ (èììèãðèðóþò) ãðóïïû íîâûõ ÷àñòèö ñëó÷àéíîãî
ðàçìåðà ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

g(s) =

∞∑
k=1

gks
k, s ∈ (0, 1),

ãäå gk, k ≥ 1, � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ k ÷àñòèö. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñðåäíèé
ðàçìåð ãðóïïû èììèãðàíòîâ êîíå÷åí.
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Òîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ f(t, s) ÷èñëà ÷àñòèö Z(t) â ìîìåíò âðåìåíè
t ≥ 0 îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

(2) f(t, s) = exp


t∫

0

λ0(g(f0(u, s))− 1)du

 ,

ãäå f0(t, s) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîöåññå
áåç èììèãðàöèè (íà÷èíàþùåãîñÿ ñ îäíîé ÷àñòèöû), îïèñûâàåìàÿ ôîðìóëîé (1).

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ (ïðîöåññîâ áåç èììèãðàöèè è ñ èììèãðàöè-
åé) ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà ÷àñòèö îáîçíà÷àåòñÿ íàìè ÷åðåç f(t, s), íî
âûðàæàåòñÿ îíà ïðè ýòîì ðàçíûìè ôîðìóëàìè: (1) è (2), à ôîðìóëà (1), êîòî-
ðàÿ äëÿ ïðîöåññà áåç èììèãðàöèè çàäàåò f(t, s), äëÿ ïðîöåññà ñ èììèãðàöèåé
çàäàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ f0(t, s).
2.2. Êîïóëû. Ïóñòü êàæäàÿ ÷àñòèöà îáëàäàåò d ≥ 2 ñëó÷àéíûìè ïðèçíà-

êàìè, ïîñòîÿííûìè â òå÷åíèå âñåé æèçíè, ïðè÷åì ïðèçíàêè ðàçíûõ ÷àñòèö
íåçàâèñèìû, à ïðèçíàêè îäíîé ÷àñòèöû ìîãóò áûòü çàâèñèìû ìåæäó ñîáîé
è èìåþò ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x1, . . . , xd) ñ íåïðåðûâíûìè
ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Âàæíóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè è ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ áóäåò èãðàòü ñî-
âðåìåííàÿ òåîðèÿ êîïóë. Â êà÷åñòâå ó÷åáíèêà ïî òåîðèè êîïóë óêàæåì êíèãó
[13].

Êîïóëîé C íàçûâàåòñÿ ìíîãîìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà [0, 1]d, d ≥ 2,
âñå ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè íà [0, 1].
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñêëÿðà, ëþáàÿ ìíîãîìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â Rd

ïðåäñòàâèìà â âèäå

F (x1, . . . , xd) = C(F1(x1), . . . , Fd(xd)),

ãäå Fi, 1 ≤ i ≤ d, � ìàðãèíàëüíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, C � íåêîòîðàÿ êî-
ïóëà. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîìó ìíîãîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ìîæíî ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå åãî êîïóëó. Åñëè ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíû, òî
òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå òîëüêî ñóùåñòâóåò, íî è åäèíñòâåííî.

Â òåîðèè êîïóë èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ñåìåéñòâà êîïóë. Òàê, êîïóëà Êëåéòîíà
èìååò âèä

(3) C (u1, . . . , ud) =
(
u−θ1 + . . .+ u−θd − d+ 1

)−1/θ
, θ > 0.

Ïðè θ → 0 â ïðåäåëå ïîëó÷àåì êîïóëó íåçàâèñèìîñòè

C (u1, . . . , ud) = u1 . . . ud.

Äëÿ ïðèìåðà, ïóñòü F1(x) = F2(x) = exp{−e−x} (ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåíèå
Ãóìáåëÿ) è d = 2, òîãäà èç (3) ïîëó÷àåì

F (x1, x2) =
{

exp{θe−x1}+ exp{θe−x2} − 1
}−1/θ

, θ > 0.

Ðàñïðåäåëåíèåì Êåíäàëëà êîïóëû C íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû

ζC = C (U1, . . . , Ud) ,

ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð (U1, . . . , Ud) èìååò â êà÷åñòâå ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êîïóëó C. Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Êåíäàëëà êîïóëû C áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç KC(w), w ∈ [0, 1], à ïëîòíîñòü ÷åðåç κC(w), w ∈ [0, 1].
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Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êîïóëû Êëåéòîíà (3) âåðíî

(4) κC(w) =
1

(d− 1)!

d−1∏
i=1

(1 + iθ)

(
1− wθ

θ

)d−1
, w ∈ [0, 1], d ≥ 2.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζC îáîçíà÷èì ÷åðåç

(5) ϕC(s) = EζsC =

∫ 1

0

ws dKC(w), s > 0.

Ðàíåå îíî áûëî ââåäåíî è èñïîëüçîâàëîñü â [6] (ñ äðóãèì îáîçíà÷åíèåì).
2.3. Ïîëèãàììà-ôóíêöèÿ è ðÿäû. Íàïîìíèì ïîíÿòèå ïîëèãàììà-ôóíê-

öèè ïîðÿäêà m ≥ 0 [14]. Òàê íàçûâàþò (m + 1)-óþ ïðîèçâîäíóþ ëîãàðèôìà
ãàììà-ôóíêöèè:

ψm(z) =
dm+1

dzm+1
ln Γ(z),

äëÿ êîòîðîé òàêæå èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ψm(z) = (−1)m+1m!

∞∑
n=0

1

(z + n)m+1
, m ≥ 1.

Ýòà ôóíêöèÿ àêòèâíî èñïîëüçîâàëàñü â [10]. Äàëåå áóäåò âñòðå÷àòüñÿ â îñ-
íîâíîì ôóíêöèÿ ψ(z) = ψ0(z), íàçûâàåìàÿ òàêæå äèãàììà-ôóíêöèåé èëè ïðî-
ñòî ψ-ôóíêöèåé. Íàì ïðèãîäèòñÿ ôîðìóëà èç [15, 8.363.3]:

ψ(β)− ψ(α) =

∞∑
n=0

(
1

α+ n
− 1

β + n

)
, α, β > 0,

èç êîòîðîé ñëåäóåò

(6)
∞∑
n=0

1

(α+ n)(β + n)
=
ψ(β)− ψ(α)

β − α
, α 6= β, α, β > 0.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

(7) C(k)(u1, . . . , ud) = Ck(u
1/k
1 , . . . , u

1/k
d ), k ≥ 2.

Îíî ýêâèâàëåíòíî ïåðåõîäó îò êîïóëû C îäíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ê êîïóëå
C(k) ìàêñèìóìà k íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
(ñ òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì).

Ëåììà 1. Åñëè C � êîïóëà Êëåéòîíà ñ ïàðàìåòðîì θ > 0, òî C(k) � òîæå
êîïóëà Êëåéòîíà, ñ ïàðàìåòðîì θk = θ/k, k ≥ 2.

Óòâåðæäåíèå ëåììû ýëåìåíòàðíî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç φC(k, l), k, l ≥ 1, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìàêñèìóì k ñëó÷àé-

íûõ âåêòîðîâ ïðåâçîéäåò ïî âñåì êîìïîíåíòàì ìàêñèìóì l äðóãèõ ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ, åñëè âñå âåêòîðû íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåíû ñ íåïðåðûâíûìè êîìïîíåíòàìè è êîïóëîé C.

Ëåììà 2. Äëÿ âñåõ k, l ≥ 1 âåðíî ðàâåíñòâî

(8) φC(k, l) = ϕC(k)
(l/k).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ çàìåí ui = Fi(xi) è vi = uki , 1 ≤ i ≤ d, ïîëó÷àåì

φC(k, l) =

∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
F l(x1, . . . , xd)dF

k(x1, . . . , xd) =

=

∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
Cl(F1(x1), . . . , Fd(xd))dC

k(F1(x1), . . . , Fd(xd)) =

=

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

Cl(u1, . . . , ud)dC
k(u1, . . . , ud) =

=

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

C
l/k
(k) (v1, . . . , vd)dC(k)(v1, . . . , vd) =

=

∫ 1

0

wl/kdKC(k)
(w) = ϕC(k)

(k/l).

�

Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî òàêæå ïîëîæèòü φC(0, l) = 0 è φC(k, 0) = 1 äëÿ k, l ≥ 1,
÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (8). Çíà÷åíèå φC(0, 0) íå îïðåäåëåíî.

Ëåììà 3. Äëÿ êîïóëû Êëåéòîíà C ñ ïàðàìåòðîì θ > 0 âåðíî

(9) φC(k, l) =

d−1∏
i=0

k + iθ

k + l + iθ
, k, l ≥ 0, k + l > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé y = wθk , âû÷èñëÿåì

φC(k, l) =

∫ 1

0

w
l
k dKC(k)

(w) =
1

(d− 1)!θd−1k

d−1∏
i=1

(1 + iθk)

∫ 1

0

wl/k(1− wθk)d−1dw =

=
1

(d− 1)!θd−1k

d−1∏
i=1

(1 + iθk)

∫ 1

0

y
l/k+1−θk

θk (1− y)d−1dy =

=
1

(d− 1)!θd−1k

d−1∏
i=1

(1 + iθk)B

(
l + k

kθk
, d

)
=

1

(d− 1)!θd−1k

d−1∏
i=1

(1 + iθk) ·
(d− 1)!Γ( l+kkθk

)

Γ( l+kkθk
+ d)

=

=
1

(d− 1)!θd−1k

d−1∏
i=1

(1 + iθk) ·
(d− 1)!Γ( l+kkθk

)

( l+kkθk
+ d− 1) . . . l+kkθk

Γ( l+kkθk
)

=

d−1∏
i=0

k + ikθk
l + k + ikθk

.

Èñïîëüçóÿ kθk = θ, ïîëó÷àåì (9).
�

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

(10) Sk,a,b =

∞∑
n=1

φC(k, a(n− 1) + b), S∗k,a,b =

∞∑
n=1

nφC(k, a(n− 1) + b),

ãäå a, b, k � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Ëåììà 4. Äëÿ êîïóëû Êëåéòîíà C ñ ïàðàìåòðîì θ > 0 âåðíî

(11) Sk,a,b =
k(k + θ)

θa

(
ψ

(
k + b+ θ

a

)
− ψ

(
k + b

a

))
, S∗k,a,b = +∞

ïðè d = 2 è Sk,a,b, S
∗
k,a,b <∞ ïðè d ≥ 3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóììèðóÿ âûðàæåíèÿ (9) ïðè d = 2 èç ëåììû 3, ñ ó÷åòîì
ôîðìóëû (6) ïîëó÷àåì

Sk,a,b =

∞∑
n=1

k(k + θ)

(k + a(n− 1) + b)(k + a(n− 1) + b+ θ)
=

=

∞∑
m=0

k(k + θ)

(am+ b+ k)(am+ b+ k + θ)
=
k(k + θ)

a2

∞∑
m=0

1

(m+ b+k
a )(m+ b+k+θ

a )
=

=
k(k + θ)

θa

(
ψ

(
k + b+ θ

a

)
− ψ

(
k + b

a

))
.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî èç (9) ñëåäóåò

φC(k, a(n− 1) + b) ∼M(k, a, b)n−d, n→∞,

ãäå M(k, a, b) � íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò, ïîýòîìó Sk,a,b < ∞ ïðè d ≥ 2, à
S∗k,a,b <∞ òîëüêî ïðè d ≥ 3. �

Ïîíÿòíî, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
Sk,a,b è S∗k,a,b (â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé çíà÷åíèé ôóíêöèè ψ) ïðè d ≥ 3,
îäíàêî ôîðìóëû îêàçûâàþòñÿ âñ�å áîëåå ãðîìîçäêèìè.

Âåðíåìñÿ ê âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññàì.
Ïóñòü fn(t) = P(Z(t) = n), n ≥ 0 (ñì. ðàçäåë 2.1). Îáîçíà÷èì

In =

∫ ∞
0

fn(t) dt, n ≥ 0.

Òàêèå âåëè÷èíû èìåþò ñìûñë ñðåäíåãî âðåìåíè (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîãî), êî-
òîðîå ïðîâîäèò ïðîöåññ Z(t) â ñîñòîÿíèè n çà âñå âðåìÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå (0, s0) ñõîäèòñÿ ñòåïåííîé ðÿä

I(s) =

∞∑
n=0

Ins
n,

òî åãî ìîæíî íàéòè êàê

I(s) =

∫ ∞
0

f(t, s) dt.

Îäíàêî çäåñü ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà: âîçìîæíî, íå âñå In, n ≥ 0, êîíå÷íû. Äàëåå
ìû ñòîëêíåìñÿ ñî ñëó÷àåì, êîãäà I0 = +∞, à In, n ≥ 1, êîíå÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå
äëÿ ïîëó÷åíèÿ In, n ≥ 1, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ

I0(s) =

∞∑
n=1

Ins
n =

∫ ∞
0

(f(t, s)− f(t, 0)) dt.

4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû èç ðàçäåëà 2.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
J+ ñðåäíåå ÷èñëî ñîâìåñòíûõ ñêà÷êîâ ââåðõ, è ÷åðåç J− ñðåäíåå ÷èñëî ñîâìåñò-
íûõ ñêà÷êîâ âíèç. Îáà ÷èñëà ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íûìè.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ èç ðàçäåëà 2.1 áåç èììèãðàöèè âåðíî

(12) J+ = λ

∞∑
k=1

∞∑
n=0

nhkInφC(k, n), J− = λ

∞∑
k=1

∞∑
n=1

nhkInφC(1, k + n− 1),
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à äëÿ ïðîöåññîâ ñ èììèãðàöèåé ê J+ äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå

(13) ∆J+ = λ0

∞∑
k=1

∞∑
n=0

gkInφC(k, n)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîöåññû áåç èììèãðàöèè.
Ïóñòü â ìîìåíò t ñóùåñòâóåò n ÷àñòèö (÷òî ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ

fn(t)), òîãäà çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè îäíî äåëåíèå ïðîèñõîäèò ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ λnδ + o(δ), áîëåå îäíîãî � ñ âåðîÿòíîñòüþ o(δ), δ → 0. Ïóñòü ïðè
äåëåíèè îáðàçîâàëîñü k ÷àñòèö (÷òî ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ hk). Ñîâìåñò-
íûé ñêà÷îê ââåðõ ïðîèñõîäèò â ìîìåíò äåëåíèÿ, åñëè ìàêñèìóì ïðèçíàêîâ k
íîâûõ ÷àñòèö ïðåâîñõîäèò ìàêñèìóì ïðèçíàêîâ ñòàðûõ è ïîäåëèâøåéñÿ ÷à-
ñòèö (âñåãî n ÷àñòèö). Òàêèì îáðàçîì, âêëàä ñëó÷àÿ ñ äàííûìè n è k â ñðåäíåå
÷èñëî ñîâìåñòíûõ ñêà÷êîâ ââåðõ (îò äåëåíèÿ) çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè δ
ñîñòàâëÿåò λnhkfn(t)φC(k, n)δ+o(δ), îòêóäà èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè è ñóììèðóÿ
ïî âñåì âîçìîæíûì n è k, ïîëó÷àåì J+ èç (12).

Ñîâìåñòíûé ñêà÷îê âíèç ïðîèñõîäèò â ìîìåíò äåëåíèÿ, åñëè äåëèòñÿ ÷à-
ñòèöà, ïðåâîñõîäÿùàÿ ïî ñâîèì ïðèçíàêàì êàê âñå n − 1 ñòàðûå (îñòàëüíûå
èìåâøèåñÿ íà ìîìåíò äåëåíèÿ), òàê è âñå k íîâûå ÷àñòèöû (åñëè îíè ïîÿâëÿ-
þòñÿ), â ñóììå k+n−1 ÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, âêëàä ñëó÷àÿ ñ äàííûìè n è k
â ñðåäíåå ÷èñëî ñîâìåñòíûõ ñêà÷êîâ âíèç (îò äåëåíèÿ) çà ìàëûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè δ ñîñòàâëÿåò λnhkfn(t)φC(1, k + n − 1)δ + o(δ), îòêóäà èíòåãðèðóÿ ïî
âðåìåíè è ñóììèðóÿ ïî âñåì âîçìîæíûì n è k, ïîëó÷àåì J− èç (12).

Äîïóñòèì òåïåðü èììèãðàöèþ. Ïîñòóïëåíèå îäíîé ãðóïïû ÷àñòèö çà ìàëûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè δ ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ λ0δ + o(δ), áîëåå îäíîé � ñ
âåðîÿòíîñòüþ o(δ), δ → 0. Ïóñòü ïîñòóïèëà ãðóïïà k ÷àñòèö (÷òî ïðîèñõîäèò ñ
âåðîÿòíîñòüþ gk). Ñîâìåñòíûé ñêà÷îê ââåðõ ïðîèñõîäèò â ìîìåíò èììèãðàöèè,
åñëè ìàêñèìóì ïðèçíàêîâ k íîâûõ ÷àñòèö (èììèãðàíòîâ) ïðåâîñõîäèò ìàêñè-
ìóì ïðèçíàêîâ n ñòàðûõ (èìåâøèõñÿ íà ìîìåíò èììèãðàöèè). Òàêèì îáðàçîì,
âêëàä ñëó÷àÿ ñ äàííûìè n è k â ñðåäíåå ÷èñëî ñîâìåñòíûõ ñêà÷êîâ ââåðõ (îò èì-
ìèãðàöèè) çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ñîñòàâëÿåò λ0gkfn(t)φC(k, n)δ+o(δ),
îòêóäà èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè è ñóììèðóÿ ïî âñåì âîçìîæíûì n è k, ïîëó÷àåì
∆J+ èç (13).

Íà ñêà÷êè âíèç èììèãðàöèÿ íå âëèÿåò, ïîñêîëüêó ïðè ïîÿâëåíèè íîâûõ ÷à-
ñòèö ìàêñèìóì ïðèçíàêîâ íå óìåíüøàåòñÿ. �

5. Ïðèìåðû

5.1. Íàäêðèòè÷åñêèé ïðîöåññ (1 èëè 2 ïîòîìêà). Ðàññìîòðèì ïðîöåññ,
â êîòîðîì äåëåíèå ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó: 2 ÷àñòèöû ñ âåðîÿòíîñòüþ p èëè 1
÷àñòèöà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− p, 0 < p ≤ 1.

Èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

f(t, s) =
1

1 + ( 1
s − 1)eλpt

.

Èíòåãðèðîâàíèå äàåò

I(s) =

∫ ∞
0

1

1 + ( 1
s − 1)eλpt

dt =
λpt− ln(( 1

s − 1)eλpt + 1)

λp

∣∣∣∣∣
∞

0

= − ln(1− s)
λp

,
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òàê ÷òî

In =
1

λpn
, n ≥ 1.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, íàõîäèì

J+ =
1− p
p

∞∑
n=1

φC(1, n) +

∞∑
n=1

φC(2, n) =
1− p
p

S1,1,1 + S2,1,1,

J− =
1− p
p

∞∑
n=1

φC(1, n) +

∞∑
n=1

φC(1, n+ 1) =
1− p
p

S1,1,1 + S1,1,2.

Â ñëó÷àå êîïóëû Êëåéòîíà ïðè d = 2 ïî ëåììå 4 ïîëó÷àåì

(14)
J+ =

1− p
p
· 1 + θ

θ
(ψ(2 + θ)− ψ(2)) +

2(2 + θ)

θ
(ψ(3 + θ)− ψ(3)) ,

J− =
1− p
p
· 1 + θ

θ
(ψ(2 + θ)− ψ(2)) +

1 + θ

θ
(ψ(3 + θ)− ψ(3)) .

Â ïðåäåëå ïðè θ → 0 (íåçàâèñèìîñòü ïðèçíàêîâ) ïîëó÷àåì

J+ =
1− p
p

ψ1(2) + 4ψ1(3), J− =
1− p
p

ψ1(2) + ψ1(3),

ãäå

ψ1(2) =
π2

6
− 1 ≈ 0.645, ψ1(3) =

π2

6
− 5

4
≈ 0.395,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè [8] ïðè p = 1, d = 2.
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê (14) ïðè p = 1/2.

Ðèñ. 1. Ãðàôèê ñðåäíèõ ÷èñåë ñîâìåñòíûõ ñêà÷êîâ ââåðõ è
âíèç â ïðèìåðå 5.1.

5.2. Êðèòè÷åñêèé ïðîöåññ (0, 1 èëè 2 ïîòîìêà). Ðàññìîòðèì ïðîöåññ, â
êîòîðîì äåëåíèå ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó: 2 ÷àñòèöû èëè 0 ÷àñòèö ñ âåðîÿòíîñòüþ
p/2, à 1 ÷àñòèöà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− p, 0 < p ≤ 1.

Èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

(15) f(t, s) = 1− 2(1− s)
λpt(1− s) + 2

.
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Â äàííîì ñëó÷àå I0 = +∞, ïîýòîìó èñïîëüçóåì èíòåãðàë

I0(s) =

∫ ∞
0

(f(t, s)− f(t, 0)) dt = −2

∫ ∞
0

(
1− s

λpt(1− s) + 2
− 1

λpt+ 2

)
dt =

= − 2

λp
ln
λpt(1− s) + 2

λpt+ 2

∣∣∣∣∣
∞

0

= − 2

λp
ln(1− s),

îòêóäà

In =
2

λpn
, n ≥ 1.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó, íàõîäèì

J+ =
2(1− p)

p

∞∑
n=1

φC(1, n) +

∞∑
n=1

φC(2, n) =
2(1− p)

p
S1,1,1 + S2,1,1,

J− =

∞∑
n=1

φC(1, n− 1) +
2(1− p)

p

∞∑
n=1

φC(1, n) +

∞∑
n=1

φC(1, n+ 1) =

= S1,1,0 +
2(1− p)

p
S1,1,1 + S1,1,2.

Â ñëó÷àå êîïóëû Êëåéòîíà ïðè d = 2 çäåñü òàêæå ìîæíî íàéòè J+ è J− ïî
ëåììå 4, àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 5.1.
5.3. Êðèòè÷åñêèé ïðîöåññ (0, 1 èëè 2 ïîòîìêà) ñ èììèãðàöèåé. Ðàñ-

ñìîòðèì ïðîöåññ, â êîòîðîì èììèãðàöèÿ ïðîèñõîäèò ïî 1 ÷àñòèöå, à äåëåíèå ïî
çàêîíó: 2 ÷àñòèöû èëè 0 ÷àñòèö ñ âåðîÿòíîñòüþ p/2, à 1 ÷àñòèöà ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− p, 0 < p ≤ 1.

Èç ôîðìóëû (15) äëÿ f0(t, s) è (2) ïîëó÷àåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

f(t, s) =

(
λp(1− s)t

2
+ 1

)−2λ0/(λp)

.

Ïðè λ0 > λp/2 èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷àåì

I(s) =

∫ ∞
0

(
λp(1− s)t

2
+ 1

)−2λ0/(λp)

dt =
2

2λ0 − λp
· 1

1− s
,

îòêóäà

In =
2

2λ0 − λp
, n ≥ 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðè λ0 ≤ λp/2, ïîëó÷àåì J+ = J− = +∞.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó, íàõîäèì

J+ =
λp

2λ0 − λp

(
2(1− p)

p

∞∑
n=1

nφC(1, n) +

∞∑
n=1

nφC(2, n)

)
+ λ0

∞∑
n=0

φC(1, n) =

=
λp

2λ0 − λp

(
2(1− p)

p
S∗1,1,1 + S∗2,1,1

)
+ λ0(S1,1,1 + 1),

J− =
λp

2λ0 − λp

( ∞∑
n=1

nφC(1, n− 1) +
2(1− p)

p

∞∑
n=1

nφC(1, n) +

∞∑
n=1

nφC(1, n+ 1)

)
=

=
λp

2λ0 − λp

(
S∗1,1,0 +

2(1− p)
p

S∗1,1,1 + S∗1,1,2

)
.

Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 4, â ñëó÷àå êîïóëû Êëåéòîíà ïðè d = 2 çäåñü J+ =
J− = +∞, à ïðè d ≥ 3 âåëè÷èíû J+ è J− îêàçûâàþòñÿ êîíå÷íû.
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5.4. Íàäêðèòè÷åñêèé ïðîöåññ ñ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì ïîòîìêîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ, â êîòîðîì êàæäàÿ ÷àñòèöà èìååò ðîâíî k ïîòîì-
êîâ, k ≥ 2. Â ýòîì ñëó÷àå íàéòè J+ è J− åùå ëåã÷å.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ïðè êàæäîì äåëåíèè ÷èñëî ÷àñòèö óâåëè-
÷èâàåòñÿ íà k − 1, à çíà÷èò, ïåðåä n-ûì äåëåíèåì ÷èñëî ÷àñòèö ñîñòàâëÿåò
(k − 1)(n − 1) + 1, à ïîñëå íåãî (k − 1)(n − 1) + k. Ïîñêîëüêó çà âñå âðåìÿ
ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî äåëåíèé, ïîëó÷àåì

J+ =

∞∑
n=1

φC(k, (k − 1)(n− 1) + 1) = Sk,k−1,1,

J− =

∞∑
n=1

φC(1, (k − 1)(n− 1) + k) = S1,k−1,k.

Â ñëó÷àå êîïóëû Êëåéòîíà ïðè d = 2 ïî ëåììå 4 ïîëó÷àåì

J+ =
k(k + θ)

θ(k − 1)

(
ψ

(
k + 1 + θ

k − 1

)
− ψ

(
k + 1

k − 1

))
,

J− =
1 + θ

θ(k − 1)

(
ψ

(
k + 1 + θ

k − 1

)
− ψ

(
k + 1

k − 1

))
,

îòêóäà
J+
J−

=
k(k + θ)

1 + θ
.

Â ïðåäåëå ïðè θ → 0 (íåçàâèñèìîñòü ïðèçíàêîâ) ïîëó÷àåì:

J+ =
k2

(k − 1)2
ψ1

(
k + 1

k − 1

)
, J− =

1

(k − 1)2
ψ1

(
k + 1

k − 1

)
.

. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè θ ∼ γk, k →∞, γ > 0, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

J+ →
1 + γ

γ
(ψ(1 + γ)− ψ(1)),

à ïðè θ = o(k), k →∞, ïîëó÷àåì J+ → ψ1(1) = ζ(2) = π2/6 ≈ 1.645.
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