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Abstract. The paper is concerned with a nonlinear system of partial
di�erential equations with parameters which describes the two-layer quasi-
solenoidal Lorenz model for a baroclinic atmosphere on a rotating two-
dimensional sphere. The right-hand side of the system is perturbed by
white noise. We give some upper bounds and a lower bound for some
moments of these measures in terms of the set of parameters, an external
force and numerical characteristics of white noise. These bounds show,
in particular, that these moments are �nite. We will prove a number
of integral equalities, which can be considered as laws of conservation
of these stationary measures. Under certain conditions, these estimates
and equalities do not depend on the coe�cient of kinematic viscosity
ν > 0, which leads to the possibility of passing to the limit as ν → 0
and studing with their help the properties of limiting measures, which
will be done in subsequent work. As it is well known, the coe�cient of
kinematic viscosity ν in practice is extremely small. In addition, these
results are obtained for one similar baroclinic atmosphere system and
the barotropic atmosphere equation.

Keywords: the two-layer quasi-solenoidal Lorenz model for a baroclinic
atmosphere, white noise perturbation, integral properties of stationary
measures.

1. Ââåäåíèå

Ñëåäóÿ [1]�[4], â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé äâóõñëîéíîé êâàçèñîëåíîèäàëüíîé ìîäåëè Ëîðåíöà áàðîêëèííîé
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àòìîñôåðû

(1)
∂

∂t
A1u+ νA2u+A3u+B(u) = g, t > 0,

çàäàííóþ íà âðàùàþùåéñÿ åäèíè÷íîé äâóìåðíîé ñôåðå S ñ öåíòðîì â íóëå
â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

(λ, ϕ), λ ∈ [0, 2π), ϕ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, µ = sinϕ.

Çäåñü ν > 0 � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, u(t, x, ω) = (u1(t, x, ω),
u2(t, x, ω))T � íåèçâåñòíàÿ è g(t, x, ω) = (g1(t, x, ω), g2(t, x, ω))T � çàäàííàÿ ñëó-
÷àéíûå âåêòîð-ôóíêöèè, x = (λ, µ), ω ∈ Ω, (Ω, F,P) � ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî. Îïåðàòîðû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (1), îïðåäåëåíû íà ñôåðå S
è çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

A1 =

(
−∆ 0
0 −∆ + γI

)
, A2 =

(
∆2 0
0 ∆2

)
,

A3 =

(
−k0∆ 2k0∆
k0∆ −(2k0 + k1 + νγ)∆ + ρI

)
,

B(u) =
(
J(∆u1 + 2µ, u1) + J(∆u2, u2), J(∆u2 − γu2, u1) + J(∆u1 + 2µ, u2)

)T
.

Çäåñü γ, ρ, k0, k1 ≥ 0 � ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð,

J(ψ, θ) = ψλθµ − ψµθλ
� ÿêîáèàí è

∆ψ = ((1− µ2)ψµ)µ + (1− µ2)−1ψλλ

� îïåðàòîð Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè (ñì., íàïðèìåð, [5, � 1]). Â [1] â êà÷åñòâå ïðàâîé
÷àñòè ñèñòåìû (1) ðàññìàòðèâàëàñü ñëó÷àéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

(2) g = f + η,

ãäå ñëó÷àéíàÿ âíåøíÿÿ ñèëà

fω(t, x) =
(
fω1 (t, x), fω2 (t, x)

)T
ïî÷òè íàâåðíîå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìîé ïî t è ñëó÷àéíàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ

ηω(t, x) =
(
ηω1 (t, x), ηω2 (t, x)

)T
� áåëûé øóì ïî t. Ïîäðîáíåå î ìîäåëè Ëîðåíöà ñì. â [4, � 2]. Ñòîõàñòè÷å-
ñêèé ôîðñèíã î÷åíü ïðîñòûì ñïîñîáîì ìîäåëèðóåò íåðàçðåøåííûå ìàñøòàáû
äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû â [1] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåí-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè â íåêîòî-
ðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è áûëà ïðèâåäåíà îöåíêà íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ îò ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è
âíåøíåé ñèëû íà êîíå÷íîì îòðåçêå èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé t. À â [2] è [3] ïðè
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû è ïðàâóþ ÷àñòü áûëè
ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñòàöèîíàðíîé ìåðû
äëÿ ñèñòåìû (1), (2), êîãäà f íå çàâèñèò îò t è ω. Â [4] áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé âñåõ ðåøåíèé èç íåêîòîðîãî êëàññà ñè-
ñòåìû (1), (2) ê óêàçàííîé ñòàöèîíàðíîé ìåðå ïðè t → +∞ è áûë íåñêîëüêî
óñèëåí ðåçóëüòàò ðàáîòû [3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò ïðèâåäåíû ðÿä îöåíîê
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ñâåðõó è îäíà îöåíêà ñíèçó íà íåêîòîðûå ìîìåíòû ýòèõ ìåð (ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ìåðû èç [3] è [4] ìîãóò áûòü íå
âûïîëíåíû) ÷åðåç ñîâîêóïíîñòü ïàðàìåòðîâ, âíåøíåé ñèëû è ÷èñëîâûõ õàðàê-
òåðèñòèê áåëîãî øóìà. Ýòè îöåíêè ïîêàçûâàþò, â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîñòü ýòèõ
ìîìåíòîâ. Ìû äîêàæåì ðÿä èíòåãðàëüíûõ ðàâåíñòâ, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü â êà÷åñòâå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ ìåð. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè f ∼ ν è η ∼

√
ν, òî ýòè îöåíêè ñâåðõó íå çàâèñÿò îò ν, è åñëè äîïîë-

íèòåëüíî k0, k1, ρ ∼ ν, òî îöåíêà ñíèçó íå çàâèñèò îò ν. Íåçàâèñèìîñòü îò
êîýôôèöèåíòà êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè ν ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà
â ýòèõ îöåíêàõ ê ïðåäåëó ïðè ν → 0 è âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
íèõ ñâîéñòâ ïðåäåëüíûõ ìåð. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, íà ïðàêòèêå êîýôôèöè-
åíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè ν ÷ðåçâû÷àéíî ìàë. Âîïðîñ î ïðåäåëüíûõ ìåðàõ
áóäåò èññëåäîâàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ. Îöåíêè ñâåðõó îñòàþòñÿ ñïðà-
âåäëèâûìè äëÿ èíâàðèàíòíûõ ìåð â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå, êîãäà η = 0,
îöåíêà ñíèçó îáðàùàåòñÿ â íóëü è ïîýòîìó íå èìååò ñìûñëà â äåòåðìèíèðîâàí-
íîì ñëó÷àå. Â ïðåäèñëîâèè ê êíèãå Â.Ï. Äûìíèêîâà [6] ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ
íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î ñâîéñòâàõ ñòàöèîíàðíûõ ìåð ó ñèñòåì
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó àòìîñôåðû, äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû ïðåä-
ñêàçóåìîñòè êëèìàòà. Äîïîëíèòåëüíî áóäåò ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò îá
èíòåãðàëüíûõ ñâîéñòâàõ ñòàöèîíàðíûõ ìåð äëÿ îäíîé áëèçêîé ñèñòåìû áàðî-
êëèííîé àòìîñôåðû è óðàâíåíèÿ áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû (ñì. � 5).

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â.Ï. Äûìíèêîâó è Â.Í.
Êðóï÷àòíèêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîääåðæêó, Ñ.È. Êàáàíèõèíó, Ì.À.
Øèøëåíèíó çà ïîääåðæêó, À. Ð. Øèðèêÿíó, Â.Â. Íåðñåñÿíó çà ïîëåçíûå äèñ-
êóññèè, ðåöåíçåíòàì çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

2.1. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Âåçäå íèæå X � áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖X , BX(R) � çàìêíóòûé øàð â ïðîñòðàíñòâå X ñ öåíòðîì
â íóëå ðàäèóñà R.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(R+;X) ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
ψ : R+ → X. Ñíàáæåííîå ìåòðèêîé

d(ψ, θ) =

∞∑
i=1

2−i
maxt∈[0,i] ‖ψ(t)− θ(t)‖X

1 + maxt∈[0,i] ‖ψ(t)− θ(t)‖X

ïðîñòðàíñòâî C(R+;X) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞0 (S) ïðîñòðàíñòâî òàêèõ áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé

ψ : S → R, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

(3)

∫
S

ψ dS = 0.

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå C∞0 (S) ñåìåéñòâî íîðì

‖ψ‖p = ((−∆)pψ,ψ)1/2, p ∈ Z,
ãäå ( · , · ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(S). Äëÿ êàæäîãî p ∈ Z îáîçíà÷èì
÷åðåç hp ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå ïîïîëíåíèåì ïî íîðìå ‖ · ‖p ïðîñòðàíñò-
âà C∞0 (S). Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ:

· · · ⊂ h2 ⊂ h1 ⊂ h0 ⊂ h−1 ⊂ h−2 ⊂ · · · ,
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ãäå îïåðàòîðû âëîæåíèÿ êîìïàêòíû è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíû. Çàìåòèì,
÷òî hp ïëîòíî è êîìïàêòíî âëîæåíî â hq ïðè q < p (ñì., íàïðèìåð, [7, ãë. I, � 3,
ëåììà 1.6]).

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð −∆, äåéñòâóþùèé íà ïðîñòðàíñòâå
C∞(S) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( · , · ), ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äî ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

−∆: D(−∆) = hp+2 ⊂ hp → hp, p ∈ Z,

ãäå D(A) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A. Òîãäà

‖ψ‖p =
(
(−∆)p/2ψ, (−∆)p/2ψ

)1/2
äëÿ ëþáîãî ψ ∈ hp, p ∈ Z.

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

(4) |(ψ, θ)| ≤ ‖ψ‖p ‖θ‖−p äëÿ ëþáûõ ψ ∈ hp, θ ∈ h−p, p ∈ Z,

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ( · , · ) ïðîäîëæåíî íà hp×h−p ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(5) (ψ, θ) =
(
(−∆)p/2ψ, (−∆)−p/2θ

)
, p ∈ Z.

Îáîçíà÷èì íîðìó íà Hp := hp × hp, p ∈ Z, ÷åðåç

|‖ψ|‖p = 〈Ap/20 ψ,A
p/2
0 ψ〉1/2,

p ∈ Z, A0 =

(
−∆ 0

0 −∆

)
, 〈ψ, θ〉 =

∫
S

〈ψ, θ〉R2 dS,

ãäå 〈ψ, θ〉R2 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R2. Ïóñòü

κ := C(R+;H2) ∩ L2,loc(R+;H3).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
(6)

l+2 :=
{
{bi}∞i=1 ∈ l2 : bi ≥ 0, i = 1, 2, . . .

}
,

⋂
b := ‖{bi}∞i=1‖l2 =

( ∞∑
i=1

b2i

)1/2

.

Ïîäðîáíåå î ââåäåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñì. â [3, ï. 2.1].

2.2. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü Ω � ïðîèç-
âîëüíîå ìíîæåñòâî, F � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω. Èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî
áóäåì îáîçíà÷àòü (Ω, F ). Ïóñòü P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà èçìåðèìîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Ω, F ). Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî (Ω, F,P) � ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(Ω,F,P) ñåìåéñòâî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ M1 ⊂ Ω, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïîäìíîæåñòâî M2 ⊂ Ω, M2 ∈ F , òàêîå, ÷òî M1 ⊂ M2 è P(M2) = 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôèëüòðàöèÿ {Ft}t≥0 â (Ω, F,P) óäîâëåòâîðÿåò îáû÷íûì
óñëîâèÿì, åñëè {Ft}t≥0 � íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà ôèëüòðàöèÿ òàêàÿ, ÷òî âñå ìíî-
æåñòâà P-ìåðû íóëü σ-àëãåáðû F ñîäåðæàòñÿ â F0.

Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî ôèëüòðàöèÿ {Ft}t≥0 óäîâëåòâîðÿåò îáû÷íûì
óñëîâèÿì.

Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâà (Ω1, σ1) è (Ω2, σ2).
Îòîáðàæåíèå ψ : (Ω1, σ1) → (Ω2, σ2) íàçûâàþò σ1|σ2-èçìåðèìûì, åñëè ïîëíûé
ïðîîáðàç ìíîæåñòâà M ïðè îòîáðàæåíèè ψ

ψ−1(M) := {ω ∈ Ω1 : ψ(ω) ∈ M}
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ïðèíàäëåæèò σ1 äëÿ ëþáîãî M ∈ σ2. Èíîãäà, êîãäà ÿñíî, î êàêîì ïðîñòðàí-
ñòâå (Ω2, σ2) èäåò ðå÷ü, ìû áóäåì äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ãîâîðèòü, ÷òî ψ
σ1-èçìåðèìî. Ïóñòü ψ : (Ω1, σ1) → (Ω2, σ2) � σ1-èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç σ(íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ èç Ω1, ψ) ⊂ σ1 íàèìåíüøóþ
σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ ýòó ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ èç Ω1 è ïîëíûå ïðîîáðàçû
ìíîæåñòâ èç σ2 ïðè îòîáðàæåíèè ψ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σT áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
T.

Ïóñòü P(X) � ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå
(X,σX).

Áîëüøå ïîäðîáíîñòåé î ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòàõ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
èñïîëüçóåìûõ â ñòàòüå, ìîæíî íàéòè â [3, ï. 2.2]. Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ
ìû íå ñòàíåì ïîâòîðÿòü èõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå.

Ïóñòü {uω(t, ϑ), t ≥ 0}ϑ∈X � ñåìåéñòâî îäíîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ
îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft}t≥0, îáëàäàþùèõ ôåëëåðîâñêèì ñâîéñòâîì, ñ îä-
íèì è òåì æå ñåìåéñòâîì ïåðåõîäíûõ îïåðàòîðîâ. Ýòè ïðîöåññû èìåþò îá-
ëàñòü çíà÷åíèé â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X è íà÷àëüíîå óñëî-
âèå uω(0, ϑ) = ϑ, ϑ ∈ X. Çàìåòèì, ÷òî â [2, � 3] ïðèâåäåíû âñå îïðåäåëåíèÿ,
ñâÿçàííûå ñ òàêèìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òðàåêòî-
ðèè uω(t, ϑ), t ≥ 0, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω ïðè ëþáîì
ϑ ∈ X è ÿâëÿþòñÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé t íåïðåðûâíûìè
ïî ϑ ∈ X äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω. Ïóñòü P (t, ϑ,Γ) � ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ:

P (t, ϑ,Γ) = P{ω ∈ Ω: uω(t, ϑ) ∈ Γ}, ϑ ∈ X, Γ ∈ σX , t ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó P ∗t :

(7) P ∗t m(Γ) =

∫
X

P (t, ϑ,Γ)m(dϑ), m ∈ P(X), Γ ∈ σX , t ≥ 0.

Ìåðóm ∈ P(X) íàçûâàþò ñòàöèîíàðíîé ìåðîé ñåìåéñòâà {uω(t, ϑ), t≥ 0}ϑ∈X ,
åñëè

(8) P ∗t m = m, t ≥ 0.

3. Êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ èç [1]�[4]

Ïóñòü çàäàíû âåêòîð-ôóíêöèÿ f(x) ∈ H−1 è F0-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåê-
òîð-ôóíêöèÿ uω0 (x), ãäå u0 ∈ H2 ïî÷òè íàâåðíîå. Ñíàáäèì ñèñòåìó (1), (2)
íà÷àëüíûì óñëîâèåì

(9) u(0) = u0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {Ei}∞i=1 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H
0. Â êà-

÷åñòâå ñëó÷àéíîé âåêòîð-ôóíêöèè η ðàññìîòðèì

(10) ηω(t, x) =
∂

∂t
ζω(t, x), ζω(t, x) =

∞∑
i=1

biβ
ω
i (t)Ei,

ãäå {bi}∞i=1 ∈ l+2 , à {βωi (t)}∞i=1, t ≥ 0, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ âå-
ùåñòâåííîçíà÷íûõ áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft}t≥0.
Òîãäà ðÿä â (10) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C(R+;H0) äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω
(ñì., íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3 â [8, ÷. I, � 4.1]).

Ðåøåíèå uω(t, x, u0), t ≥ 0, çàäà÷è Êîøè (1), (2), (9) îïðåäåëèì òàê æå, êàê
â îïðåäåëåíèè 4.1 èç [3, � 4].
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Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ uω(t, x, u0), t > 0, îïðåäåëåííûé íà âå-
ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F,P), ñî çíà÷åíèÿìè â H2 áóäåì íàçûâàòü
ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1), (2), (9), åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

a) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ u(t), t > 0, ñîãëàñîâàí ñ ôèëüòðàöèåé {Ft}t>0 è ïî÷òè
âñå åãî òðàåêòîðèè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó κ;

b) ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà u(t), t > 0, óäîâëåòâîðÿþò
ðàâåíñòâó

A1u(t) +

∫ t

0

(
νA2u(s) +A3u(s) +B(u(s))

)
ds = A1u0 + tf + ζ(t), t ≥ 0,

êîòîðîå èìååò ìåñòî â ïðîñòðàíñòâå C(R+;H−1).

Ïî òåîðåìå 2 èç [1, � 3] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ν > 0, γ, ρ, k0, k1 ≥ 0,
{bi}∞i=1 ∈ l+2 , f ∈ H−1 è F0-èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé âåêòîð-ôóíêöèè u0, ãäå
u0 ∈ H2 ïî÷òè íàâåðíîå, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1),
(2), (9), è îíî íåïðåðûâíî çàâèñèò íà êîíå÷íîì îòðåçêå èçìåíåíèÿ ïåðåìåí-
íîé t îò íà÷àëüíîãî äàííîãî u0 äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω. Ïî òåîðåìå 1 èç [2,
� 3] ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2), (9) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìàð-
êîâñêèì ïðîöåññîì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft}t≥0, îáëàäàþùèì ôåëëåðîâ-
ñêèì ñâîéñòâîì. Ïðè ýòîì ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì äàííîì u0 ∈ H2 ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ èìååò îäíî è òî æå ñåìåéñòâî ïåðåõîäíûõ îïåðàòîðîâ. Â [2, � 4] (ñì.
òàêæå [3, � 4, ôîðìóëû (4.4)�(4.6) è ëåììà 4.1]) áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî íà ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû

(11) k0 < F(ν, γ, ρ, k1),

ãäå F > 0 � íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòîâ ν, γ, ρ, k1, òî
ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà ñåìåéñòâà {uω(t, x, ϑ), t ≥ 0}ϑ∈H2 îäíîðîäíûõ
ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, îáëàäàþùèõ ôåëëåðîâñêèì ñâîéñòâîì, îïðåäåëÿåìîãî
ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè (1), (2), u(0) = ϑ, ϑ ∈ H2. Â çàìå÷àíèè 2 [2, � 4]
áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (11) è ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñò-
íûé ñëó÷àé, êîãäà {bi}∞i=1 = 0 (ñèñòåìà (1), (2), (10) äåòåðìèíèðîâàíà), òî
ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ ìåðà.

Â òåîðåìå 4.3 èç [3, � 4] áûëè ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óêàçàí-
íàÿ âûøå ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà äëÿ ñåìåéñòâà {uω(t, x, ϑ), t ≥ 0}ϑ∈H2 åäèíñòâåí-
íà. Â òåîðåìå 4.1 èç [4, � 4] è òåîðåìå 6.3 èç [4, ï. 6.3] áûëè íåñêîëüêî îñëàáëåíû
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî òàêîé ðåçóëüòàò, à òàêæå â òåîðåìå 4.1 èç [4,
� 4] áûëà ïîëó÷åíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàñïðå-
äåëåíèé âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1), (2) èç ñåìåéñòâà {uω(t, x, ϑ), t ≥ 0}ϑ∈H2

ê ýòîé ñòàöèîíàðíîé ìåðå ïðè t→ +∞. Îòìåòèì, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû â [3], [4]
áûëè ïîëó÷åíû ïðè óñëîâèè (11) íà ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû.

Çàìåòèì, ÷òî äèàïàçîí íà ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû (11) ìîæíî íåñêîëüêî ðàñ-
øèðèòü. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà. Îòìåòèì, ÷òî â íåé ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
f íå çàâèñèò îò ω.

Ëåììà 1. I. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3 èç [2, � 4], çà èñêëþ÷å-
íèåì íåðàâåíñòâà (11), âìåñòî íåãî áóäåì èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî

(12) k0 < min
i=1,2,...,i∗

ς(i),
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ãäå

ς(i) =
2

(j(i)− γ)2

(
3νj2(i)(j(i) + γ) + χ(j(i))

(13)

+

√
(3νj2(i)(j(i) + γ) + χ(j(i)))

2
+ (j(i)− γ)2 (ν2j3(i)(j(i) + γ) + νj(i)χ(j(i)))

)
,

(14) χ(y) = (k1 + νγ)(y2 + γy) + ρ(γ + y), j(y) = y(y + 1), y > 0,

(15)

i∗ =

[
c∗

(1 +
√

2)ν

(√
1 +

2c∗

(1 +
√

2)ν
+ 1

)−1]
> 1, c∗ =

{
ς(1), åñëè γ 6= 2,

ς(2), åñëè γ = 2

(çäåñü è âåçäå íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî [r] � öåëàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî
÷èñëà r, è, ÷òî åñëè j(p) = γ, p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî 1/(j(p)−γ)2 = +∞),
òîãäà âûïîëíåíû âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3 èç [2, � 4] î ñóùåñòâîâàíèè
ñòàöèîíàðíîé ìåðû.

II. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ çàìå÷àíèÿ 2 [2, � 4] äëÿ ñèñòåìû (1),
(2), (10), çà èñêëþ÷åíèåì íåðàâåíñòâà (11), âìåñòî íåãî áóäåì èñïîëüçîâàòü
íåðàâåíñòâî (12), òîãäà âûïîëíåíû âñå óòâåðæäåíèÿ çàìå÷àíèÿ 2 [2, � 4] î
ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ ýòîé ñèñòåìû, êîãäà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé � {bi}∞i=1 = 0, ò. å. ñèñòåìà äåòåðìèíèðîâàíà.

III. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1 èç [4, � 4], çà èñêëþ÷åíèåì
íåðàâåíñòâà (11), âìåñòî íåãî áóäåì èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî (12), òîãäà
âûïîëíåíû âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 6.3 è 4.1, ïðåäëîæåíèÿ 4.1 èç [4] î åäèí-
ñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíîé ìåðû è ñõîäèìîñòè ê íåé ïðè t→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü âìåñòî íåðàâåíñòâà (7.2) èç [4, ï. 7.1]

(16) 〈A1ψ,A3ψ〉 ≥ −α0|‖ψ|‖23 äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H3,

ãäå α0 ∈ [0, ν), íåðàâåíñòâî

(17) 〈A1ψ,A3ψ〉 ≥ −α0〈A1ψ,A2ψ〉 äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H3,

ïîñêîëüêó â ñèëó (17) è î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

〈A1ψ,A2ψ〉 ≥ |‖ψ|‖23 äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H3

áóäåì èìåòü
(18)
ν〈A1u(s), A2u(s)〉+〈A1u(s), A3u(s)〉 ≥ (ν−α0)〈A1u(s), A2u(s)〉 ≥ (ν−α0)|‖u(s)|‖23.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ òåì, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ìû îöåíè-
âàåì ëåâóþ ÷àñòü öåïî÷êè íåðàâåíñòâ (18), èñïîëüçóÿ (7.2) èç [4, ï. 7.1] âìå-
ñòî (17), êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ñòàòüå [4]. Ïîýòîìó âñå ðàíåå ïîëó÷åííûå
îöåíêè èç [4] áóäóò âûïîëíåíû, ãäå òðåáîâàëîñü ýòî íåðàâåíñòâî. À òàêæå ðàñ-
ñóæäàÿ àíàëîãè÷íî áóäóò âûïîëíåíû ïîäîáíûå îöåíêè è â áîëåå ðàííèõ ðà-
áîòàõ [2]�[3]. Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [2]�[4] áûëè îñíîâàíû
íà îöåíêàõ íà ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1), ëèáî ïîäîáíûõ (1), ãäå
âñåãäà ïðèñóòñòâîâàëà ñóììà îïåðàòîðîâ νA2 + A3. Â ýòèõ îöåíêàõ âñåãäà ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ñóììå îïåðàòîðîâ ëåâàÿ ÷àñòü öåïî÷êè íåðàâåíñòâ (18)
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îöåíèâàëàñü òîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ñòîèò â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé öåïî÷êè íåðà-
âåíñòâ. Ïîýòîìó èçìåíåíèå (17) íå ìåíÿåò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [2]�[4].
Óêàçàííîå èçìåíåíèå ëèøü âëèÿåò íà äèàïàçîí íà ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, êîòî-
ðûé ñòàíîâèòñÿ íåñêîëüêî øèðå.

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2. Óñëîâèå (17) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ íà êîíñòàíòû ν,
γ, ρ, k0, k1:

k0 ≤ inf
i=1,2,...

2

(j(i)− γ)2

(
3α0j

2(i)(j(i) + γ) + χ(j(i))

+
((

3α0j
2(i)(j(i) + γ) + χ(j(i))

)2

(19) +(j(i)− γ)2
(
α2

0j
3(i)(j(i) + γ) + α0j(i)χ(j(i))

)) 1
2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ ∈ H3. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ A1 è A3 èç ðà-
âåíñòâà (5) ïîëó÷èì

〈A1ψ,A3ψ〉 =

〈(
−∆ψ1

−∆ψ2 + γψ2

)
,

(
−k0∆ψ1 + 2k0∆ψ2

k0∆ψ1 − (2k0 + k1 + νγ)∆ψ2 + ρψ2

)〉
= k0‖ψ1‖22 − 3k0(∆ψ1,∆ψ2) + γk0(∆ψ1, ψ2) + (2k0 + k1 + νγ)‖ψ2‖22

+ (ρ+ γ(2k0 + k1 + νγ))‖ψ2‖21 + γρ‖ψ2‖20.(20)

Ðàçëîæèì ôóíêöèè ψ1, ψ2 ∈ h3 ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó {ei}∞i=1 ãèëü-
áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà h0 ⊃ h3, ñîñòîÿùåìó èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà
Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè (ñì., íàïðèìåð, [9, ãë. XIII] è [10, � 31]):

ψ1 =

∞∑
i=1

c1iei, ‖ψ1‖23 =

∞∑
i=1

c21iλ
3
i <∞,

ψ2 =

∞∑
i=1

c2iei, ‖ψ2‖23 =

∞∑
i=1

c22iλ
3
i <∞,

−∆ei = λiei, λi > 0, i = 1, 2, . . . ,

(ei, ej) = δij , δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, i, j = 1, 2, . . . .

Çäåñü {λi}∞i=1 � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìèíóñ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé. Åñëè α0 > 0, òî èç
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ðàâåíñòâà (20) èìååì

〈A1ψ,A3ψ〉+ α0〈A1ψ,A2ψ〉

=

∞∑
i=1

c21iλ
2
i (k0 + α0λi)− 2

∞∑
i=1

c1iλi
√
k0 + α0λic2i

(3λi + γ)k0

2
√
k0 + α0λi

+

∞∑
i=1

c22i
(
(λ2
i + γλi)(2k0 + k1 + νγ) + ρ(γ + λi) + α0λ

2
i (γ + λi)

)
=

∞∑
i=1

(
c1iλi

√
k0 + α0λi − c2i

(3λi + γ)k0

2
√
k0 + α0λi

)2

+

∞∑
i=1

c22i

(
(λ2
i + γλi)(2k0 + k1 + νγ) + ρ(γ + λi) + α0λ

2
i (γ + λi)

−
(

(3λi + γ)k0

2
√
k0 + α0λi

)2
)
.

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ψ íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (17)
èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî
(21)

(2k0+k1+νγ)(λ2
i+γλi)+ρ(γ+λi)+α0λ

2
i (γ+λi)−

(
(3λi + γ)k0

2
√
k0 + α0λi

)2

≥ 0, i = 1, 2, . . .

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìèíóñ îïåðàòîðà Ëàïëàñà�
Áåëüòðàìè ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë âèäà i(i+ 1), i = 0, 1, . . .
(ñì., íàïðèìåð, [10, � 31]). Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà
h0 âûïîëíåíî (3), òî â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {ei}∞i=1 ïðîñòðàíñòâà h

0 íåò
ñîáñòâåííîé ôóíêöèè, îòâå÷àþùåé íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ïîýòî-
ìó, àíàëèçèðóÿ êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî k0, ïîëó÷èì, ÷òî íåðà-
âåíñòâî (21) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (19). Òîãäà óñëîâèå (17) ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ (19).

Åñëè α0 = 0, òî, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî óñëîâèå (17) ýêâèâà-
ëåíòíî óñëîâèþ (19) ïðè α0 = 0.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Äîêàæåì åùå äâå ëåììû, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì
äèàïàçîí íà ïàðàìåòðû (12), òî, â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî òåîðåìà 2 îá îöåíêå
íà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2) (9) èç [2, � 4] â ñèëó ðàññóæäåíèé âíà÷àëå
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1, è ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíà òåîðåìà 3 î ñóùåñòâî-
âàíèè ñòàöèîíàðíîé ìåðû èç [2, � 4] è çàìå÷àíèå 2 [2, � 4] î ñóùåñòâîâàíèè
èíâàðèàíòíîé ìåðû, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé � {bi}∞i=1 = 0, ò. å.
ñèñòåìà (1), (2), (10) äåòåðìèíèðîâàíà. Ýòè ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
÷óòü íèæå â ï. 4.1, ãäå îïèñàí îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ñòàòüè, è ïîýòî-
ìó ìû èõ îñîáî âûäåëèëè â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1. Äëÿ äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ
ðàáîò [2]�[4] íóæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ.

Ëåììà 3. Åñëè êîíñòàíòû ν, γ, ρ, k0, k1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(22) k0 < inf
i=1,2,...

ς(i),
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ãäå ς(i) îïðåäåëåíî â (13), òî ñóùåñòâóþò òàêèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà α0 è
α1, ÷òî âûïîëíåíî

(23) α0 ∈
[
0,
(

1− α1

2

)
ν
)
, α1 ∈ (0, 2),

è íåðàâåíñòâî (17).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè

(24) k0 ≤ inf
i=1,2,...

4χ(j(i))

(j(i)− γ)2
,

òî ïîëîæèì α0 = 0 è α1 = 1. Òîãäà òàêèå α0, α1 óäîâëåòâîðÿþò (23) è â ñèëó
ëåììû 2 áóäåò âûïîëíåíî (17). Åñëè

k0 > inf
i=1,2,...

4χ(j(i))

(j(i)− γ)2

è k0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (22), òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè

ψ(α) = inf
i=1,2,...

2

(j(i)− γ)2

(
3αj2(i)(j(i) + γ) + χ(j(i))

+
((

3αj2(i)(j(i) + γ) + χ(j(i))
)2

+(j(i)− γ)2
(
α2j3(i)(j(i) + γ) + αj(i)χ(j(i))

)) 1
2

)
ñóùåñòâóåò òàêîå α∗, ÷òî k0 = ψ(α∗), 0 < α∗ < ν. Ïîëîæèì α0 = α∗ è α1 =
(ν − α∗)/ν. Òîãäà òàêèå α0, α1 óäîâëåòâîðÿþò (23) è â ñèëó ëåììû 2 áóäåò
âûïîëíåíî (17).

Ëåììà äîêàçàíà. �

Çàìåòèì, ÷òî èíôèíóì ïî áåñêîíå÷íîìó ìíîæåñòâó â (22) ðàâåí ìèíèìóìó
ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó.

Ëåììà 4. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(25) inf
i=1,2,...

ς(i) = min
i=1,2,...,i∗

ς(i),

ãäå ς(i) è i∗ îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî â (13) è (15).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(26) ς(i) > 2(1 +
√

2)νj(i), i = 1, 2, . . . ,

ãäå j îïðåäåëåíî â (14). Ïîýòîìó i∗ > 1.
Ïóñòü γ 6= 2. Òîãäà, ðåøèâ êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî

(27) ς(1) < 2(1 +
√

2)νj(i) = 2(1 +
√

2)νi(i+ 1)

îòíîñèòåëüíî i, ïîëó÷èì, ÷òî ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî i, êîòîðîå åìó
óäîâëåòâîðÿåò, ðàâíî âåùåñòâåííîìó ÷èñëó i∗ + 1, ãäå i∗ îïðåäåëåíî â (15).
Â ñèëó (26) è òîãî, ÷òî j ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò i, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (25).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî (25) â ñëó÷àå, êîãäà γ = 2, åñëè âìåñòî
íåðàâåíñòâà (27) ðàññìîòðåòü íåðàâåíñòâî

ς(2) < 2(1 +
√

2)νj(i).

Ëåììà äîêàçàíà. �
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Ëåììà 1 äîêàçàíà. �

Äëÿ íåêîòîðûõ ðåæèìîâ öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
k0 ≤ 4k1 (ñì., íàïðèìåð, [11]). Òîãäà íåðaâåíñòâî (12) ìîæíî óïðîñòèòü.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, çà èñêëþ÷åíèåì íåðàâåí-
ñòâà (12), è äîïîëíèòåëüíî k0 ≤ 4k1.

Åñëè ïðè γ 6= 2 âìåñòî (12) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

k0 <
2

(2− γ)2

(
12ν(2 +γ) +χ+

√
(12ν(2 + γ) + χ)2 + 2ν(2− γ)2(4ν(2 + γ) + χ)

)
,

ãäå χ = (2(k1 + νγ) + ρ)(2 + γ), òî ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1.
Åñëè γ = 2, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óòâåðæäåíèé ëåììû 1 äîñòàòî÷íî îäíîãî

íåðàâåíñòâà k0 ≤ 4k1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó k0 ≤ 4k1 â íåðàâåíñòâå (21), äîìíîæåí-
íîì íà 4(k0 +α0λi), êîýôôèöèåíòû ïåðåä λi, λ

2
i , λ

3
i , λ

4
i áóäóò íåîòðèöàòåëüíû-

ìè. Ïîýòîìó â (19) è (22) èíôèíóì äîñòèãàåòñÿ ïðè i = 1. Òîãäà èç ëåììû 1
ñðàçó ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 1.

Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî. �

Äëÿ ñåìåéñòâà {uω(t, x, ϑ), t ≥ 0}ϑ∈H2 ìû ñîõðàíèì âñå îáîçíà÷åíèÿ èç ï. 2.2,
êîòîðûå ââîäèëèñü äëÿ ñåìåéñòâà {uω(t, ϑ), t ≥ 0}ϑ∈X .

4. Èíòåãðàëüíûå ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ìåð äëÿ ñèñòåìû (1), (2)

4.1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α∗ ∈ [0, 2) � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Äëÿ ëþáûõ
ν > 0, γ, ρ, k0, k1 ≥ 0 òàêèõ, ÷òî âìåñòî íåðàâåíñòâà (12) èìååò ìåñòî áîëåå
æåñòêîå íåðàâåíñòâî

(28) k0 ≤ min

{
4k1,

4(2 + γ)

(2− γ)2
(2k1 + ρ)

}
,

{bi}∞i=1 ∈ l
+
2 è f ∈ H−1 ëþáàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà m ∈ P(H2) äëÿ ñèñòå-

ìû (1), (2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(29)

∫
H2

〈A2ϑ,A1ϑ〉m(dϑ) ≤ Ĉ,

(30)

∫
H2

|‖ϑ|‖22m(dϑ) ≤ Č,

ãäå

Ĉ =
1

8ν

(√
4b2 +

2 + γ

ν
|‖f |‖2−1 +

√
2 + γ

ν
|‖f |‖−1

)2

,

Č =
1

4ν

√√√√2

∞∑
i=1

b2i 〈A
−1
1 Ei, Ei〉+

1

ν
|‖f |‖2−2 +

1√
ν
|‖f |‖−2

2

,

b îïðåäåëåíî â (6), óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

(31)

∫
H2

〈(νA2 +A3)ϑ,A1ϑ〉m(dϑ) =
b2

2
+

∫
H2

〈f,A1ϑ〉m(dϑ),
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(32)

∫
H2

〈(νA2 +A3)ϑ, ϑ〉m(dϑ) =
1

2

∞∑
i=1

b2i 〈A−1
1 Ei, Ei〉+

∫
H2

〈f, ϑ〉m(dϑ),

ïðè ýòîì

〈A3ϑ,A1ϑ〉 ≥ 0 è 〈A3ϑ, ϑ〉 ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ϑ ∈ H2,

è äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà κ∗ > 0 òàêîãî, ÷òî

(33)
2 + γ

2

(
sup
i≥1

bi

)2

κ∗ ≤ α∗,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(34)

∫
H2

exp
(
κ∗ν|‖A1ϑ|‖20

)
m(dϑ) ≤ C(ĉ(κ∗)),

(35)

∫
H2

exp (κ∗ν〈A1ϑ, ϑ〉) m(dϑ) ≤ C(č(κ∗)),

ãäå

(36) C(y) =
(
√
y2 + 4y + y)2

4y
exp

(√
y2 + 4y + y

2

)
, y > 0, C(0) = 1,

ĉ(κ∗) =
(2 + γ)κ∗
4(2− α∗)2

(√
(2− α∗)b2 +

2 + γ

2ν
|‖f |‖2−1 +

√
2 + γ

2ν
|‖f |‖−1

)2

,

č(κ∗) =
(2 + γ)κ∗
4(2− α∗)2

√√√√(2− α∗)
∞∑
i=1

b2i 〈A
−1
1 Ei, Ei〉+

1

ν
|‖f |‖2−2 +

1√
ν
|‖f |‖−2

2

.

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò ïî ëåì-
ìå 1. Èç òåîðåìû 1 íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáûõ ν > 0, γ, ρ, k0, k1 ≥ 0 òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî (28), {bi}∞i=1 ∈ l

+
2 è f ∈ H−1 ëþáàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà m ∈ P(H2) óäîâ-

ëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(37)

∫
H2

|‖ϑ|‖21m(dϑ) ≤ c0,

(38)

∫
H2

|‖ϑ|‖21m(dϑ) ≥ 4c2
1

(√
c2
2 +

4

ν
c1c3 + c2

)−2

,

ãäå

c0 =
1

8ν

√√√√2

∞∑
i=1

b2i 〈A
−1
1 Ei, Ei〉+

1

ν
|‖f |‖2−2 +

1√
ν
|‖f |‖−2

2

,

c1 =
1

2ν

( ∞∑
i=1

b2i 〈A−1
1 Ei, Ei〉

)
,

c2 =

√√√√b2

2ν
+

(√
2 + γ

8

1

ν
|‖f |‖−1

)2

+

(
1 +

√
2 + γ

8

)
1

ν
|‖f |‖−1,
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c3 =
1

2

(
3k0 + k1 + νγ +

ρ

2
+

√(
k0 + k1 + νγ +

ρ

2

)2

+ 9k2
0

)
.

Â íåðàâåíñòâå (38) ñ÷èòàåì, ÷òî f è {bi}∞i=1 òàêîâû, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ
îäíîâðåìåííî f = 0 è bi = 0 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . ..

Çàìå÷àíèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ (29), (30),
(34) è (35) ìîæíî óïðîñòèòü, îöåíèâ èõ ñâåðõó, èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûå íåðà-
âåíñòâà

(39) (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) è
√
a+ b ≤

√
a+
√
b

ïðè a, b ≥ 0:

Ĉ ≤ 1

ν
b2 +

2 + γ

2ν2
|‖f |‖2−1,

Č ≤ 1

ν

∞∑
i=1

b2i 〈A−1
1 Ei, Ei〉+

1

ν2
|‖f |‖2−2,

(40) C(y) ≤ (1 +
√
y + y) exp (

√
y + y) ,

ĉ(κ∗) ≤
(2 + γ)κ∗

2

(
1

2− α∗
b2 +

2 + γ

(2− α∗)2ν
|‖f |‖2−1

)
,

č(κ∗) ≤
(2 + γ)κ∗

2

(
1

2− α∗

∞∑
i=1

b2i 〈A−1
1 Ei, Ei〉+

2

(2− α∗)2ν
|‖f |‖2−2

)
.

Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 2 êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ (37) è (38) ìîæíî óïðî-
ñòèòü, îöåíèâ èõ ñâåðõó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (39):

c0 ≤
1

2ν

( ∞∑
i=1

b2i 〈A−1
1 Ei, Ei〉+

1

ν
|‖f |‖2−2

)
,

(41)

(√
c2
2 +

4

ν
c1c3 + c2

)2

≤ 4

ν
b2 +

2

ν2
(7k0 + 2k1 + 2νγ + ρ)

∞∑
i=1

b2i 〈A−1
1 Ei, Ei〉

+(22 + 3γ)
1

ν2
|‖f |‖2−1.

Çàìå÷àíèå 2. I. a). Ïðàâûå ÷àñòè îöåíîê (29), (30), (34), (35), (37) íå çàâè-
ñÿò îò ν, åñëè f ∼ ν è bi ∼

√
ν, i = 1, 2, . . ..

b). Åñëè äîïîëíèòåëüíî k0, k1, ρ ∼ ν, òî ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíêè (38) íå çàâè-
ñèò îò ν.

II. Îöåíêà ñíèçó (38) îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bi = 0,
i = 1, 2, . . . (ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ íåâîçìóùåííàÿ áåëûì øóìîì ñèñòåìà).

III. Òåîðåìà 1 è ñëåäñòâèå 2 âêëþ÷àåò â ñåáÿ äåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àé,
êîãäà {bi}∞i=1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì îöåíêè è ðàâåíñòâà äëÿ ëþáîé
èíâàðèàíòíîé ìåðû m ∈ P(H2):

m({u0 ∈ H2 : u(t, x, u0) ∈ Γ}) = m(Γ) äëÿ ëþáûõ Γ ∈ σH2 è t ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò ïî ëåììå 1. À òàêæå â äå-
òåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå áóäåò âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå ïóíêòà I, a), åñëè
f ∼ ν, è îöåíêà ñíèçó (38) îáðàòèòñÿ â íóëü.
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Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ 2 áóäóò ïðèâåäåíû íåñêîëüêî ïîçæå
â ï. 4.6 è ï. 4.7 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìûå ñõåìû äîêàçà-
òåëüñòâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íî àíàëîãîì ñõåì äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû 2.5.5 èç [12,
ï. 2.5.2], êîòîðàÿ áûëà äîêàçàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, âîçìóùåííîãî
áåëûì øóìîì, ïî ïåðåìåííûì x â äâóìåðíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èëè äâó-
ìåðíîì òîðå, è óïðàæíåíèÿ 2.5.7 èç [12, ï. 2.5.2], îöåíêè (5.7) èç [12, ï. 5.1.1],
êîòîðûå áûëè äîêàçàíû äëÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, âîçìóùåííîãî áåëûì
øóìîì, ïî ïåðåìåííûì x â äâóìåðíîì òîðå, ñ óñëîâèåì, ÷òî ðåøåíèå è ïðà-
âàÿ ÷àñòü ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåçäèâåðãåíòíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ïî
ïåðåìåííûì x. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû ñôîðìóëèðóåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ, â ÷àñòíîñòè, ëåììû 5 è 7, íà êîòîðûõ áóäóò îñíîâàíû äîêàçà-
òåëüñòâà îöåíîê (34) è (35).

4.2. Ôîðìóëèðîâêè âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàì áóäóò íåîáõîäè-
ìû ïðè áîëüøèõ t äâå îöåíêè ñâåðõó íà ôóíêöèè

E exp(κν|‖A1u(t)|‖20)

è
E exp(κν〈A1u(t), u(t)〉)

îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2), (9), (10), ãäå κ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî.

Ëåììà 5. Ïóñòü α0, α1 ≥ 0, α2 > 0 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî

(42) α0 ∈
[
0,

(
1− α1 + α2

2

)
ν

)
, α1 + α2 ∈ (0, 2).

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ν > 0, γ, ρ, k0, k1 ≥ 0 òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñò-
âî (17), {bi}∞i=1 ∈ l

+
2 , ëþáîãî κ ≥ 0 òàêîãî, ÷òî

(43)
2 + γ

2

(
sup
i≥1

bi

)2

κ ≤ α1,

f ∈H−1, F0-èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé âåêòîð-ôóíêöèè u0, ãäå u0 : Ω → H2 � èç-
ìåðèìàÿ ïî Áîõíåðó è

E exp
(
κν|‖A1u0|‖20

)
<∞

(âåêòîð-ôóíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ íà ìíîæåñòâàõ P-ìåðû íóëü, îòîæäåñòâ-
ëÿþòñÿ), ðåøåíèå u(t), t ≥ 0, çàäà÷è Êîøè (1), (2), (9), (10) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó ïðè t ≥ 0

(44) E exp(κν|‖A1u(t)|‖20) ≤ e−α3tE exp(κν|‖A1u0|‖20) +
C(κ, α3)

α3
,

ãäå
(45)

C(κ, α3) = κν
(2 + γ

2α2ν
|‖f |‖2−1 + b2 +

α3

κν

)
exp

 κν
(

2+γ
2α2ν
|‖f |‖2−1 + b2 + α3

κν

)
4

2+γ (2ν − 2α0 − (α1 + α2)ν)

 ,

b îïðåäåëåíî â (6) è α3 > 0 � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Ëåììà 6. Åñëè êîíñòàíòû ν, γ, ρ, k0, k1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (12), òî
ñóùåñòâóþò òàêèå α0 ≥ 0, α1, α2 > 0, ÷òî âûïîëíåíî (42), (17).
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Ëåììà 6 ñðàçó ñëåäóåò èç ëåìì 3 è 4.

Ëåììà 7. Ïóñòü α0, α1 ≥ 0, α2 > 0 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî (42).

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ν > 0, γ, ρ, k0, k1 ≥ 0 òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(46) 〈A3ψ,ψ〉 ≥ −α0|‖ψ|‖22 äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H2,

{bi}∞i=1 ∈ l
+
2 , ëþáîãî κ ≥ 0 òàêîãî, ÷òî

1

2

(
sup
i≥1

bi

)2

κ ≤ α1,

f ∈H−1, F0-èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé âåêòîð-ôóíêöèè u0, ãäå u0 : Ω → H2 � èç-
ìåðèìàÿ ïî Áîõíåðó è

E exp (κν〈A1u0, u0〉) <∞

(âåêòîð-ôóíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ íà ìíîæåñòâàõ P-ìåðû íóëü, îòîæäåñòâ-
ëÿþòñÿ), ðåøåíèå u(t), t ≥ 0, çàäà÷è Êîøè (1), (2), (9), (10) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó ïðè t ≥ 0

E exp(κν〈A1u(t), u(t)〉) ≤ e−α3tE exp(κν〈A1u0, u0〉) +
C̃(κ, α3)

α3
,

ãäå

C̃(κ, α3) = c̃(κ, α3) exp

(
c̃(κ, α3)

4
2+γ (2ν − 2α0 − (α1 + α2)ν)

)
,

c̃(κ, α3) = κν
( 1

α2ν
|‖f |‖2−2 +

∞∑
i=1

b2i 〈A−1
1 Ei, Ei〉+

α3

κν

)
,

α3 > 0 � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Ëåììà 8. Åñëè êîíñòàíòû ν, γ, ρ, k0, k1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(47) k0 < min
i=1,2,...,̃i∗

ς̃(i),

ãäå

ς̃(i) =
2

j(i)

(
χ̃(j(i)) +

√
χ̃2(j(i)) + νj2(i) (χ̃(j(i))− 2νj2(i))

)
,

χ̃(y) = 3νy2 + (k1 + νγ)y + ρ, y > 0,

ĩ∗ =

[
ς̃(1)

(3 +
√

10)ν

(√
1 +

2ς̃(1)

(3 +
√

10)ν
+ 1

)−1]
> 1,

j îïðåäåëåíî â (14), òî ñóùåñòâóþò òàêèå α0 ≥ 0, α1, α2 > 0, ÷òî âûïîëíå-
íî (42), (46).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåìì 3 è 4.
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4.3. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 5 è 7. Ââå-
äåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïðîöåññà Èòî ñ ïîñòîÿííîé äèôôóçèåé â ñåïàðà-
áåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå èç [12, Appendix, � 7, îïðåäåëåíèå A.7.1].

Îïðåäåëåíèå 2. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t), t > 0, îïðåäåëåííûé íà âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F,P), áóäåì íàçûâàòü ïðîöåññîì Èòî â ñåïàðà-
áåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñ ïîñòîÿííîé äèôôóçèåé, åñëè îí ñî-
ãëàñîâàí ñ ôèëüòðàöèåé {Ft}t>0 è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ξ(t) = ξ(0) +

∫ t

0

h(s) ds+

∞∑
i=1

βi(t)υi, t > 0, ïî÷òè íàâåðíîå,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {υi}∞i=1 ⊂ H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
∞∑
i=1

‖υi‖2H <∞

è h(t), t > 0, � ýòî H-çíà÷íûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé
ïî îòíîøåíèþ ê ôèëüòðàöèè {Ft}t>0, òàêîé, ÷òî

P
{∫ T

0

‖h(t)‖2H dt <∞ äëÿ ëþáîãî T > 0

}
= 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 5 è 7 íàì áóäåò íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î
çàìåíå ïåðåìåííîé â ñòîõàñòè÷åñêîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè äëÿ ãèëü-
áåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ñðàçó ñëåäóåò
èç ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû A.7.5 èç [12, Appendix, � 7].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü H, V � ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, H∗ è
V ∗ � ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà ñ ïðîñòðàíñòâàìè ñîîòâåòñòâåííî H è V ,
V ïëîòíî íåïðåðûâíî âëîæåíî1 â H.

Ïóñòü Φ: R+×H → R � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðâîé
ïåðåìåííîé t ∈ R+ è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî Ôðåøå ôóíê-
öèÿ ïî âòîðîé ïåðåìåííîé v ∈ H. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè Φt(t, v), Φv(t, v) ïåðâîãî è
Φvv(t, v) âòîðîãî ïîðÿäêîâ íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå â R+ × H. À
òàêæå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

a) äëÿ ëþáîãî T > 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

C̃T (r), r ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî

|Φv(t, v; υ)| ≤ C̃T (‖v‖H)‖v‖V ‖υ‖V ∗ , t ∈ [0, T ], v ∈ V, υ ∈ H;

b) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk}∞k=1 ⊂ V , ñõîäÿùåéñÿ ê v ∈ V ïðè
k →∞ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà V , è äëÿ ëþáûõ t ≥ 0 è υ ∈ V ∗ èìååò
ìåñòî ñõîäèìîñòü2

Φv(t, vk; υ)→ Φv(t, v; υ) ïðè k →∞.

1Îòîæäåñòâëÿÿ ïî òåîðåìå Ô. Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèî-
íàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñì., íàïðèìåð, [13, ãë. III, �6]) ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî
H∗ ñ ïðîñòðàíñòâîì H, èìååì

V ⊆ H ⊆ V ∗.

2Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ a) ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Φv(t, v), îïðåäåëåííûé
íà ïðîñòðàíñòâå H, äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðàñøèðåíèå íà ïðîñòðàíñòâî V ∗

äëÿ ëþáîãî v ∈ V è íåðàâåíñòâî â óñëîâèè a) áóäåò âûïîëíåíî äëÿ υ ∈ V ∗.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) : Ω → H, t ≥ 0, óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

c) ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t), t ≥ 0, ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâó C(R+;H) ∩ L2,loc(R+;V );

d) ξ(t), t ≥ 0, � ïðîöåññ Èòî â ïðîñòðàíñòâå V ∗ ñ ïîñòîÿííîé äèôôóçèåé
òàêîé, ÷òî â îïðåäåëåíèè 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {υi}∞i=1 ëåæèò â ïðîñòðàí-
ñòâå H (à íå â V ∗) è

∞∑
i=1

‖υi‖2H <∞.

Òîãäà ïî÷òè íàâåðíîå èìååò ìåñòî ôîðìóëà Èòî

Φ(t ∧ τn(ξ), ξ(t ∧ τn(ξ))) = Φ(0, ξ(0)) +

∫ t∧τn(ξ)

0

Θ0(s) ds

+

∞∑
i=1

∫ t∧τn(ξ)

0

Θi(s) dβi(s), t ≥ 0,

ãäå

Θ0(t) = Φt(t, ξ(t)) + Φv(t, ξ(t);h(t)) +
1

2

∞∑
i=1

Φvv(t, ξ(t); υi),

Θi(t) = Φv(t, ξ(t); υi), i = 1, 2, . . . ,

τn(ξ) = inf{t ≥ 0 : ‖ξ(t)‖H > n}, t ∧ τn(ξ) = min{t, τn(ξ)}, n = 0, 1, . . . .

Â ïàðàãðàôå 3 èç [1] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 9. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

θ, ξ ∈ h2, χ ∈ h0; χ, θ ∈ h2, ξ ∈ h0; ξ, χ ∈ h2, θ ∈ h0;

θ, ξ ∈ h1, χ ∈ h2; χ, θ ∈ h1, ξ ∈ h2; ξ, χ ∈ h1, θ ∈ h2.

Òîãäà ÿêîáèàí J îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(J(θ, ξ), χ) = −(J(ξ, θ), χ), (J(θ, ξ), χ) = (J(χ, θ), ξ) = (J(ξ, χ), θ).

Åñëè θ ∈ h2, ξ ∈ h0 èëè θ ∈ h1, ξ ∈ h2, òî

(J(θ, ξ), θ) = 0.

Åñëè θ ∈ h2, òî

(J(θ, µ),∆θ) = 0.

4.4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5. Îáîçíà÷èì

h(t) = f − (νA2 +A3)u(t)−B(u(t)), t ≥ 0.

Â ñëåäñòâèè èç [1, � 3] ïîêàçàíî, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ u(t), t ≥ 0, ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûì ïî îòíîøåíèþ ê ôèëüòðàöèè {Ft}t≥0. Òîãäà ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ h(t), t ≥ 0, ÿâëÿåòñÿ H−1-çíà÷íûì ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûì
ïî îòíîøåíèþ ê ôèëüòðàöèè {Ft}t≥0. Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ 2 ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ A1u(t), t ≥ 0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ Èòî â H−1 ñ ïîñòîÿííîé
äèôôóçèåé, òàê êàê â ñèëó (1), (2), (9), (10) åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A1u(t) = A1u0 +

∫ t

0

h(t) dt+

∞∑
i=1

biβi(t)Ei, t ≥ 0, ïî÷òè íàâåðíîå,
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ïðè÷åì â ñèëó ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ u(t), t ≥ 0, è îöåíîê (3.31), (3.32)
èç [1, � 3] ñëó÷àéíûé ïðîöåññ h(t), t ≥ 0, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

P
{∫ T

0

|‖h(t)|‖2−1 dt <∞ äëÿ ëþáîãî T > 0

}
= 1.

Â òåîðåìå 2 ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâàH = H0, V = H1, ôóíêöèîíàë F (t, v) =
eα3t exp(κν|‖v|‖20) è â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà u(t), t ≥ 0, âîçüìåì ïðîöåññ
Èòî ñ ïîñòîÿííîé äèôôóçèåé A1u(t), t ≥ 0. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó ëåì-
ìû 9 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈B(ψ), A1ψ〉 = 0 äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H3.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (4) è (5),

Ft(t, v) = α3F (t, v),

Fv(t, v; υ) = 2κνF (t, v)〈v, υ〉, Fvv(t, v; υ) = 2κνF (t, v)(|‖υ|‖20 + 2κν〈v, υ〉2),

v, υ ∈ H0, è âêëþ÷åíèå u(t) ∈ κ ïî÷òè íàâåðíîå, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Èòî èç
òåîðåìû 2 ïîëó÷èì ïî÷òè íàâåðíîå ðàâåíñòâî

F (t ∧ τn, A1u(t ∧ τn)) = F (0, A1u0) +

∫ t∧τn

0

Θ0(s) ds+M(t ∧ τn),

ãäå

Θ0(t) = 2κνF (t, A1u(t))

(
α3

2κν
− 〈(νA2 +A3)u(t), A1u(t)〉+ 〈f,A1u(t)〉+

b2

2

+κν

∞∑
i=1

b2i 〈Ei, A1u(t)〉2
)
,

M(t) = 2κν

∞∑
i=1

bi

∫ t

0

F (s,A1u(s))〈Ei, A1u(s)〉 dβi(s), t ≥ 0,

b îïðåäåëåíî â (6), ïðè÷åì çäåñü è âåçäå íèæå τn = τn(A1u). Â ñèëó íåðàâåíñòâ
(4) ïðè p = 1 è

2ab 6 a2c2 + b2c−2, a, b, c ∈ R, c 6= 0,

âûïîëíåíà îöåíêà

(48) 2|〈f,A1u(s)〉| ≤ 2α2ν

2 + γ
|‖A1u(s)|‖21 +

2 + γ

2α2ν
|‖f |‖2−1.

Ïîñêîëüêó {Ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâàH
0 è èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (ñì., íàïðèìåð, [13, ãë. III, � 4, òåîðåìà 2]), òî
∞∑
i=1

〈Ei, A1u(s)〉2 = |‖A1u(s)|‖20.

Îòñþäà ñëåäóåò

(49)

∞∑
i=1

b2i 〈Ei, A1u(s)〉2 ≤
(

sup
i≥1

bi

)2

|‖A1u(s)|‖20.

Òîãäà èç (48), (49), (43), (17) è

(50) ‖ψ‖2p ≤ 2−(q−p)‖ψ‖2q äëÿ ëþáîãî ψ ∈ hq, p, q ∈ Z, q > p
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(ñì. íåðàâåíñòâî (16) â [14]), íåðàâåíñòâà

〈A1ψ,ψ〉 = |‖ψ|‖21 + γ‖ψ2‖20 ≤
2 + γ

2
|‖ψ|‖21

äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H1, êîòîðîå èìåþò ìåñòî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A1,
(5) è (50), áóäåì èìåòü ïî÷òè íàâåðíîå

F (t∧τn, A1u(t∧τn))−κν
∫ t∧τn

0

F (s,A1u(s))
( 4

2 + γ
(2α0+(α1+α2)ν−2ν)|‖A1u(s)|‖20

+
2 + γ

2α2ν
|‖f |‖2−1 + b2 +

α3

κν

)
ds ≤ F (0, A1u0) +M(t ∧ τn).

Âçÿâ îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ïîëó÷èì

EF (t ∧ τn, A1u(t ∧ τn))− κνE
∫ t∧τn

0

F (s,A1u(s))
( 4

2 + γ
(2α0 + (α1 + α2)ν

(51) −2ν)|‖A1u(s)|‖20 +
2 + γ

2α2ν
|‖f |‖2−1 + b2 +

α3

κν

)
ds ≤ EF (0, A1u0) +EM(t∧ τn).

Äîêàæåì, ÷òî

(52) EM(t ∧ τn) = 0.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà èç [15, ãë. I, � 5, îïðåäåëå-
íèå 5.3].

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå τ : Ω → [0,∞] íàçîâåì ìàðêîâñêèì ìîìåí-
òîì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft}t≥0, åñëè äëÿ êàæäîãî t ≥ 0 èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå {ω ∈ Ω: τ(ω) ≤ t} ∈ Ft.

Â ïðèìåðå 5.1 èç [15, ãë. I, � 5] äîêàçàíî, ÷òî, åñëèM ⊂ R � ïðîèçâîëüíîå îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî, ξ(t) : Ω→ R, t ≥ 0, � ñîãëàñîâàííûé ñ ôèëüòðàöèåé {Ft}t≥0

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, èìåþùèé ïî÷òè íàâåðíîå íåïðåðûâíûå ñïðàâà òðàåêòîðèè,
òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

inf{t ≥ 0 : ξ(t) ∈M}
ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft}t≥0. Òîãäà î÷å-
âèäíî, ÷òî τn � ìàðêîâñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft}t≥0.

Â äàëüíåéøåì íàì áóäóò íåîáõîäèìû äâà ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòå-
ãðàëîâ. Ïóñòü ψ(t), t ≥ 0, � äåéñòâèòåëüíûé èçìåðèìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ,
ñîãëàñîâàííûé ñ ôèëüòðàöèåé {Ft}t≥0, è äëÿ ëþáîãî T > 0

E

(∫ T

0

ψ2(s) ds

)
<∞.

Òîãäà åñëè τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò, β(t, ω), t ≥ 0, � äåéñòâèòåëüíîå áðîóíîâñêîå
äâèæåíèå, îïðåäåëåííîå íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F,P), îòíîñèòåëü-
íî ôèëüòðàöèè {Ft}t≥0, òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà (ñì., íàïðèìåð,
äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ (1.13) è (1.16) èç [15, ãë. II, � 1]):

E

∫ t∧τ

0

ψ(s) dβ(s) = 0,(53)

E

(∫ t∧τ

0

ψ(s) dβ(s)

)2

= E

∫ t∧τ

0

ψ2(s) ds.(54)
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Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè, íåðàâåíñòâà Áåññå-
ëÿ, ðàâåíñòâà (54) ïðè τ = τn, îöåíêè

|‖A1u(s)|‖0 ≤ n, 0 ≤ s ≤ t ∧ τn,
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

∞∑
i=1

(∫ t∧τn

0

F (s,A1u(s))〈Ei, A1u(s)〉 dβi(s)
)2

èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Çíà÷èò, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�
Áóíÿêîâñêîãî êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èìååò è âåëè÷èíà( ∞∑

i=1

(∫ t∧τn

0

F (s,A1u(s))〈Ei, A1u(s)〉 dβi(s)
)2)1/2

.

Ïîñêîëüêó àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà â (52) ìîæíî ïî íåðà-
âåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ïðîñòðàíñòâà RN îöåíèòü èíòåãðèðóåìîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé∣∣∣∣ N∑

i=1

bi

∫ t∧τn

0

F (s,A1u(s))〈Ei, A1u(s)〉 dβi(s)
∣∣∣∣

≤ b

( ∞∑
i=1

(∫ t∧τn

0

F (s,A1u(s))〈Ei, A1u(s)〉 dβi(s)
)2)1/2

,

ãäå N = 1, 2, . . . , òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè äëÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñïðàâåäëèâî

E

∞∑
i=1

bi

∫ t∧τn

0

F (s,A1u(s))〈Ei, A1u(s)〉 dβi(s)

=

∞∑
i=1

biE

∫ t∧τn

0

F (s,A1u(s))〈Ei, A1u(s)〉 dβi(s).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó (53) ïðè τ = τn èìååì

E

∫ t∧τn

0

F (s,A1u(s))〈Ei, A1u(s)〉 dβi(s) = 0, i = 1, 2, . . . ,

îòñþäà ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (52).
Èç (51) è (52) áóäåì èìåòü

EF (t ∧ τn, A1u(t ∧ τn))− κνE
∫ t∧τn

0

F (s,A1u(s))
( 4

2 + γ
(2α0 + (α1 + α2)ν

(55) −2ν)|‖A1u(s)|‖20 +
2 + γ

2α2ν
|‖f |‖2−1 + b2 +

α3

κν

)
ds ≤ EF (0, A1u0).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî s ≥ 0

κνF (s,A1u(s))
( 4

2 + γ
(2α0 +(α1 +α2)ν−2ν)|‖A1u(s)|‖20 +

2 + γ

2α2ν
|‖f |‖2−1 +b2 +

α3

κν

)
≤ C(κ, α3)eα3s,

ãäå C(κ, α3) îïðåäåëåíà â (45). Ïîýòîìó èç (55) èìååì

(56) EF (t ∧ τn, A1u(t ∧ τn)) ≤ C(κ, α3)E
eα3(t∧τn) − 1

α3
+ EF (0, A1u0).
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Ïîñêîëüêó u(t) ∈ C(R+;H2) ïî÷òè íàâåðíîå, òî τn → ∞ ïðè n → ∞ ïî÷òè
íàâåðíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (56) è èñïîëüçóÿ
òåîðåìó î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè è ëåììó Ôàòó (ñì., íàïðèìåð, [16, ãë. II, � 6,
ï. 4, òåîðåìû 1, a) è 2, a)]), ïîëó÷èì

EF (t, A1u(t)) ≤ C(κ, α3)
eα3t − 1

α3
+ EF (0, A1u0).

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò (44).
Ëåììà 5 äîêàçàíà.

4.5. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7 ïîëíîñòüþ àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5, ïîýòîìó ìû íå áóäåì åãî ïðèâîäèòü. Îòìå-
òèì ëèøü, ÷òî â òåîðåìå 2 íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâà H = H−1,
V = H0, ôóíêöèîíàë F (t, v) = eα3t exp(κν〈A−1

1 v, v〉), âìåñòî V ∗ ðàññìîòðåòü
ïðîñòðàíñòâî H−2 è â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà u(t), t ≥ 0, âçÿòü ïðîöåññ
Èòî â H−2 ñ ïîñòîÿííîé äèôôóçèåé A1u(t), t ≥ 0. À òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè
äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî â ñèëó ëåììû 9 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(57) 〈B(ψ), ψ〉 = 0 äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H2.

4.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî κ∗ > 0 òàêî-
ãî, ÷òî èìååò ìåñòî (33), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (34). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ Fr,κ : H2 → R ïðè r, κ > 0:

Fr,κ(ϑ) =

{
exp

(
κν|‖A1ϑ|‖20

)
, |‖A1ϑ|‖0 ≤ r,

exp
(
κνr2

)
, |‖A1ϑ|‖0 > r.

Ïîñêîëüêó m � ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà, òî â ñèëó (7) è (8) ïðè ëþáîì t ≥ 0 èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî∫

H2

Fr,κ(ϑ)m(dϑ) =

∫
H2

Fr,κ(ϑ)

(∫
H2

P (t, υ,Γ)m(dυ)

)∣∣∣∣
Γ=dϑ

.

Ïî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ôóáèíè èç [17, ãë. III, � 11, ï. 9]∫
H2

Fr,κ(ϑ)m(dϑ) =

∫
H2

(∫
H2

Fr,κ(ϑ)P (t, υ, dϑ)

)
m(dυ).

Ïîìåíÿåì äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà ϑ íà υ è υ íà ϑ:

(58)

∫
H2

Fr,κ(ϑ)m(dϑ) =

∫
H2

(∫
H2

Fr,κ(υ)P (t, ϑ, dυ)

)
m(dϑ).

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ ∫

H2

Fr,κ(υ)P (t, ϑ, dυ) ≤ E exp
(
κν|‖A1u

ω(t, x, ϑ)|‖20
)
.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (12), â êîòîðîì ν çàìåíåíî íóëåì è çíàê
< çàìåíåí íà ≤, ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (28). À òàêæå íåòðóäíî ïîêàçàòü èç
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3, ÷òî åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (24), òî ñóùåñòâóþò
α0, α1 ≥ 0, α2 > 0 òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî (42), (17), ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

α0 = 0, α1 = α∗,

α2 > 0 � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

α1 + α2 ∈ (0, 2).
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Â ýòîì ñëó÷àå

(59) 2ν − 2α0 − (α1 + α2)ν = (2− α∗ − α2)ν.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (24) áîëüøå èëè ðàâíà ïðàâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (28). Â ñèëó ëåììû 5 äëÿ ëþáîãî κ∗ > 0 òàêîãî, ÷òî èìååò ìå-
ñòî (33), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

E exp
(
κ∗ν|‖A1u

ω(t, x, ϑ)|‖20
)
≤ e−α3tE exp(κ∗ν|‖A1ϑ|‖20) +

C(κ∗, α3)

α3
, t ≥ 0,

ãäå α3 > 0 � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà ïðè òàêèõ α0, α1, α2, κ∗
è |‖A1ϑ|‖0 ≤ R∫

H2

Fr,κ∗(υ)P (t, ϑ, dυ) ≤ e−α3tE exp(κ∗νR
2) +

C(κ∗, α3)

α3
, t ≥ 0.

Îòñþäà â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

Fr,κ(ϑ) ≤ exp
(
κνr2

)
äëÿ ëþáûõ r, κ > 0,

è òîãî, ÷òî m, P (t, ϑ, ·), t ≥ 0, � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû, èìååì∫
H2

(∫
H2

Fr,κ∗(υ)P (t, ϑ, dυ)

)
m(dϑ) ≤ exp

(
κ∗νr

2
)
m({ϑ ∈ H2 : |‖A1ϑ|‖0 > R})

+e−α3tE exp(κ∗νR
2) +

C(κ∗, α3)

α3
, t ≥ 0.

Ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (58) îöåíèëè. Èç ýòîé îöåíêè, ðàâåíñòâà (58) ïîëó-
÷èì, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t→ +∞, íåðàâåíñòâî∫

H2

Fr,κ∗(ϑ)m(dϑ) ≤ exp
(
κ∗νr

2
)
m({ϑ ∈ H2 : |‖A1ϑ|‖0 > R}) +

C(κ∗, α3)

α3
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå ïðè R→ +∞, áóäåì èìåòü∫
H2

Fr,κ∗(ϑ)m(dϑ) ≤ C(κ∗, α3)

α3
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî âçÿòü èíôèíóì ïî α2 è α3. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èí-
ôèíóì ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí C(ĉ(κ∗)). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè r → +∞ ïî ëåììå
Ôàòó (ñì., íàïðèìåð, [16, ãë. II, � 6, ï. 4, òåîðåìà 2, a)]), ïîëó÷èì (34). Äîêàçà-
òåëüñòâî îöåíêè (35) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî, â êà÷åñòâå ôóíêöèè Fr,κ : H2 → R
ïðè r, κ > 0 íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü

Fr,κ(ϑ) =

{
exp (κν〈A1ϑ, ϑ〉) , 〈A1ϑ, ϑ〉 ≤ r2,
exp

(
κνr2

)
, 〈A1ϑ, ϑ〉 > r2,

âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 7 è ó÷åñòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (47), â êîòîðîì ν çàìåíåíî
íóëåì è çíàê < çàìåíåí íà ≤, ðàâíîñèëüíî íåðàâåñòâó k0 ≤ 4k1. Çàìåòèì, ÷òî
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

(60)

∫
H2

|‖ϑ|‖22m(dϑ) <∞.

Çäåñü â êà÷åñòâå ôóíêöèè Fr,κ : H2 → R ïðè r, κ > 0 íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü

Fr,κ(ϑ) =

{
|‖A1ϑ|‖20, |‖A1ϑ|‖0 ≤ r,
r2, |‖A1ϑ|‖0 > r,
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âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 7.4 èç [4, ï. 7.1], â êîòîðîé áûëà ïðèâåäåíà îöåíêà
ñâåðõó âåëè÷èíû E|‖A1u(t)|‖0 ïðè t ≥ 0, è âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàññóæäåíèÿìè â
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.

Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (29). Íåòðóäíî ïîêàçàòü èç äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 2 èç [2, � 4] îá îöåíêå íà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2), (9), (10),
ðàññóæäåíèé â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1 è ïðè ïîëó÷åíèè ðàâåíñòâà (59), ÷òî
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2), (9), (10) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

E|‖A1u(t)|‖20 + (2− β)νE

∫ t

0

〈A2u(s), A1u(s)〉 ds

(61) ≤ E|‖A1u0|‖20 + t
(

b2 +
2 + γ

2βν
|‖f |‖2−1

)
äëÿ ëþáîãî β ∈ (0, 2) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåì î ìîíîòîííîé è ìàæî-
ðèðóåìîé ñõîäèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, [16, ãë. II, � 6, ï. 4, òåîðåìû 1, a) è 3])
ðàâåíñòâó

E|‖A1u(t)|‖20 + 2E

∫ t

0

〈(νA2 +A3)u(s), A1u(s)〉 ds

(62) = E|‖A1u0|‖20 + 2E

∫ t

0

〈f,A1u(s)〉 ds+ tb2

ïðè t ≥ 0, åñëè u0 ∈ L2(Ω;H2) � F0-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ìåðó m è âûáåðåì òàêèå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
(Ω′, F ′,P′) è ñëó÷àéíûé ýëåìåíò υ, îïðåäåëåííûé íà (Ω′, F ′,P′) ñî çíà÷åíèÿìè
â H2, ÷òî åãî ðàñïðåäåëåíèå ðàâíî m (äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêî-
ãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà è ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ñì., íàïðèìåð, â [18,
ãë. I, � 4, çàäà÷à 6]). Ïîïîëíèì F ′. Ïîä ïîïîëíåíèåì σ-àëãåáðû F ′ ïî âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðå P′ áóäåì ïîíèìàòü íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ âñå ìíî-
æåñòâà èç F ′ ∪ N(Ω′,F ′,P′). Çàìåòèì, ÷òî íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ
íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ Ω′, âñåãäà ñóùåñòâóåò (äîêàçàòåëüñòâî
ñì., íàïðèìåð, [16, ãë. II, � 2.1, ëåììà 1]). Äîîïðåäåëèì íà ïîïîëíåííîé σ-
àëãåáðå âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P′ ïî ïðàâèëó P′(M1 ∪M2) := P′(M1), ãäå M1 ∈ F ′
è M2 ∈ N(Ω′,F ′,P′) (êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñì., íàïðèìåð, â [20, ãë. I, � 4]
è [19, � I.4, ïðåäëîæåíèå I.4.5]). Îñòàâèì çà ïîïîëíåííûì âåðîÿòíîñòíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì òî æå îáîçíà÷åíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî íà ïîïîëíåííîì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àéíûé ýëåìåíò υ èìååò òîæå ðàñïðåäåëåíèå m. Ðàññìîòðèì
â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,F,PPP) ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âåðîÿò-
íîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ (Ω, F,P) è (Ω′, F ′,P′) (ñì. îïðåäåëåíèå ïðÿìîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ, íàïðèìåð, â [21, ãë. I, � 4, ï. 1]). Ìû áóäåì
ñ÷èòàòü òàêîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè ýòî íå òàê,
òî ïîïîëíèì åãî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ïîïîëíèëè ïðîñòðàíñòâî (Ω′, F ′,P′).
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ω áóäåì îáîçíà÷àòü ω = (ω, ω′), ãäå ω ∈ Ω, ω′ ∈ Ω′.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (1), (2), (9), (10) íà (Ω,F,PPP), ãäå

uω0 := υω
′
, ηω(t, x) :=

∂

∂t
ζω(t, x),

ζω(t, x) :=

∞∑
i=1

biβ
ω
i (t)Ei :=

∞∑
i=1

biβ
ω
i (t)Ei.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñëó÷àéíûé ýëåìåíò uω0 íå çàâèñèò îò ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ζω ïî
ïîñòðîåíèþ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôèëüòðàöèþ íà ïðîñòðàíñòâå (Ω,F,PPP):

Ft := N(Ω,F,PPP) ∪ σ
(
{M× Ω′}M∈Ft , u

ω
0

)
, t ≥ 0

(äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Ft ïðè ëþáîì t ≥ 0 � σ-àëãåáðà ñì., íàïðèìåð, â [19,
� I.4, ïðåäëîæåíèå I.4.5]). Òîãäà âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2 èç [1, � 3] î ñóùåñòâîâà-
íèè åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè âûïîëíåíû. Â ñèëó òåîðåìû 1 èç [2,
� 3], â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìàðêîâ-
ñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 1 â [22, � 8.2, ï. 1], ñâîéñòâà
6 èç [23, ï. 4.2.2] è (7), (8) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ
ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì (îïðåäåëåíèå ñì., íàïðèìåð, â [22, � 1.4,
ï. 3]) ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ≥ 0 ðàâíûì âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðå m. Îòñþäà è èç (61), ó÷èòûâàÿ (60), òåîðåìû Ôóáèíè (ñì., íàïðèìåð,
[24, ãë. V, � 6, ï. 4, çàìå÷àíèå]) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ s ≥ 0 ñóùåñòâóåò
E〈A2u(s), A1u(s)〉 è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫ t

0

E〈A2u(s), A1u(s)〉 ds ≤ t

(2− β)ν

(
b2 +

2 + γ

2βν
|‖f |‖2−1

)
äëÿ ëþáîãî β ∈ (0, 2). Íåòðóäíî íàéòè èíôèíóì ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà ïðè âñåõ β ∈ (0, 2):
(63)∫ t

0

E〈A2u(s), A1u(s)〉 ds ≤ t

8ν

(√
4b2 +

2 + γ

ν
|‖f |‖2−1 +

√
2 + γ

ν
|‖f |‖2−1

)2

.

Çàìåòèì, ÷òî σR ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøåé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé âñå èíòåð-
âàëû âèäà (r1, r2], r1 < r2 (äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð, â [16, ãë. II, � 2, ï. 2]).
Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

Mr1,r2 = {ϑ ∈ H3 : r1 < |‖ϑ|‖23 ≤ r2}

ïðè ëþáûõ r1, r2 òàêèõ, ÷òî 0 ≤ r1 < r2, ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì â H2. Ïîñêîëü-
êó äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è
íàîáîðîò, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî σH2 ñîâïà-
äàåò ñ íàèìåíüøåé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà èç H2.
Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(64) Mr1,r2 =
(
(BH3(

√
r2))c ∪BH3(

√
r1)
)c
, 0 ≤ r1 < r2,

ãäå ·c = M \ · � äîïîëíåíèå ê ïîäìíîæåñòâó · ìíîæåñòâà M, â íàøåì ñëó-
÷àå M = H2. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.6 â [7, ãë. I, � 3], òåîðåìû 1 â [23,
ï. 17.1.1] è [24, ãë. III, � 5, ï. 2] ñëåäóåò, ÷òî BH3(R) � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî
â H2 ïðè ëþáîì R ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíóòîå, òî åñòü áîðåëåâñêîå. Ïî-
ýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ σ-àëãåáðû èç (64) è ïîëó÷èì, ÷òî Mr1,r2 , 0 ≤ r1 < r2, �
áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â H2. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 1 èç [23, ï. 3.1.1] ôóíê-
öèÿ |‖ · |‖23 : H3 ⊂ H2 → R ÿâëÿåòñÿ σH2-èçìåðèìîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
〈A2·, A1·〉 : H3 ⊂ H2 → R ÿâëÿåòñÿ σH2-èçìåðèìîé. Â ÷àñòíîñòè, H3 ÿâëÿåòñÿ
áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì â H2. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ E〈A2u(s), A1u(s)〉 äëÿ ïî÷òè
âñåõ s ≥ 0, (63) è òåîðåìû 7 èç [16, ãë. II, � 6, ï. 9]

(65)

∫
H3

〈A2ϑ,A1ϑ〉m(dϑ) ≤ Ĉ.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è òîãî, ÷òî ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà u(t), t ≥ 0, ïðèíàäëåæàò κ, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî m(H3) = 1, è,
ñëåäîâàòåëüíî,

(66) m(H2 \H3) = 0.

Ïîýòîìó èç (65) è (66) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (29). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, èç (62)
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (31). Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâî (30)
è ðàâåíñòâî (32). Îòìåòèì ëèøü, ÷òî â òåîðåìå 2 íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïðî-
ñòðàíñòâà H = H−1, V = H0, ôóíêöèîíàë F (t, v) = 〈A−1

1 v, v〉, âìåñòî V ∗ ðàñ-
ñìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî H−2 è â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà u(t), t ≥ 0, âçÿòü
ïðîöåññ Èòî â H−2 ñ ïîñòîÿííîé äèôôóçèåé A1u(t), t ≥ 0. À òàêæå ïðè ïî-
ñòðîåíèè äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ó÷åñòü ðàâåíñòâî (57).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

4.7. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2. Íåðàâåíñòâî (37) ñðàçó ñëåäóåò èç íåðà-
âåíñòâ (30) è (50).

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (38). Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî h3 ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåð-
òîâûì, åñëè â íåì ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(ψ, θ)3 =
(
(−∆)3/2ψ, (−∆)3/2θ

)
.

Òîãäà, ðàçëîæèâ ψ ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó

e3i = λ
−3/2
i ei, i = 1, 2, . . . ,

ïðîñòðàíñòâà h3, íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

‖ψ‖22 ≤ ‖ψ‖1‖ψ‖3 äëÿ ëþáîãî ψ ∈ h3.

Îòñþäà è íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî áóäåì èìåòü

(67)

∫
H2

|‖ϑ|‖22m(dϑ) ≤

√∫
H2

|‖ϑ|‖21m(dϑ)

√∫
H2

|‖ϑ|‖23m(dϑ).

Â ñèëó (32) èìååì

(68)

∫
H2

|‖ϑ|‖22m(dϑ) = c1 +
1

ν

∫
H2

〈f, ϑ〉m(dϑ)− 1

ν

∫
H2

〈A3ϑ, ϑ〉m(dϑ).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü èç íåðàâåíñòâà (50), ÷òî

(69) 〈A3ψ,ψ〉 ≤ c3|‖ψ|‖21 äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H1.

Èç (4) ïðè p = 1 è íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷èì

(70)

∣∣∣∣∫
H2

〈f, ϑ〉m(dϑ)

∣∣∣∣ ≤ |‖f |‖−1

√∫
H2

|‖ϑ|‖21m(dϑ).

Òîãäà èç (29), (67), (68), (69) è (70) ñëåäóåò

c1 −
1

ν
|‖f |‖−1

√∫
H2

|‖ϑ|‖21m(dϑ)− c3

ν

∫
H2

|‖ϑ|‖21m(dϑ)

≤
(

c2 −
1

ν
|‖f |‖−1

)√∫
H2

|‖ϑ|‖21m(dϑ).

Îòñþäà, ðåøèâ êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî
√∫

H2 |‖ϑ|‖21m(dϑ), ïîëó-

÷èì (38).
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Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî.

5. Èíòåãðàëüíûå ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ìåð äëÿ íåêîòîðûõ

äðóãèõ ìîäåëåé àòìîñôåðû

Çàìåòèì, ÷òî â [25, ãë. VI, � 1] è [26] ðàññìàòðèâàëàñü íåìíîãî èíàÿ äâóõñëîé-
íàÿ ìîäåëü áàðîêëèííîé àòìîñôåðû íà âðàùàþùåéñÿ åäèíè÷íîé äâóìåðíîé
ñôåðå S ñ öåíòðîì â íóëå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ýòîé ìîäåëè ïîñëå îáåçðàçìåðè-
âàíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû (1) òîëüêî îïåðàòîðîì A3. À èìåííî, â [25, ãë. VI,
� 1] è [26] îïåðàòîð A3 èìåë ñëåäóþùèé âèä:

Â3 =

(
−k0∆ k0∆
k0∆ −(k0 + k1)∆ + ρI

)
.

Äëÿ ñèñòåìû (1), (2), ãäå îïåðàòîð A3 çàìåíåí íà îïåðàòîð Â3, â [2, � 4] áûëî
äîêàçàíî: â òåîðåìå 4 � ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîé ìåðû, â çàìå÷àíèè 2 �
ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì äåòåðìèíèðîâàí-
íûé ñëó÷àé. À òàêæå, äëÿ ýòîé ñèñòåìû â òåîðåìå 7.1 èç [3, � 7] áûë äîêàçàí
ðåçóëüòàò î åäèíñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíîé ìåðû. Â òåîðåìå 11.1 èç [4, � 11] ýòîò
ðåçóëüòàò áûë íåñêîëüêî óñèëåí è áûëà ïîëó÷åíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà íà
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé âñåõ ðåøåíèé ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì èç H2

óêàçàííîé ñèñòåìû ê ñòàöèîíàðíîé ìåðå ïðè t→ +∞. (Ïðè ýòîì ðåøåíèå îïðå-
äåëÿëîñü àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 1 ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1), (2).) Çàìåòèì,
÷òî äèàïàçîí íà ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åíû ýòè ðåçóëüòàòû,
ìîæíî íåñêîëüêî ðàñøèðèòü. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1
ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 3 èç [1, � 3], òåîðåìû 4 è çàìå÷àíèÿ 2 èç [2, � 4], òåîðåìû 7.1
èç [3, � 7], òåîðåìû 11.1 èç [4, � 11] è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.3 èç [4, ï. 6.3]
äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Îòìåòèì, ÷òî â íåì f íå çàâèñèò îò ω.

Ëåììà 10. I. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 4 èç [2, � 4], çà èñêëþ-
÷åíèåì îöåíêè ñâåðõó íà k0, âìåñòî íåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îöåíêó ñâåðõó

(71) k0 <
2

γ2

(
χ̂+ 8ν(1 + γ) +

√
(χ̂+ 8ν(1 + γ))2 + 2νγ2(χ̂+ 4νγ)

)
,

ãäå χ̂ = 2k1(2 +γ) +ρ(2 +γ) + 8ν, òîãäà âûïîëíåíû âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû
4 èç [2, � 4] î ñóùåñòâîâàíèè ñòàöèîíàðíîé ìåðû.

II. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ çàìå÷àíèÿ 2 [2, � 4] äëÿ ñèñòåìû (1),

(2), (10), ãäå îïåðàòîð A3 çàìåíåí íà îïåðàòîð Â3, çà èñêëþ÷åíèåì îöåí-
êè ñâåðõó íà k0, âìåñòî íåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îöåíêó ñâåðõó (71), òîãäà
âûïîëíåíû âñå óòâåðæäåíèÿ çàìå÷àíèÿ 2 [2, � 4] î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðè-
àíòíîé ìåðû äëÿ ýòîé ñèñòåìû, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé �
{bi}∞i=1 = 0, ò. å. ñèñòåìà äåòåðìèíèðîâàíà.

III. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 11.1 èç [4, � 11], çà èñêëþ÷åíè-
åì îöåíêè ñâåðõó íà k0, âìåñòî íåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îöåíêó ñâåðõó (71),
òîãäà âûïîëíåíû âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 6.3, ãäå âìåñòî îïåðàòîðà A3 ðàñ-

ñìàòðèâàåì îïåðàòîð Â3, è 11.1 èç [4] î åäèíñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíîé ìåðû
è ñõîäèìîñòè ê íåé ïðè t→ +∞.

Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ 2 ñ ó÷åòîì
çàìå÷àíèÿ 3 èç [1, � 3], òåîðåìû 4 èç [2, � 4] è ëåììû 10 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò îá èíòåãðàëüíûõ ñâîéñòâàõ ñòàöèîíàðíûõ ìåð ñåìåéñòâà ðåøåíèé

çàäà÷ Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1), (2), ãäå îïåðàòîð A3 çàìåíåí íà îïåðàòîð Â3.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1, çà èñêëþ÷åíèåì îöåíîê
ñâåðõó (12) è (28) íà k0, âìåñòî íèõ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî
îöåíêó ñâåðõó (71) è

(72) k0 ≤
4(2 + γ)(2k1 + ρ)

γ2
.

Òîãäà âûïîëíåíû âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 äëÿ ñåìåéñòâà ðåøåíèé çàäà÷

Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1), (2), ãäå îïåðàòîð A3 çàìåíåí íà îïåðàòîð Â3.

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò ïî ëåì-
ìå 10.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ñåìåéñòâà ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1), (2),

ãäå îïåðàòîð A3 çàìåíåí íà îïåðàòîð Â3, âûïîëíåíû âñå óòâåðæäåíèÿ ñëåä-
ñòâèÿ 2, åñëè â ôîðìóëèðîâêå ñëåäñòâèÿ 2 âìåñòî íåðàâåíñòâà (28) èñïîëü-
çîâàòü íåðàâåíñòâî (72) è âìåñòî âåëè÷èíû c3 âåëè÷èíó

ĉ3 =
1

2

(
2k0 + k1 +

ρ

2
+

√(
k1 +

ρ

2

)2

+ 4k2
0

)
.

Çàìå÷àíèå 3. Çàìå÷àíèÿ 1 è 2 âûïîëíåíû äëÿ ñèñòåìû (1), (2), ãäå îïåðà-

òîð A3 çàìåíåí íà îïåðàòîð Â3, çà èñêëþ÷åíèåì íåðàâåíñòâà (41). Âìåñòî
íåðàâåíñòâà (41) áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî(√

c2
2 +

4

ν
c1ĉ3 + c2

)2

≤ 4

ν
b2 +

2

ν2
(4k0 + 2k1 + ρ)

∞∑
i=1

b2i 〈A−1
1 Ei, Ei〉

+(22 + 3γ)
1

ν2
|‖f |‖2−1.

Çàìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò ïî ëåììå 10.

Â [25, ãë. III], [27] ðàññìàòðèâàëîñü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå áàðîòðîïíîé àò-
ìîñôåðû, çàäàííîå íà âðàùàþùåéñÿ äâóìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðå S ñ öåíòðîì
â íóëå:

(73)

(
− ∂

∂t
∆ + γI

)
u+ ν∆2u− k0∆u+ J(∆u+ 2µ, u) = g, t > 0,

ãäå u � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ è g � âíåøíÿÿ ñèëà. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðàâîé
÷àñòè (73) ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ

(74) g = f + η,

ãäå äåòåðìèíèðîâàííàÿ ÷àñòü âíåøíåé ñèëû f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
h−1, áåëûé øóì ïî t èìååò âèä

(75) ηω(t, x) =
∂

∂t
ζω(t, x), ζω(t, x) =

∞∑
i=1

biβ
ω
i (t)ei,

{ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà h0, {bi}∞i=1 è {βωi (t)}∞i=1,
t > 0, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç (10). Äëÿ óðàâíåíèÿ (73), (74) â [2, � 4] ïðè γ = 0
áûëî äîêàçàíî: â òåîðåìå 5 � ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîé ìåðû, â çàìå÷àíèè
2 � ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì äåòåðìèíè-
ðîâàííûé ñëó÷àé. Â òåîðåìå 7.2 èç [3, � 7] äëÿ óðàâíåíèÿ (73), (74) ïðè γ = 0
áûë äîêàçàí ðåçóëüòàò î åäèíñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíîé ìåðû, à â òåîðåìå 11.2
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èç [4, � 11] áûë íåìíîãî óñèëåí ýòîò ðåçóëüòàò è ðàñïðîñòðàíåí íà âñþ ïîëóîñü
γ ≥ 0, à òàêæå áûëà ïîëó÷åíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà íà ñêîðîñòü ñõîäè-
ìîñòè ðàñïðåäåëåíèé âñåõ ðåøåíèé ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì èç h2 óêàçàííîãî
óðàâíåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîé ìåðå ïðè t → +∞. (Ïðè ýòîì ðåøåíèå îïðåäåëÿ-
ëîñü àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 1 ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1), (2).) Çàìåòèì, ÷òî
àíàëîã òåîðåìû 6.3 èç [4, ï. 6.3] âûïîëíåí äëÿ óðàâíåíèÿ (73), (74). Ðàññóæäàÿ
àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ 2, ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 5 èç [2,
� 4] è çàìå÷àíèå 4 èç [1, � 3] ïðè γ = 0 (êîòîðûå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàþòñÿ ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ïðè γ > 0), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (73), (74)
ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá èíòåãðàëüíûõ ñâîéñòâàõ ñòàöèîíàðíûõ
ìåð.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü α∗ ∈ [0, 2) � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Äëÿ ëþáûõ
ν > 0, γ, k0 ≥ 0, {bi}∞i=1 ∈ l+2 è f ∈ h−1 ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà
m ∈ P(h2) äëÿ óðàâíåíèÿ (73), (74). Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà
m ∈ P(h2) óðàâíåíèÿ (73), (74) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(76)

∫
h2

(
‖ϑ‖23 + γ‖ϑ‖22

)
m(dϑ) ≤ ˆ̌C,

(77)

∫
h2

‖ϑ‖22m(dϑ) ≤ ˇ̌C,

ãäå

ˆ̌C =
1

8ν

(√
4b2 +

2 + γ

ν
‖f‖2−1 +

√
2 + γ

ν
‖f‖−1

)2

,

ˇ̌C =
1

4ν

√√√√2

∞∑
i=1

b2i ((−∆ + γI)−1ei, ei) +
1

ν
‖f‖2−2 +

1√
ν
‖f‖−2

2

,

b îïðåäåëåíî â (6), óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

ν

∫
h2

(
‖ϑ‖23 + γ‖ϑ‖22

)
m(dϑ) =

b2

2
+

∫
h2

(f, (−∆ + γI)ϑ)m(dϑ),

ν

∫
h2

‖ϑ‖22m(dϑ) =
1

2

∞∑
i=1

b2i ((−∆ + γI)−1ei, ei) +

∫
h2

(f, ϑ)m(dϑ),

è äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà κ∗ > 0 òàêîãî, ÷òî

2 + γ

2

(
sup
i≥1

bi

)2

κ∗ ≤ α∗,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(78)

∫
h2

exp
(
κ∗ν‖(−∆ + γI)ϑ‖20

)
m(dϑ) ≤ C(ˆ̌c(κ∗)),

(79)

∫
h2

exp (κ∗ν((−∆ + γI)ϑ, ϑ)) m(dϑ) ≤ C(ˇ̌c(κ∗)),

ãäå C(y) îïðåäåëåíî â (36),

ˆ̌c(κ∗) =
(2 + γ)κ∗
4(2− α∗)2

(√
(2− α∗)b2 +

2 + γ

2ν
‖f‖2−1 +

√
2 + γ

2ν
‖f‖−1

)2

,
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ˇ̌c(κ∗) =
(2 + γ)κ∗
4(2− α∗)2

√√√√(2− α∗)
∞∑
i=1

b2i ((−∆ + γI)−1ei, ei) +
1

ν
‖f‖2−2 +

1√
ν
‖f‖−2

2

.

Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ ëþáûõ ν > 0, γ, k0 ≥ 0, {bi}∞i=1 ∈ l+2 è f ∈ h−1 ëþáàÿ
ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà m ∈ P(h2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(80)

∫
h2

‖ϑ‖21m(dϑ) ≤ č0,

(81)

∫
h2

‖ϑ‖21m(dϑ) ≥
(

č1

č2

)2

,

ãäå

č0 =
1

8ν

√√√√2

∞∑
i=1

b2i ((−∆ + γI)−1ei, ei) +
1

ν
‖f‖2−2 +

1√
ν
‖f‖−2

2

,

č1 =
1

2ν

( ∞∑
i=1

b2i ((−∆ + γI)−1ei, ei)

)
,

č2 =

√√√√b2

2ν
+

(√
2 + γ

8

1

ν
‖f‖−1

)2

+

(
1 +

√
2 + γ

8

)
1

ν
‖f‖−1.

Â íåðàâåíñòâå (81) ñ÷èòàåì, ÷òî f è {bi}∞i=1 òàêîâû, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ
îäíîâðåìåííî f = 0 è bi = 0 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . ..

Çàìå÷àíèå 4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ (76), (77),
(78) è (79) ìîæíî óïðîñòèòü, îöåíèâ èõ ñâåðõó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (39):

ˆ̌C ≤ 1

ν
b2 +

2 + γ

2ν2
‖f‖2−1,

ˇ̌C ≤ 1

ν

∞∑
i=1

b2i ((−∆ + γI)−1ei, ei) +
1

ν2
‖f‖2−2,

ˆ̌c(κ∗) ≤
(2 + γ)κ∗

2

(
1

2− α∗
b2 +

2 + γ

(2− α∗)2ν
‖f‖2−1

)
,

ˇ̌c(κ∗) ≤
(2 + γ)κ∗

2

(
1

2− α∗

∞∑
i=1

b2i ((−∆ + γI)−1ei, ei) +
2

(2− α∗)2ν
‖f‖2−2

)
,

C(y) áûëà îöåíåíà â (40). Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 4 êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ
(80) è (81) ìîæíî óïðîñòèòü, îöåíèâ èõ ñâåðõó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (39):

č0 ≤
1

2ν

( ∞∑
i=1

b2i ((−∆ + γI)−1ei, ei) +
1

ν
‖f‖2−2

)
,

č2
2 ≤

1

ν
b2 + (6 + γ)

1

ν2
|‖f |‖2−1.
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Çàìå÷àíèå 5. I. Ïðàâûå ÷àñòè îöåíîê (76), (77), (78), (79), (80), (81) íå çà-
âèñÿò îò ν, åñëè f ∼ ν è bi ∼

√
ν, i = 1, 2, . . ..

II. Îöåíêà ñíèçó (81) îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bi = 0,
i = 1, 2, . . . (ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ íåâîçìóùåííîå áåëûì øóìîì óðàâíåíèå).

III. Òåîðåìà 4 è ñëåäñòâèå 4 âêëþ÷àåò â ñåáÿ äåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àé,
êîãäà {bi}∞i=1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì îöåíêè è ðàâåíñòâà äëÿ ëþáîé
èíâàðèàíòíîé ìåðû m ∈ P(h2):

m({u0 ∈ h2 : u(t, x, u0) ∈ Γ}) = m(Γ) äëÿ ëþáûõ Γ ∈ σh2 è t ≥ 0

(çäåñü u(t, x, u0) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ
(73), (74) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(0) = u0 ∈ h2). À òàêæå â äåòåðìèíèðî-
âàííîì ñëó÷àå áóäåò âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå ïóíêòà I, åñëè f ∼ ν, è îöåíêà
ñíèçó (81) îáðàòèòñÿ â íóëü.

Çàìå÷àíèå 6. Çàìåòèì, ÷òî â [27] áûëè ïðèâåäåíû íåêîòîðûå îöåíêè (1.3),
(1.5) è ðàâåíñòâî (1.4) íà ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà (73), çàäàí-
íîì íà äâóìåðíîì òîðå (R/2πLZ)× (R/2πZ), ãäå L > 0 � áîëüøîå âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî. Â [27] {ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ñòîêñà, f = 0 è ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî B2 < ∞ (â íà-
øåì ñëó÷àå ýòî áûëî áû íåðàâåíñòâî

∑∞
i=1 b

2
i ‖ei‖22 <∞, êîòîðîå íå òðåáóåòñÿ

äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ).
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