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Abstract. In this paper, we propose generic polynomial algorithms for
the knapsack problems over semigroups of non-negative integer matrices
of arbitrary order and semigroup of non-negative second-order integer
matrices with determinant 1.
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1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà î ðþêçàêå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìîé êîìáèíàòîðíîé îïòè-
ìèçàöèè, èçó÷àåìîé ìíîãèå äåñÿòèëåòèÿ. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå èññëåäîâàíèé
ïî ýòîé ïðîáëåìå îòðàæåíî â îáçîðàõ Êà÷èàíè, Èîðè, Ëîêàòåëëè è Ìàðòåëëî
[2, 3], à òàêæå â ñòàòüå Øïåðëèíãà è Êî÷åòîâà [16]. Ôîðìóëèðîâêà îïòèìè-
çàöèîííîé ïðîáëåìû î ðþêçàêå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð
ïðåäìåòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äâà ïàðàìåòðà � îáúåì è öåííîñòü. Òàê-
æå èìååòñÿ ðþêçàê îïðåäåë¼ííîãî îáúåìà. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
ñîáðàòü ðþêçàê ñ ìàêñèìàëüíîé öåííîñòüþ ïðåäìåòîâ âíóòðè, ñîáëþäàÿ ïðè
ýòîì îãðàíè÷åíèå ðþêçàêà íà ñóììàðíûé îáúåì. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ
åùå è ðàñïîçíàâàòåëüíûå âàðèàíòû ýòîé ïðîáëåìû. Íàïðèìåð, îäíà èç òàêèõ
ïðîáëåì ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàíî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë A = {a1, . . . , an} è íàòóðàëüíîå ÷èñëî S. Âñå ÷èñëà çàïèñàíû â äâîè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ìîæíî ëè â ìíîæåñòâå A âûáðàòü
ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë (êàæäîå ÷èñëî ìîæíî ïîâòîðÿòü íåñêîëüêî ðàç), êîòîðûå
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â ñóììå äàþò ÷èñëî S. Îòìåòèì, ÷òî îíà (ïðè óñëîâèè, êîãäà ïîâòîðû çàïðå-
ùåíû) ïîä èìåíåì KNAPSACK ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå NP-ïîëíûõ ïðîáëåì â
çíàìåíèòîé ñòàòüå Êàðïà [8]. Ñåé÷àñ ýòîò âàðèàíò ðàñïîçíàâàòåëüíîé ïðîáëå-
ìû î ðþêçàêå íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé î ñóììå ïîäìíîæåñòâà.

Ìÿñíèêîâ, Íèêîëàåâ è Óøàêîâ [10] ââåëè àíàëîã ðàñïîçíàâàòåëüíîé ïðî-
áëåìû î ðþêçàêå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï (ïîëóãðóïï). Èìè áûëà èçó÷åíà âû-
÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ýòèõ ïðîáëåì äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè áûëà
äîêàçàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï è äîêàçà-
íà NP-ïîëíîòà äëÿ ãðóïï Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà. Äëÿ ïîëóãðóïï öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö ýòà ïðîáëåìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, à ïîòîìó äëÿ íèõ, ïðè óñëî-
âèè P ̸= NP, íåò ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïîëó÷àþùèõ ðåøåíèå äëÿ âñåõ
âõîäîâ.

Ãåíåðè÷åñêèå àëãîðèòìû [7] ðåøàþò ïðîáëåìû íà ìíîæåñòâå ïî÷òè âñåõ âõî-
äîâ, à íà ðåäêèõ îñòàâøèõñÿ âõîäàõ âûäàþò íåîïðåäåëåííûé îòâåò. Ðûáàëîâ
[14, 15] ïîñòðîèë ïîëèíîìèàëüíûå ãåíåðè÷åñêèå àëãîðèòìû äëÿ ïðîáëåìû î
ñóììå ïîäìíîæåñòâ â ïîëóãðóïïàõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö
ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà è ïîëóãðóïïå íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ïîëèíîìè-
àëüíûå ãåíåðè÷åñêèå àëãîðèòìû äëÿ ðàñïîçíàâàòåëüíîé ïðîáëåìû î ðþêçàêå
â ýòèõ ïîëóãðóïïàõ. Òàêæå äëÿ ýòèõ ïîëóãðóïï ðàññìàòðèâàþòñÿ îïòèìèçà-
öèîííûå ïðîáëåìû î ðþêçàêå, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî
ìàòðè÷íûõ ìíîæèòåëåé, âõîäÿùèõ â ïðîèçâåäåíèå â íåíóëåâîé ñòåïåíè, à òàê-
æå ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó ñòåïåíåé ìàòðèö â ïðîèçâåäåíèè. Äëÿ ýòèõ ïðîáëåì
òîæå äîêàçûâàåòñÿ èõ ïîëèíîìèàëüíàÿ ãåíåðè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü.

Ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû îñíîâàíû íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà çàäà÷à
ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäçàäà÷è, êîòîðûå ïîäàþòñÿ íà âõîä ýòîãî æå àëãîðèòìà. Ýòîò
ìåõàíèçì íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì âûçîâîì àëãîðèòìà. Ïîëó÷åííûå ïîäçàäà-
÷è, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèâàþòñÿ åùå íà ïîäçàäà÷è è òàê äàëåå. Â êîíöå êîíöîâ
äîõîäèì äî ïðîñòûõ çàäà÷, êîòîðûå ëåãêî ðåøàþòñÿ. Âñåâîçìîæíûõ ïîäçàäà÷,
âîîáùå ãîâîðÿ, ýêñïîíåíöèàëüíî ìíîãî. Íî ñðåäè íèõ î÷åíü ìíîãî îäèíàêîâûõ,
à óíèêàëüíûõ ïîäçàäà÷ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì,
îòñëåæèâàÿ ïîÿâëåíèå îäèíàêîâûõ ïîäçàäà÷ è âîâðåìÿ ¾îòñåêàÿ¿ ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðåêóðñèâíûå âûçîâû, ìû äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî àëãîðèòì ðàáîòàåò çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Êîíå÷íî æå, ýòà ñõåìà ðàáîòàåò íå âñåãäà: íàïðèìåð, äëÿ
âñåõ âõîäîâ êàêîé-ëèáî NP-ïîëíîé ïðîáëåìû îíà íå ðàáîòàåò, èíà÷å áûëî áû
P=NP. Îäíàêî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
NP-ïîëíûõ ïðîáëåì îíà ðàáîòàåò äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ âõîäîâ.

2. Ãåíåðè÷åñêèå àëãîðèòìû

Ïóñòü I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âõîäîâ. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊆ I îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ρn(S) =
|Sn|
|In|

, n = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå In � ìíîæåñòâî âõîäîâ ðàçìåðà n, à Sn = S ∩ In � ìíîæåñòâî âõîäîâ èç S
ðàçìåðà n. Àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ S íàçîâåì ïðåäåë (åñëè îí ñóùå-
ñòâóåò)

ρ(S) = lim
n→∞

ρn(S).
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Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ρ(S) = 1 è ïðåíåáðåæèìûì, åñëè
ρ(S) = 0.

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ìíîæå-
ñòâî {x ∈ I : A(x) îñòàíàâëèâàåòñÿ} ãåíåðè÷åñêîå. Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A
âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → J , åñëè

∀x ∈ I A(x) îñòàíàâëèâàåòñÿ ⇒ f(x) = A(x).

Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A ðàáîòàåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîëèíîì p(n) òàêîé, ÷òî

∀x ∈ I A(x) îñòàíàâëèâàåòñÿ ⇒ tA(x) < p(size(x)),

ãäå size(x) � ðàçìåð âõîäà x, à tA(x) � âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A íà âõîäå x.
Åùå òàêèå àëãîðèòìû ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìèàëüíûìè ãåíåðè÷åñêèìè.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ðåøà-
þùèé êîíêðåòíóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîáëåìó äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ, óäîáíåå
ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòìû ñëåäóþùåãî òèïà [5]. Êàæäûé òàêîé àëãîðèòì îñòà-
íàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ, íà âõîäàõ èç íåêîòîðîãî ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
âûäàåò ïðàâèëüíûé îòâåò, à íà ïðåíåáðåæèìîì ìíîæåñòâå îñòàëüíûõ âõîäîâ
âûäàåò ñïåöèàëüíûé îòâåò ¾?¿ � ¾Íå çíàþ¿.

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I è ìíîæåñòâîì âûõîäîâ J ∪ {?} (? /∈ J)
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

(1) A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ èç I,
(2) ìíîæåñòâî {x ∈ I : A(x) =?} ïðåíåáðåæèìî.

Ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → J , åñëè

∀x ∈ I A(x) ̸=? ⇒ f(x) = A(x).

Ìíîæåñòâî S ⊆ I è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) (ýôôåê-
òèâíî) ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìû, åñëè ñóùåñòâóåò (ýôôåêòèâíî) ãåíåðè÷åñêèé
àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ S.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ýôôåêòèâíîé ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ãå-
íåðè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýôôåêòèâíûé ãåíåðè÷åñêèé
àëãîðèòì ìîæíî ëåãêî ïåðåäåëàòü â ãåíåðè÷åñêèé çàìåíèâ âûäà÷ó îòâåòà ¾?¿
íà áåñêîíå÷íîå çàöèêëèâàíèå. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ýòî íåâåðíî � ñì., íàïðè-
ìåð, òåîðåìó 2.22 è ñëåäñòâèå 2.24 â [6]. Îäíàêî äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíî-
ñòè âåðíî è îáðàòíîå: èç ïîëèíîìèàëüíîé ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò
ïîëèíîìèàëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìååòñÿ ïî-
ëèíîìèàëüíàÿ îöåíêà p(n) íà âðåìÿ ðàáîòû ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà â ñëó÷àå,
êîãäà îí îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî ìîæíî çàâåñòè ñ÷åò÷èê T ÷èñëà øàãîâ, è, â ñëó-
÷àå, åñëè T > p(n), ìîæíî îáðûâàòü âû÷èñëåíèå è âûäàâàòü îòâåò ¾?¿, � â
ýòîì ñëó÷àå ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì óæå íå îñòàíîâèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ïî-
ëó÷àåòñÿ ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé òó
æå ïðîáëåìó.

3. Ïîëóãðóïïû öåëî÷èñëåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ íóëåì, à ÷åðåç Mk(ω)
ïîëóãðóïïó ìàòðèö ïîðÿäêà k ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ñ îáû÷-
íîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ïîðÿäîê ìàòðèö k áóäåò ôèêñèðîâàííûì
íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïîäðàçäåëà. Ýëåìåíòû Mk(ω) áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ìàòðè-
öàìè èç öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ðàçìåð öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
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a, îáîçíà÷àåìûé size(a), � ýòî äëèíà åãî çàïèñè â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.
Ïîä ðàçìåðîì ìàòðèöû M = ||aij || áóäåì ïîíèìàòü

size(M) = max
i,j=1,...,k

{size(aij)}.

Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ Mk(ω) îáîçíà÷èì ÷åðåç S≤n ìíîæåñòâî âñåõ
ìàòðèö èç S ðàçìåðà ≤ n.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ïðîáëåìó î ðþêçàêå äëÿ ïîëóãðóïïû Mk(ω). Ïóñòü
äàíû ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû (M1,M2, . . . ,Mn,M) èç Mk(ω), êàæäàÿ ðàçìåðîì
íå áîëåå n. Îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóþò ëè ñòåïåíè ε1, ε2, . . . , εn ∈ ω òàêèå, ÷òî
èìååò ìåñòî

Mε1
1 Mε2

2 . . .Mεn
n = M.

Ðàçìåð âõîäà (M1,M2, . . . ,Mn,M) ïîëàãàåì ðàâíûì n. Óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè
ìàòðèöà M = E � åäèíè÷íàÿ, òî M åñòü ïðîèçâåäåíèå ïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà
ìàòðèö, à ïîòîìó ïðîáëåìà ñóììû ïîäìíîæåñòâ ñ òàêîé ìàòðèöåé M ðàçðåøè-
ìà. Ýòî äîïóùåíèå ïîñëóæèò äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà
â äàëüíåéøåì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëÿ ýòîé ïðîáëåìû, ïðè óñëîâèè
P ̸= NP, íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ðåøàë áû åå äëÿ
âñåõ âõîäîâ.

Ëåììà 1. Ïðîáëåìà î ðþêçàêå äëÿ Mk(ω) NP-ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ê íåé ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ êëàññè÷åñêàÿ
ïðîáëåìà î ðþêçàêå äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F : ω →
Mk(ω) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî a ∈ ω ïîëîæèì

F (a) =


1 0 0 . . . 0 a
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . .
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1

 ,

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü ñîïîñòàâëÿåò âõîäó (a1, a2, . . . , an, S) êëàññè÷å-
ñêîé ïðîáëåìû î ðþêçàêå äëÿ ω âõîä (F (a1), F (a2), . . . , F (an), F (S)) ïðîáëå-
ìû î ðþêçàêå äëÿ Mk(ω). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë
ε1, ε2, . . . , εn ∈ ω ðàâåíñòâî

a1ε1 + a2ε2 + . . .+ anεn = S

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

F (a1)
ε1F (a2)

ε2 . . . F (an)
εn = F (S).

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåð ìàòðèö

F (a1), F (a2), . . . , F (an), F (S),

êîòîðûå ôèãóðèðóþò â ôîðìóëèðîâêå ïðîáëåìû î ñóììå ïîäìíîæåñòâ äëÿ ìàò-
ðèö, îáõîäÿòñÿ äîáàâëåíèåì ê ìàòðèöàì íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà åäèíè÷íûõ
ìàòðèö E1, . . . , Ek. Ïðè ýòîì k áóäåò îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò n. □

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû, êîòîðûå áûëè äîêàçàíû â [14].
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Ëåììà 2. Ïóñòü Z åñòü ìíîæåñòâî ìàòðèö èç Mk(ω) ñ îïðåäåëèòåëåì 0.
Òîãäà

lim
n→∞

|Z≤n|
|Mk(ω)≤n|

= 0.

Ëåììà 3. Ïóñòü S≤n � ìíîæåñòâî ìàòðèö M èç Mk(ω) ðàçìåðà ≤ n òà-

êèõ, ÷òî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå M = XY èìååò áîëåå p(n) = (2(n + 1))k
2+1

ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé X,Y ∈ Mk(ω) òàêèõ, ÷òî size(X), size(Y ) ≤ n. Òîãäà

|S≤n|
|Mk(ω)≤n|

<
1

2(n+ 1)
.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ðå-
çóëüòàòà.

Òåîðåìà 1. Ïðîáëåìà î ðþêçàêå äëÿ Mk(ω) ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì êàê ðàáîòàåò ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìè-
àëüíûé àëãîðèòì A íà âõîäå (M1, . . . ,Mn,M) ðàçìåðà n.

(1) Âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû M . Åñëè det(M) = 0, âûäàåì îò-
âåò ¾?¿. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âõîäîâ (M1, . . . ,Mn,M), ó
êîòîðûõ det(M) = 0, ïðåíåáðåæèìî.

(2) Âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëè ìàòðèö M1, . . . ,Mn. Âûáðàñûâàì òå ìàòðè-
öû, ó êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0 � îíè íå ìîãóò ó÷àñòâîâàòü â ïðî-
èçâåäåíèè, êîòîðîå ðàâíî M , òàê êàê det(M) ̸= 0. Íà ïîñëåäóþùèõ
øàãàõ ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ìàòðèöû M1, . . . ,Mn,M íåâûðîæäåíû.

(3) Â ïîñëåäóþùåé ðàáîòå àëãîðèòì A áóäåò îñóùåñòâëÿòü ðåêóðñèâíûå
âûçîâû àëãîðèòìà A íà äðóãèõ âõîäíûõ äàííûõ. Áóäåì êîíòðîëèðî-
âàòü ÷èñëî òàêèõ âûçîâîâ, äëÿ ÷åãî çàâåäåì ñ÷åò÷èê âûçîâîâ R, êîòî-
ðûé â ñàìîì íà÷àëå áóäåò ðàâåí 0.

(4) Åñëè ñ÷åò÷èê ÷èñëà ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ R ñòàë ðàâåí np(n), ãäå p
� ïîëèíîì èç ëåììû 3, òî îñòàíàâëèâàåì âñå ðåêóðñèâíûå âûçîâû è
âûäàåì îòâåò ¾?¿.

(5) Åñëè M = E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî îñòàíàâëèâàåì âñå çàïóùåííûå
ðåêóðñèâíûå âûçîâû àëãîðèòìà A è âûäàåì îòâåò ¾ÄÀ¿.

(6) Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû Mi, i = 1, . . . , n ðåøàåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
MiX = M . Îíî ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîå ðå-
øàåì ìåòîäîì Ãàóññà â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ. Åñëè ðåøåíèå ïîëó÷à-
åòñÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, òî çàïóñêàåì ðåêóðñèâíî àëãîðèòì A äëÿ
âñåõ âõîäîâ (Mi+1, . . . ,Mn, X) è (Mi, . . . ,Mn, X) òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ
àëãîðèòì A íå áûë çàïóùåí ðàíåå. Ïðè ýòîì êàæäûé ðàç óâåëè÷èâàåì
ñ÷åò÷èê ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ R := R+ 1.

(7) Åñëè íè îäíà èç ýòèõ ñèñòåì íåðàçðåøèìà â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, òî
îñòàíàâëèâàåì òåêóùèé ðåêóðñèâíûé âûçîâ àëãîðèòìà A è âûäàåì îò-
âåò ¾Íåò ðåøåíèÿ íà äàííîé ïîäçàäà÷å¿.

(8) Åñëè âñå çàïóùåííûå ðåêóðñèâíûå âûçîâû â êàêîé-òî ìîìåíò îñòàíî-
âèëèñü è âûäàëè îòâåò ¾Íåò ðåøåíèÿ íà äàííîé ïîäçàäà÷å¿, òî âûäàåì
îòâåò ¾ÍÅÒ¿.

Äîêàæåì ïîëèíîìèàëüíîñòü àëãîðèòìà A. Êàæäàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäó-
ðà (ìåòîä Ãàóññà, âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ), èñïîëüçóåìàÿ âíóòðè àëãîðèòìà
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ðàáîòàåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Êðîìå òîãî, ÷èñëî ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ
àëãîðèòìà A ñàìèì ñîáîé îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì � îíî íå ïðåâîñõîäèò np(n),
ãäå p � ïîëèíîì èç ëåììû 3.

Äîêàæåì òåïåðü ïðåíåáðåæèìîñòü ìíîæåñòâà âõîäîâ, íà êîòîðûõ àëãîðèòì
A âûäàåò îòâåò ¾?¿. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âõîäîâ (M1, . . . ,Mn,M)
ïðîáëåìû ñóììû ïîäìíîæåñòâ ðàçìåðà n, â êîòîðûõ ÷èñëî ðåøåíèé ìàòðè÷-
íîãî óðàâíåíèÿ M = XY â ìàòðèöàõ èç Mk(ω) íå ïðåâîñõîäèò p(n), ÿâëÿåòñÿ
ãåíåðè÷åñêèì. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî âõîäà (M1, . . . ,Mn,M) àëãî-
ðèòì A âûäàñò îòâåò, îòëè÷íûé îò îòâåòà ¾?¿. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â
ýòîì, îöåíèì ÷èñëî âîçìîæíûõ ïîäçàäà÷ (Mi, . . . ,Mn,M

′), äëÿ êîòîðûõ ïðî-
èñõîäÿò ðåêóðñèâíûå âûçîâû àëãîðèòìà A. Äëÿ âñåõ ìàòðèö, êðîìå ïîñëåäíåé
èìååòñÿ íå áîëåå n âàðèàíòîâ âûáîðà. Äëÿ ìàòðèöû M ′ âñåãäà íàéäåòñÿ ìàò-
ðèöà X òàêàÿ, ÷òî M = XM ′. Çíà÷èò ÷èñëî âàðèàíòîâ âûáîðà ìàòðèöû M ′ íå
ìîæåò áûòü áîëüøå ÷èñëà ðåøåíèé ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ M = XY â ìàòðè-
öàõ èç Mk(ω), òî åñòü, ñîãëàñíî ëåììå 3, p(n). Èòîãî ïîëó÷àåì íå áîëåå np(n)
âàðèàíòîâ äëÿ âîçìîæíûõ ïîäçàäà÷ (Mi, . . . ,Mn,M

′). À òàê êàê â àëãîðèòìå
ñ÷åò÷èê ÷èñëà ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ îãðàíè÷åí êàê ðàç çíà÷åíèåì np(n), òî
âñå ýòè ðåêóðñèâíûå âûçîâû ïðîèñõîäÿò è ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäçàäà÷è ðåøà-
þòñÿ. Ïîýòîìó íà òàêèõ âõîäàõ àëãîðèòì îáÿçàòåëüíî âûäàåò îòâåò, îòëè÷íûé
îò ¾?¿. □

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì ìîæíî íåñêîëüêî óñêîðèòü, èñïîëüçóÿ
ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ, áëèçêóþ ïî ñëîæíîñòè ê óìíîæåíèþ
ìàòðèö [11]. Äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìØòðàññåíà-
Âèíîãðàäà [17, 18], êîòîðûé ýôôåêòèâíåå îáû÷íîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàò-
ðèö ïîðÿäêà áîëüøåãî íåñêîëüêèõ ñîòåí. Îáçîðû ñîâðåìåííûõ àëãîðèòìîâ
áûñòðîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ åñòü â [9, 13]. Òàêæå äëÿ ïðîâåðêè íåâûðîæ-
äåííîñòè öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû ïðèâåäåíèÿ
ê íîðìàëüíîé ôîðìå Ñìèòà [1].

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü äâå îïòèìèçàöèîííûå ïðîáëåìû î ðþêçàêå äëÿ ïî-
ëóãðóïïû Mk(ω). Ïóñòü äàíû ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû (M1,M2, . . . ,Mn,M) èç
Mk(ω), êàæäàÿ ðàçìåðîì íå áîëåå n. Íàéòè ñòåïåíè ε1, ε2, . . . , εn ∈ ω òàêèå,
÷òî

Mε1
1 Mε2

2 . . .Mεn
n = M

è òàêèå, ÷òî

(1) ÷èñëî íåíóëåâûõ ÷èñåë ñðåäè ε1, . . . , εn ìèíèìàëüíî (ïðîáëåìà ìèíè-
ìèçàöèè ÷èñëà ìíîæèòåëåé ðþêçàêà),

(2) ñóììà ε1 + . . . + εn ìèíèìàëüíà (ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè ñóììû ñòå-
ïåíåé ìíîæèòåëåé ðþêçàêà).

Òåîðåìà 2. Ïðîáëåìû ìèíèìèçàöèè ÷èñëà è ñóììû ñòåïåíåé ìíîæèòåëåé
ðþêçàêà äëÿ Mk(ω) ÿâëÿþòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìûìè çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Åñëè â
êàæäîé ïîäçàäà÷å, ïîìèìî ìàòðèö õðàíèòü åùå òåêóùèå ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé
ìàòðèö, êîòîðûå ìîãóò âõîäèòü â áóäóùèå ðåøåíèÿ, òî â ðåçóëüòàòå åãî ðàáî-
òû íàõîäÿòñÿ ïîêàçàòåëè ε1, . . . , εn äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ

Mε1
1 Mε2

2 . . .Mεn
n = M.
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Ïðè ýòîì íà øàãå 5 íóæíî, âûÿñíèâ, ÷òî ðåøåíèå åñòü, íå îáðûâàòü âû÷èñ-
ëåíèÿ, à äîáàâèòü íàéäåííîå ðåøåíèå â ñïèñîê ðåøåíèé è îáîðâàòü òîëüêî
òåêóùèé ðåêóðñèâíûé âûçîâ. Â èòîãå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî ýòèõ ðåøåíèé îãðà-
íè÷åíî ïîëèíîìîì îò ðàçìåðà âõîäà, ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàéòè
òî, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò íóæíûé íàì ïàðàìåòð. □

4. Ïîëóãðóïïà öåëî÷èñëåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ îïðåäåëèòåëåì 1

×åðåç SL2(ω) îáîçíà÷èì ïîëóãðóïïó ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà ñ öåëûìè íåîò-
ðèöàòåëüíûìè öåëûìè ýëåìåíòàìè, îïðåäåëèòåëü êîòîðûõ ðàâåí 1, ñ îáû÷íîé
îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ýëåìåíòû SL2(ω) áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ìàòðè-
öàìè, à ïîä ðàçìåðîì ìàòðèöû

M =

(
a b
c d

)
áóäåì ïîíèìàòü ìàêñèìóì èç ðàçìåðîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, c, d, çàïèñàííûõ
â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïðîáëåìà î ðþêçàêå è ïðîáëåìû ìèíèìèçàöèè
÷èñëà è ñóììû ñòåïåíåé ìíîæèòåëåé ðþêçàêà äëÿ SL2(ω) ôîðìóëèðóþòñÿ àíà-
ëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ñîãëàñíî ëåììå 1, ïðî-
áëåìà î ðþêçàêå äëÿ SL2(ω) ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
S ⊆ SL2(ω) îáîçíà÷èì ÷åðåç S≤n ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö èç S ðàçìåðà ≤ n.

Íèëüñåí â [12] äîêàçàë, ÷òî ïîëóãðóïïà SL2(ω) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ïîëó-
ãðóïïîé ñ äâóìÿ ïîðîæäàþùèìè

A =

(
1 1
0 1

)
, B =

(
1 0
1 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ìàòðèöà èç SL2(ω) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü ëèáî A, ëèáî B.
Áóäåì íàçûâàòü òàêîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíîé ôîðìîé ýëåìåíòà èç SL2(ω).

Îïèøåì àëãîðèòì Ψ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèö èç SL2(ω) ê íîðìàëüíîé ôîðìå.
Ýòîò àëãîðèòì ðàáîòàåò íà ìàòðèöå

M =

(
a b
c d

)
= M0 =

(
a0 b0
c0 d0

)
ðàçìåðà n ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Âíà÷àëå èíèöèàëèçèðóåì ñ÷åò÷èê ÷èñëà ðàóíäîâ k = 0.
(2) Âíà÷àëå âûõîäíàÿ ñòðîêà w0 ïóñòàÿ.
(3) Åñëè Mk = E, âûäàåì îòâåò wk. ×åðåç Mk îáîçíà÷àåòñÿ ìàòðèöà, à

÷åðåç wk âûõîäíàÿ ñòðîêà íà òåêóùåì ðàóíäå k.
(4) Åñëè ÷èñëî ðàóíäîâ k = n5, òî âûäàåì îòâåò ¾?¿. Òàêàÿ îöåíêà íåîáõî-

äèìà äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóæíîé âåðõíåé ãðàíèöû íà äîëþ òåõ âõîäîâ, äëÿ
êîòîðûõ àëãîðèòì íå ìîæåò íàéòè íîðìàëüíóþ ôîðìó (áîëåå ïîäðîá-
íûå ðàçúÿñíåíèÿ ñì. â [15]).

(5) Ïóñòü ìàòðèöà Mk =

(
ak bk
ck dk

)
íà äàííîì ðàóíäå. Åñëè ak ≤ ck, òî

ïîëàãàåì

Mk+1 = B−1Mk =

(
ak bk

ck − ak dk − bk

)
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è wk+1 = Bwk. Èíà÷å (åñëè ak > ck), ïîëàãàåì

Mk+1 = A−1Mk =

(
ak − ck bk − dk

ck dk

)
è wk+1 = Awk.

(6) Óâåëè÷èâàåì ñ÷åò÷èê ÷èñëà ðàóíäîâ k := k + 1.
(7) Âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 3.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà áûëà äîêàçàíà â [15].

Ëåììà 4. Àëãîðèòì Ψ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì è ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷å-
ñêèì. Áîëåå òîãî, ïóñòü S = {M ∈ SL2(ω) : Ψ(M) =?}. Òîãäà ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî

|S≤n|
|SL2(ω)≤n|

<
C

n2
.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ðå-
çóëüòàòà.

Òåîðåìà 3. Ïðîáëåìà î ðþêçàêå â ïîëóãðóïïå SL2(ω) ãåíåðè÷åñêè ïîëèíîìè-
àëüíî ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àë-
ãîðèòì Σ, êîòîðûé áóäåò ðàáîòàòü íà âõîäå (M1, . . . ,Mn,M) â äâà ýòàïà.

Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ψ âñå ìàòðèöû M1, . . . ,Mn,M ïðèâîäÿòñÿ
ê íîðìàëüíîé ôîðìå â âèäå ñëîâ (w1, . . . , wn, w) íàä àëôàâèòîì {A,B} êàê
ýëåìåíòû ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû. Åñëè ïðè ýòîì àëãîðèòì Ψ õîòÿ áû ðàç âû-
äàë îòâåò ¾?¿, òî è àëãîðèòì Σ âûäàåò îòâåò ¾?¿. Èíà÷å ñëîâà (w1, . . . , wn, w)
ïåðåäàþòñÿ íà âòîðîé ýòàï. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âõîäîâ G, íà êîòîðîì
àëãîðèòì Σ íå âûäàåò îòâåò ¾?¿, ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì. Äåéñòâèòåëüíî

Gn = {(M1, . . . ,Mn,M) : Ψ(M1) ̸=?, . . . ,Ψ(Mn) ̸=?,Ψ(M) ̸=?}.

Îòêóäà ïî ëåììå 4

ρn(G) >

(
1− C

n2

)n(
1− C

n2

)
=

((
1− C

n2

)n2)1/n(
1− C

n2

)
è çíà÷èò limn→∞ ρn(G) = 1.

Íà âòîðîì ýòàïå ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà î ðþêçàêå â ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå
{A,B}∗. Èìåþòñÿ ñëîâà (w1, . . . , wn, w) íàä àëôàâèòîì {A,B}, ïðè÷åì èõ äëè-
íû îãðàíè÷åíû n5 � ýòî ñëåäóåò èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà Ψ. Íóæíî âûÿñíèòü,
ñóùåñòâóþò ëè ñòåïåíè ε1, . . . , εn ∈ ω òàêèå, ÷òî wε1

1 . . . wεn
n = w. Äëÿ ýòîãî

ïðèìåíèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì Ω. Äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ àëãîðèòìà áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ïóñòîì ñëîâå w ïðîáëåìà ðàçðåøèìà (îòâåò ÄÀ).

(1) Åñëè ñëîâî w ïóñòîå, îñòàíàâëèâàåòñÿ (è îñòàíàâëèâàåò âñå çàïóùåííûå
ðåêóðñèâíûå âûçîâû) è âûäàåò îòâåò ¾ÄÀ¿.

(2) Ñðåäè ñëîâ w1, . . . , wn èùåò âñå ñëîâà wj1 , . . . , wjk , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ïðåôèêñàìè ñëîâà w. Åñëè òàêèõ ñëîâ íåò, òî îñòàíàâëèâàåò òåêóùèé
ðåêóðñèâíûé âûçîâ è âûäàåò îòâåò ¾Íåò ðåøåíèÿ íà äàííîé ïîäçàäà-
÷å¿.
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(3) Çàïóñêàåò ðåêóðñèâíî àëãîðèòì Ω äëÿ âñåõ âõîäîâ

(wjm+1, wjm+2, . . . , wn, wjmw),

è
(wjm , wjm+1, . . . , wn, wjmw),

òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì Ω íå áûë çàïóùåí ðàíåå. Çäåñü ÷åðåç
wjmw îáîçíà÷åíî ñëîâî w áåç íà÷àëüíîãî êóñêà wjm .

(4) Åñëè âñå çàïóùåííûå ðåêóðñèâíûå âûçîâû â êàêîé-òî ìîìåíò îñòàíî-
âèëèñü è âûäàëè îòâåò ¾Íåò ðåøåíèÿ íà äàííîé ïîäçàäà÷å¿, âûäàåò
îòâåò ¾ÍÅÒ¿.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ïîëèíîìèàëüíîñòü àëãîðèòìà Ω, çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî
âîçìîæíûõ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ Ω íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âîçìîæíûõ ïîäçà-
äà÷ âèäà (wm, wm+1, . . . , wn, w

′), ãäå w′ � ñëîâî w áåç íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî
êóñêà. ×èñëî òàêèõ ïîäçàäà÷ íå ïðåâîñõîäèò n · |w| < n · n5 = n6 � îãðàíè÷åíî
ïîëèíîìîì îò n. □

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.

Òåîðåìà 4. Ïðîáëåìû ìèíèìèçàöèè ÷èñëà è ñóììû ñòåïåíåé ìíîæèòåëåé
ðþêçàêà äëÿ SL2(ω) ÿâëÿþòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìûìè çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ïðåä-
ëîæåíèÿ ïî óëó÷øåíèþ òåêñòà ñòàòüè.
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