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Abstract. The work is devoted to the study of the solvability of boun-
dary value problems for quasi-parabolic equations

(−1)pD2p+1
t u− ∂

∂x
(a(x)ux) + c(x, t)u = f(x, t)

((x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ), a(x) > 0, Dk
t =

∂k

∂tk
, p > 0� integer)

with boundary conditions of one of the types

u(0, t)− βu(1, t) = 0, ux(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

or

ux(0, t)− βux(1, t) = 0, u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

The problems under study can be treated as nonlocal problems with the
generalized Samarskii�Ionkin condition in terms of spatial variable, for
them we prove existence and uniqueness theorems for regular solutions
�namely, solutions that have all generalized in the sense of S.L. Sobolev
derivatives included in the corresponding equation.

Keywords: quasi-parabolic equations, non-local boundary value prob-
lems, generalized Samarskii�Ionkin condition, regular solutions, existence,
uniqueness.
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1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íå÷åòíîãî ïî âðå-
ìåííîé (âûäåëåííîé) ïåðåìåííîé ïîðÿäêà.

Íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà-
çûâàþò òàêèå çàäà÷è, â êîòîðûõ âìåñòî îáû÷íûõ òî÷å÷íûõ (ò.å. ëîêàëüíûõ)
óñëîâèé çàäàþòñÿ óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ èëè (è)
åãî ïðîèçâîäíûõ ñî çíà÷åíèÿìè ðåøåíèÿ èëè (è) åãî ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ
èíûõ âíóòðåííèõ èëè æå ãðàíè÷íûõ ìíîãîîáðàçèé.

Îòäåëüíûì êëàññîì íåëîêàëüíûõ çàäà÷ ìîæíî íàçâàòü çàäà÷è ñ èíòåãðàëü-
íûìè óñëîâèÿìè � çàäà÷è, â êîòîðûõ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ èëè (è)
åãî ïðîèçâîäíûõ ñâÿçûâàþòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîãî èíòåãðàëà îò ðåøå-
íèÿ ïî òåì èëè èíûì âíóòðåííèì ìíîãîáðàçèÿì. Èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè
ïîäîáíûõ çàäà÷ äëÿ áëèçêèõ ê èçó÷àåìûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå óðàâíåíèé íà-
÷àëîñü, ïî�âèäèìîìó. ñ ðàáîò J.R. Cannon [1] è Ë.È. Êàìûíèí [2], îïóáëèêî-
âàííûõ â 1963 è 1964 ãîäàõ ñîîòâåòñòâåííî. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ñ
èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè â öåëîì âåñüìà ìíîãî÷èñëåííû, íî ñðåäè íèõ ìîæ-
íî âûäåëèòü ðàáîòû Í.È. Èîíêèíà [3] è Í.È. Þð÷óêà [4], îïóáëèêîâàííûõ â
1977 è 1986 ãîäàõ ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàáîòå [3] èçó÷àëàñü çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðÿìîóãîëüíèêå (0, 1)×(0, T ) ïåðåìåí-
íûõ (x, t) ïî çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, çàäàííîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
u(0, t) = ν(t), à òàêæå ïî èíòåãðàëüíîìó óñëîâèþ

1∫
0

u(x, t) dx = µ(t). (È)

Äëÿ äàííîé çàäà÷è Í.È. Èîíêèíûì ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè
íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî áèîðòîãîíàëüíîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé, áûëî äîêàçà-
íî ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé. Â äàëüíåéøåì ýòîò ìåòîä óñïåøíî
ïðèìåíÿëñÿ â ðÿäå äðóãèõ èññëåäîâàíèé � ñì. ðàáîòû [5�8].

Â ðàáîòå Í.È. Þð÷óêà èñëåäîâàëàñü çàäà÷à ñ óñëîâèåì (È), íî äëÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, è áûë ïðåäëîæåí íîâûé
ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà åå ðàçðåøèìîñòè. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëèë óñòàíîâèòü ñóùå-
ñòâîâàíèå ðåøåíèé çàäà÷è Èîíêèíà äëÿ áîëåå îáùèõ, ÷åì â [3], óðàâíåíèé, íî
ïðè ýòîì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áûëî ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî âåñîâîãî ñîáîëåâ-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàê è ðàáîòà Í.È. Èîíêèíà, ðàáîòà Í.È. Þð÷óêà ïîñëå
åå îïóáëèêîâàíèÿ ïðèîáðåëà ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëåé.

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùåå. Â 1980 ãîäó À.À. Ñàìàðñêèé [9] ïðåäëîæèë äëÿ
îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ïîñòàíîâêó íåëîêàëüíîé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé
çàäà÷è: íàéòè ðåøåíèå u(x, t) ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî çàäàííîìó íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ è óñëîâèÿì

α1u(0, t) + α2u(1, t) + α3ux(0, t) + α4ux(1, t) = 0,

β1u(0, t) + β2u(1, t) + β3ux(0, t) + β4ux(1, t) = 0 (Ñ)

(x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), âåêòîðû (α1, α2, α3, α4) è (β1, β2, β3, β4) ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû). Çàäà÷à À.À. Ñàìàðñêîãî âêëþ÷àåò â ñåáÿ îáû÷íûå ïåðâóþ, âòîðóþ è
òðåòüþ íà÷àëüíî�êðàåâûå çàäà÷è, à òàêæå ñìåøàííóþ çàäà÷ó; åñëè æå ó÷åñòü,
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÷òî çàäà÷à Í.È. Èîíêèíà äîïóñêàåò çàìåíó èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ íà óñëî-
âèå ux(1, t) − ux(0, t) = ϕ(t), òî è çàäà÷à ñ óñëîâèåì (È) âêëþ÷àåòñÿ â çàäà÷ó
À.À. Ñàìàðñêîãî. Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è À.À. Ñàìàðñêîãî â îá-
ùåé ïîñòàíîâêå ïðîâîäèëîñü â ðàáîòàõ Í. Ëàæåòè÷à [10] è À.È. Êîæàíîâà [11],
íî ïðè ýòîì óñëîâèÿ ýòèõ ðàáîò áûëè òàêîâû, ÷òî ñîáñòâåííî çàäà÷à Í.È. Èîí-
êèíà èñêëþ÷àëàñü.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò ïðîñòðàíñòâåííî�íåëî-
êàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íå÷åòíîãî ïî
âðåìåííîé (âûäåëåííîé) ïåðåìåííîé ïîðÿäêà ñ óñëîâèÿìè, ïðåäñòàâëÿþùè-
ìè ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî óñëîâèÿ (Ñ) À.À. Ñàìàðñêîãî, íî ïðè ýòîì
âêëþ÷àþùèìè â ñåáÿ çàäà÷ó Í.È. Èîíêèíà ñ óñëîâèåì (È) â äèôôåðåíöèàëü-
íîé ôîðìå. Öåëüþ èññëåäîâàíèé áóäåò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé � èìåííî ðåøåíèé, èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå
ïî Ñ.Ë. Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå.

Óòî÷íèì, ÷òî ðàíåå ïðîñòðàíñòâåííî�íåëîêàëüíûå çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè
óñëîâèÿìè äëÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [12], [13],
íî, êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, çàäà÷à ñ óñëîâèåì (È) ïðè
ýòîì èñêëþ÷àëàñü.

Âñå ïîñòðîåíèÿ è ðàññóæäåíèÿ â ðàáîòå áóäóò îñíîâàíû íà ïðîñòðàíñòâàõ
Ëåáåãà Lp è ÑîáîëåâàW

l
p. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îïèñàíèå ñâîéñòâ ôóíê-

öèé èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [[14]�[16]].
È ïîñëåäíåå. Â ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåêîòîðûå ìîäåëüíûå ñèòóà-

öèè. Âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ è óñèëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áóäóò ïðèâå-
äåíû â êîíöå ñòàòüè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Ïóñòü Q åñòü ïðÿìîóãîëüíèê Ω× (0, T ), Ω = (0, 1), 0 < T < +∞, ïåðåìåííûõ
(x, t). Äàëåå, ïóñòü a(x), c(x, t) è f(x, t) åñòü çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå
ïðè x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], β åñòü ôèêñèðîâàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, p åñòü

ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Dk
t åñòü ïðîèçâîäíàÿ

∂k

∂tk
(D1 = D), L åñòü

äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâèå êîòîðîãî íà çàäàííîé ôóíêöèè v(x, t),
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Lv = (−1)pD2p+1
t v − ∂

∂x
(a(x)vx) + c(x, t)v.

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à I: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëü-
íèêå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Lu = f(x, t) (1)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

Dk
t u(x, t)|t=0 = 0, k = 0, . . . , p, x ∈ Ω, (2)

Dk
t u(x, t)|t=T = 0, k = 0, . . . , p− 1, x ∈ Ω, (3)

u(0, t)− βu(1, t) = 0, ux(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (4)

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à II: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëü-
íèêå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (2) è (3), à òàêæå óñëîâèå

ux(0, t)− βux(1, t) = 0, u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (5)
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Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à III: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëü-
íèêå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (2) è (4), à òàêæå óñëîâèå

Dk
t u(x, t)|t=T = 0, k = p+ 1, . . . , 2p, x ∈ Ω, (6)

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à IV: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëü-
íèêå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (2), (5) è (6).

Çàìåòèì, ÷òî èìåííî óñëîâèå (5) íåëîêàëüíûõ çàäà÷ II è IV â ñëó÷àå β = 1
äàåò óñëîâèå (È) çàäà÷è Í.È. Èîíêèíà. Çàäà÷è I è III èìåþò è ñàìîñòîÿòåëü-
íîå çíà÷åíèå; ñ äðóãîé æå ñòîðîíû, èìåÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷,
íåòðóäíî áóäåò ïîêàçàòü, ÷òî è çàäà÷è II è IV èìåþò ðåøåíèå .

3. Ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ çàäà÷ I è III

Âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ âûêëàäêàõ ñûãðàåò íåðàâåíñòâî

ϕ2(1) ≤ δ2

∫
Ω

xϕ′2(x) dx+

(
2 +

1

δ2

)∫
Ω

xϕ2(x) dx, (7)

â êîòîðîì ϕ(x) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâàW 1
2 (Ω), δ åñòü ïðî-

èçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, åñëè â òîæäåñòâå

ϕ2(1) = 2

∫
Ω

xϕ2(x) dx+ 2

∫
Ω

x2ϕ(x)ϕ′(x) dx

ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Þíãà êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó ïðàâîé ÷àñòè.
Ïîëîæèì β1 = β2a(0)− a(1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

a(x) ∈ C2(Ω), a(x) ≥ a0 > 0, a′(x) ≤ 0;

c(x, t) ∈ C2p+1(Q), c(x, t) ≥ c0 > 0, cxx(x, t) ≤ 0 ïðè (x, t) ∈ Q;

2c(x, t)− a′′(x) ≥ 0 ïðè (x, t) ∈ Q;

à òàêæå îäíî èç óñëîâèé

à) β2 ≤ a(1)
a(0) ,

á) β2 > a(1)
a(0) , β

2
1 + 4a0β1 < 4a0c0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, t) òàêîé, ÷òî Dk
t f(x, t) ∈ L2(Q), k = 0, . . . , 2p+

1, Dk
t f(x, t) = 0 ïðè t = 0, x ∈ Ω, k = 0, . . . , p, Dk

t f(x, t) = 0 ïðè t = T , x ∈ Ω,
k = 0, . . . , p − 1, íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à I èìååò ðåøåíèå u(x, t), ïðèíàäëåæàùåå

ïðîñòðàíñòâó W 2,2p+1
2 (Q), è â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåìàÿ òåõíèêà áóäåò îñíîâàíà íà ìåòîäå ðåãóëÿðè-
çàöèè, ìåòîäå ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, à òàêæå àïðèîðíûõ îöåíêàõ.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå à). Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε è µ îïðåäåëèì
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lεv:

Lεv = Lv + εD4p+2
t

[
∂

∂x
(avx)− µv

]
.
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Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìî-
óãîëüíèêå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Lεu = f(x, t) (8)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2)�(4), à òàêæå óñëîâèÿ

Dk
t u(x, t)|t=0 = 0, k = 2p+ 1, . . . , 3p, x ∈ Ω, (9)

Dk
t u(x, t)|t=T = 0, k = 2p+ 1, . . . , 3p+ 1, x ∈ Ω. (10)

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî V êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé

{v(x, t) : v(x, t) ∈W 2,4p+2
2 (Q), D4p+2

t vx(x, t) ∈ L2(Q),

D4p+2
t vxx(x, t) ∈ L2(Q)}

ñ íîðìîé

‖v‖V =
(
‖v‖2

W 2,4p+2
2 (Q)

+ ‖D4p+2
t vx‖2L2(Q) + ‖D4p+2

t vxx‖2L2(Q)

) 1
2

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåò áàíàõîâûì.
Ïîêàæåì ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ε è ïðè ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè f(x, t)

ïðîñòðàíñòâó L2(Q) êðàåâàÿ çàäà÷à (8), (2), (3), (9), (10) áóäåò èìåòü ðåøåíèå,
ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó V . Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïà-
ðàìåòðó.

Äëÿ ÷èñåë λ èç îòðåçêà [0,1] ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèþ
u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8) è òàêóþ,
÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2), (3), (9) è (10), à òàêæå óñëîâèå

u(0, t)− λβu(1, t) = 0, ux(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (11)

Ñîãëàñíî òåîðåìå î ìåòîäå ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [[17], ãë. III, � 14],
ýòà çàäà÷à áóäåò ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå V , åñëè 1) çàäà÷à (8), (2), (3), (9)�
(11) ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå V ïðè λ = 0; 2) äëÿ âñåâîçìîæíûõ ðåøåíèé
u(x, t) çàäà÷è (8), (2), (3), (9)�(11) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû èìååò
ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖u‖V ≤ R0‖f‖L2(Q) (12)

ñ ïîñòîÿííîé R0, îïðåäåëÿþùåéñÿ ëèøü ôóíêöèÿìè a(x), c(x, t), à òàêæå ÷èñ-
ëàìè β è ε.

Ïðè λ = 0 è ïðè ôèêñèðîâàííîì ε çàäà÷à (8), (2), (3), (9)�(11) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñìåøàííóþ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ
ñîñòàâíîãî òèïà

εD4p+2
t (Au− µu) = F,

â êîòîðîì ÷åðåç A îáîçíà÷åí îïåðàòîð

Av =
∂

∂x
(a(x)vx),

è ÷åðåç F � ïîä÷èíåííûå ìëàäøèå ÷ëåíû. Ïîñêîëüêó ñòàðøàÿ (ëåâàÿ) ÷àñòü
ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà ìíîæèòåëè, òî ðàçðåøèìîñòü äàííîé çàäà÷è
â ïðîñòðàíñòâå V î÷åâèäíà.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû äëÿ ðåøåíèé u(x, t) êðàåâîé
çàäà÷è (8), (2), (3), (9)�(11) áóäåò ñïðàâåäëèâà òðåáóåìàÿ îöåíêà (12).
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Óìíîæèì óðàâíåíèå (8) íà ôóíêöèþ xu(x, t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïðÿìî-
óãîëüíèêó Q. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

1

2

∫
Ω

x [Dp
t u(x, T )]

2
dx+

∫
Q

xa(x)u2
x dx dt−

1

2

∫
Q

a′(x)u2 dx dt+

+

∫
Q

xc(x, t)u2 dx dt+ ε

∫
Q

xa(x)
(
D2p+1
t ux

)2

dx dt+ εµ

∫
Q

x
(
D2p+1
t u

)2

dx dt−

−ε
2

∫
Q

a′(x)
(
D2p+1
t u

)2

dx dt+
1

2

T∫
0

[a(1)− λ2β2a(0)]u2(1, t) dt+

+
ε

2

T∫
0

[a(1)− λ2β2a(0)]
[
D2p+1
t u(1, t)

]2
dt =

∫
Q

xfu dx dt.

Óñëîâèÿ òåîðåìû è íåðàâåíñòâî Þíãà äàþò ñëåäñòâèå äàííîãî ðàâåíñòâà �
àïðèîðíóþ îöåíêó∫

Q

(xu2
x + xu2) dx dt+ ε

∫
Q

[
x
(
D2p+1
t ux

)2

+ xµ
(
D2p+1
t u

)2
]
dx dt ≤

≤M1

∫
Q

f2 dx dt, (14)

ïîñòîÿííàÿ M1 â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ÷èñëàìè a0, c0 è β.
Íà ñëåäóþùåì øàãå óìíîæèì óðàâíåíèå (8) íà ôóíêöèþ −xD4p+2

t u(x, t) è
ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïðÿìîóãîëüíèêó Q. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

1

2

∫
Ω

x
[
D2p+1
t u(x, 0)

]2
dx+

∫
Q

xa(x)
(
D2p+1
t ux

)2

dx dt−

−1

2

∫
Q

a′(x)
(
D2p+1
t u

)2

dx dt+

∫
Q

xc(x, t)
(
D2p+1
t u

)2

dx dt+

+ε

∫
Q

xa(x)
(
D4p+2
t ux

)2

dx dt+ εµ

∫
Q

x
(
D4p+2
t u

)2

dx dt−

−ε
2

∫
Q

a′(x)
(
D4p+2
t u

)2

dx dt+
1

2

T∫
0

[a(1)− λ2β2a(0)]
[
D2p+1
t u(1, t)

]2
dt+

+
ε

2

T∫
0

[a(1)− λ2β2a(0)]
[
D4p+2
t u(1, t)

]2
dt = −

∫
Q

xf(x, t)D4p+2
t u dx dt+

+

∫
Q

x

[
2p∑
k=0

ck(x, t)Dk
t u

]
D2p+1
t u dx dt, (15)
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â êîòîðîì ÷åðåç ck(x, t) îáîçíà÷åíû ïîëó÷åííûå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû
Ëåéáíèöà ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè c(x, t) âìåñòå ñ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òåîðåìû, èíòåðïîëÿöèîííûå íåðàâåíñòâà

T∫
0

[
Dk
t u(x, t)

]2
dt ≤ δ

T∫
0

[
D2p+1
t u(x, t)

]2
dt+ C(δ)

T∫
0

u2(x, t) dt,

â êîòîðûõ k åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà [1, 2p], δ åñòü ïðîèçâîëüíîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (ñì. [18]), èñïîëüçóÿ òàêæå íåðàâåíñòâî (14) è íåðàâåí-
ñòâî Þíãà, ïðèäåì ê îöåíêå∫
Q

[
x
(
D2p+1
t ux

)2

+ x
(
D2p+1
t u

)2
]
dx dt+ ε

∫
Q

x
(
D4p+2
t ux

)2

≤M2

∫
Q

f2 dx dt,

(16)
ñ ïîñòîÿííîé M2, îïðåäåëÿþùåéñÿ ÷èñëàìè a0, c0, β è ε.

Èç íåðàâåíñòâ (7), (14) è (16) âûòåêàþò îöåíêè

T∫
0

[u2(0, t) + u2(1, t)] dt ≤M3

∫
Q

f2 dx dt, (17)

T∫
0

{[
D2p+1
t u(0, t)

]2
+
[
D2p+1
t u(1, t)

]2}
dt ≤M4

∫
Q

f2 dx dt, (18)

â êîòîðûõ ïîñòîÿííàÿ M3 îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ÷èñëàìè a0, c0 è β, ïîñòîÿííàÿ
M4 îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëàìè a0, c0, β è ε.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (8) íà ôóíêöèþ −uxx(x, t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêó Q. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

1

2

∫
Ω

[Dp
t ux(x, T )]

2
dx+

∫
Q

{
a(x)u2

xx + [c(x, t)− 1

2
a′′(x)]u2

x−

−1

2
cxx(x, t)u2

}
dx dt+ ε

∫
Q

{
a(x)

[
D2p+1
t uxx

]2
+

+[µ− 1

2
a′′(x)]

(
D2p+1
t ux

)2
}
dx dt− 1

2
a′(0)

T∫
0

u2
x(0, t) dt−

−εa
′(0)

2

T∫
0

[
D2p+1
t ux(0, t)

]2
dt = (−1)p+1

T∫
0

D2p+1
t u(0, t)ux(0, t) dt−

−εµ
T∫

0

D2p+1
t u(0, t)D2p+1

t ux(0, t) dt−
T∫

0

c(0, t)u(0, t)ux(0, t) dt+

+
1

2

T∫
0

cx(0, t)u2(0, t) dt− 1

2

T∫
0

cx(1, t)u2(1, t) dt−
∫
Q

fuxx dx dt. (19)
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Óòî÷íèì âåëè÷èíó ÷èñëà µ: ÷èñëî µ äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû ïðè x ∈ Ω
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî 2µ − a′′(x) ≥ 0. Ïðè òàêîì âûáîðå ÷èñëà µ è ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû âñå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (19) áóäóò
íåîòðèöàòåëüíûìè. Äàëåå ÷åòâåðòîå è ïÿòîå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (19)
áóäóò êîíå÷íûìè � âñëåäñòâèå îöåíêè (17). Ïðèìåíÿÿ ê ïåðâîìó, âòîðîìó,
òðåòüåìó è øåñòîìó ñëàãàåìûì ïðàâîé ÷àñòè (19) íåðàâåíñòâî Þíãà, ó÷èòûâàÿ
ïðåäñòàâëåíèå

ux(0, t) = −
1∫

0

uxx(x, t) dx

è èñïîëüçóÿ îöåíêè (17) è (18), íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî ñëåäñòâèåì ðàâåí-
ñòâà (19) áóäåò àïðèîðíàÿ îöåíêà∫

Q

u2
xx dx dt+ ε

∫
Q

(
D2p+1
t uxx

)2

dx dt ≤M5

∫
Q

f2 dx dt (20)

ñ ïîñòîÿííîé M5, îïðåäåëÿþùåéñÿ ôóíêöèÿìè a(x) è c(x, t), à òàêæå ÷èñëàìè
β è ε.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåé îöåíêè óìíîæèì óðàâíåíèå (8) íà ôóíêöèþ

D4p+2
t uxx. Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, êîòîðûå ïðèâåëè ê îöåíêå (20), íî ïðè ýòîì

èñïîëüçóÿ îöåíêè (17), (18) è (20), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî∫
Q

(
D4p+2
t uxx

)2

dx dt ≤M6

∫
Q

f2 dx dt, (21)

ïîñòîÿííàÿ M6 â êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè a(x) è c(x, t), à òàêæå ÷èñ-
ëàìè β è ε.

Îöåíêè (20) è (21) è îçíà÷àþò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ε è ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé òåîðåìû äëÿ âñåâîçìîæíûõ ðåøåíèé u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (8), (2), (3),
(9)�(11) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (12). Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, èç ýòîé îöåíêè
ñëåäóåò ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (8), (2), (3), (9)�(11) ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå V
ïðè âñåõ λ èç îòðåçêà [0, 1] ïðè ôèêñèðîâàííîì ε è ïðè íàëè÷èè âêëþ÷åíèÿ
f(x, t) ∈ L2(Q).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ
f(x, t) äëÿ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (8), (2), (3), (9)�(11) áóäóò èìåòü ìåñòî
àïðèîðíûå îöåíêè, ðàâíîìåðíûå ïî ïàðàìåòðó ε.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà (15) (2p + 1) ðàç ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ïåðåìåííîé t (ýòî âîçìîæíî), òî
ïîëó÷èì îöåíêó∫

Q

[
x
(
D2p+1
t ux

)2

+ x
(
D2p+1
t u

)2
]
dx dt+ ε

∫
Q

x
(
D4p+2
t u

)2

dx dt ≤

≤M7

∫
Q

[
f2 +

(
D2p+1
t f

)2
]
dx dt, (22)

ïîñòîÿííàÿ M7 â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè a(x) è c(x, t), à òàêæå ÷èñ-
ëîì β.
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Èç îöåíîê (14) è (22), à òàêæå èç íåðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò, ÷òî ëåâûå ÷àñòè
íåðàâåíñòâ (17) è (18) òàêæå áóäóò îãðàíè÷åíû ÷èñëàìè, îïðåäåëÿþùèìèñÿ
ôóíêöèÿìè a(x), c(x, t) è f(x, t), à òàêæå ÷èñëîì β.

Ïîâòîðÿÿ äàëåå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (20), íî ó÷èòûâàÿ îöåíêó (22), ïðè-
äåì ê íåðàâåíñòâó∫

Q

u2
xx dx dt+ ε

∫
Q

(
D2p+1
t uxx

)2

dx dt ≤M8

∫
Q

[
f2 +

(
D2p+1
t f

)2
]
dx dt (23)

ñ ïîñòîÿííîé M8, îïðåäåëÿþùåéñÿ ëèøü ôóíêöèÿìè a(x) è c(x, t), à òàêæå
÷èñëîì β.

Óìíîæèâ äàëåå óðàâíåíèå (8) íà ôóíêöèþ εD4p+2
t uxx(x, t) è ïðîèíòåãðèðî-

âàâ ïî ïðÿìîóãîëüíèêó Q, ïîëó÷èì åùå îäíó îöåíêó

ε2

∫
Q

(
D4p+2
t uxx

)2

dx dt ≤M9

∫
Q

[
f2 +

(
D2p+1
t f

)2
]
dx dt, (24)

ïîñòîÿííàÿM9 â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ôóíêöèÿìè a(x) è c(x, t), à òàêæå
÷èñëîì β.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà∫
Q

(
D2p+1
t u

)2

dx dt ≤M10

∫
Q

[
f2 +

(
D2p+1
t f

)2
]
dx dt (25)

î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ïðåäûäóùèõ, ïîñòîÿííàÿ M10 â ýòîé îöåíêå
âíîâü îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ôóíêöèÿìè a(x) è c(x, t), à òàêæå ÷èñëîì β.

Èç îöåíîê (23)�(25) è èç ñâîéñòâà ðåôëåêñèòâíîñòè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-
ñòâà [17] âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εm}∞m=1 ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë, à òàêæå ôóíêöèÿ u(x, t) òàêèå, ÷òî ïðè m → ∞ èìåþò ìåñòî ñõî-
äèìîñòè

εm → 0,

um(x, t)→ u(x, t) ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå W 2,2p+1
2 (Q),

εmD
4p+2
t um(x, t)(x, t)→ 0 ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå L2(Q),

εmD
4p+2
t umxx(x, t)(x, t)→ 0 ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå L2(Q),

um(0, t)→ u(0, t) ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå W 2p+1
2 ([0, T ]),

um(1, t)→ u(1, t) ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå W 2p+1
2 ([0, T ]).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) è áóäåò èñêîìûì ðåøåíèåì íåëî-
êàëüíîé çàäà÷è I.

Ïîêàæåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå W 2,2p+1
2 (Q) äëÿ íåëîêàëüíîé çàäà÷è I èìååò

ìåñòî ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé.
Ïóñòü u(x, t) åñòü ðåøåíèå íåëîêàëüíîé çàäà÷è I èç ïðîñòðàíñòâàW 2,2p+1

2 (Q).
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåí-
êà (14) ñ ε = 0. Åñëè òåïåðü f(x, t) ≡ 0 â Q, òî èç (14) è èç íåðàâåíñòâà (7)
áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ u(0, t) = 0 ïðè t ∈ (0, T ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
u(x, t) åñòü ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1).
Î÷åâèäíî, ÷òî u(x, t) áóäåò òîæäåñòâåííî íóëåâîé â Q ôóíêöèåé. Ýòîò ôàêò è
äàåò èñêîìóþ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé.
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Â ñëó÷àå à) òåîðåìà äîêàçàíà. Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå á). Âíîâü
ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (8), (2), (3), (9)�(11). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé
u(x, t) ýòîé çàäà÷è èìååò ìåñòî îöåíêà (12).

Óìíîæèâ óðàâíåíèå (8) íà ôóíêöèþ xu(x, t) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ïðÿìî-
óãîëüíèêó Q, ïîñëå íåñëîæíûõ âûêëàäîê ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

a0

∫
Q

xu2
x dx dt+ c0

∫
Q

xu2 dx dt+ εa0

∫
Q

x
(
D2p+1
t ux

)2

dx dt+

+εµ

∫
q

x
(
D2p+1
t u

)2

dx dt ≤ β1

2

T∫
0

u2(1, t) dt+
εβ1

2

T∫
0

[
D2p+1
t u(1, t)

]2
dt+

+

∣∣∣∣∣∣
∫
Q

xfu dx dt

∣∣∣∣∣∣ . (26)

Óñëîâèå á), â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

β1

2(c0 − β1)
<

2a0

β1
.

Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî âêëþ÷åíèå

δ2 ∈
(

β1

2(c0−β1) ,
2a0
β1

)
. Îöåíèâ ïåðâîå è âòîðîå ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè (26) ñ

ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (7), ïîëó÷èì(
a0 −

β1δ
2

2

)∫
Q

xu2
x dx dt+

[
c0 −

β1

2

(
2 +

1

δ2

)]∫
Q

xu2 dx dt+

+ε

(
a0 −

β1δ
2

2

)∫
Q

x
(
D2p+1
t ux

)2

dx dt+

+ε

[
µ− β1

2

(
2 +

1

δ2

)]∫
Q

x
(
D2p+1
t u

)2

dx dt ≤

∣∣∣∣∣∣
∫
Q

xfu dx dt

∣∣∣∣∣∣ .
Ó÷èòûâàÿ óêàçàííûé âûøå âûáîð ÷èñëà δ, ó÷èòûâàÿ äàëåå, ÷òî ÷èñëî µ ìîæíî
âûáðàòü íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

µ >
β1

2

(
2 +

1

δ2

)
,

è, íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà ê ïîñëåäíåìó ñëàãàåìîìó ïðàâîé ÷à-
ñòè (26), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (8), (2), (3), (9)�(11)
âûïîëíÿåòñÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà (14).

Ïîâòîðÿÿ ïðîâåäåííûå ðàíåå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ðàâåíñòâà (15), ïîëó÷èì, ÷òî
äëÿ ðåøåíèé u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (8), (2), (3), (9)�(11) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ
îöåíêè (16) è (22) � ïåðâàÿ ñ ïîñòîÿííîé, îïðåäåëÿþùåéñÿ ôóíêöèÿìè a(x)
è c(x, t), ÷èñëàìè β è ε, âòîðàÿ � ñ ïîñòîÿííîé, îïðåäåëÿþùåéñÿ ôóíêöèÿìè
a(x) è c(x, t), à òàêæå ÷èñëîì β.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ âïîëíå àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì, ïðîâåäåííûì
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ à). Èìåííî, âíà÷àëå ïðè ôèêñèðîâàííîì ε óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê (20) è (21), è, òåì ñàìûì � ðàçðåøèìîñòü êðà-
åâîé çàäà÷è (8), (2), (3), (9)�(11) â ïðîñòðàíñòâå V , äàëåå � ñïðàâåäëèâîñòü
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ðàâíîìåðíûõ ïî ε îöåíîê (23)�(25) è âîçìîæíîñòü îðãàíèçàöèè ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà. Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ è áóäåò èñêîìûì ðåøåíèåì íåëîêàëüíîé çàäà-
÷è I.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è I ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ á)
âíîâü ñëåäóåò èç îöåíêè (14), ñïðàâåäëèâîé è ïðè ε = 0.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 äëÿ ôóíêöèé a(x) è
c(x, t), à òàêæå îäíî èç óñëîâèé à) èëè á). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, t)
òàêîé, ÷òî Dk

t f(x, t) ∈ L2(Q), k = 0, . . . , 2p+ 1, Dk
t f(x, t) = 0 ïðè t = 0, x ∈ Ω,

k = 0, . . . , p, Dk
t f(x, t) = 0 ïðè t = T , x ∈ Ω, k = p + 1, . . . , 2p, íåëîêàëüíàÿ

çàäà÷à III èìååò ðåøåíèå u(x, t), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó W 2,2p+1
2 (Q),

è â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíê-
öèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8) (ïðè
ε > 0) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2), (6), (9), (11), à òàê-
æå óñëîâèå

Dk
t u(x, t)|t=T = 0, k = 3p+ 1, . . . , 4p+ 1, x ∈ Ω.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, íåòðóäíî
óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèé u(x, t) ýòîé çàäà÷è ïðè ôèêñèðîâàííîì ε èìå-
åò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà (12), è ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà ôóíêöèþ
f(x, t) � ðàâíîìåðíûå ïî ε îöåíêè (23)�(25). Íàëè÷èå ýòèõ îöåíîê îçíà÷àåò, ÷òî
âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à áóäåò ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå V , è ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, ñõîäÿùàÿñÿ ê ðåøåíèþ
íåëîêàëüíîé çàäà÷è èç òðåáóåìîãî êëàññà.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è III â ïðîñòðàíñòâåW 2,2p+1
2 (Q)

î÷åâèäíà.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

4. Ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ çàäà÷ II è IV

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ çàäà÷ II è IV áóäåò ïðîâåäåíî ñ
ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê íåëîêàëüíûì çàäà÷àì I è II [19] è èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåì 1
è 2.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

a(x) ∈ C2(Ω), c(x, t) ∈ C2(Q);

a′′(x) ≤ 0, c(x, t) ≥ 0, (xcx(x, t))x ≤ 0 ïðè x ∈ Ω, t ∈ [0, T ], a′(1) = 0;

à òàêæå îäíî èç óñëîâèé à) èëè á) òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, t)
òàêîé, ÷òî Dk

t f(x, t) ∈ L2(Q), Dk
t fx(x, t) ∈ L2(Q), k = 0, . . . , 2p+1, Dk

t f(x, t) =
0 ïðè t = 0, x ∈ Ω, k = 0, . . . , p, Dk

t f(x, t) = 0 ïðè t = T , x ∈ Ω, k = 0, . . . , p− 1,
f(1, t) = 0 ïðè t ∈ (0, T ), íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à II èìååò ðåøåíèå u(x, t) òàêîå,

÷òî u(x, t) ∈ W 2,2p+1
2 (Q), ux(x, t) ∈ W 2,2p+1

2 (Q), ïðè÷åì â óêàçàííîì êëàññå
ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèþ v(x, t), ÿâëÿ-
þùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(−1)pD2p+1
t v − ∂2

∂x2
(a(x)v) + c(x, t)v − cx(x, t)

1∫
x

v(y, t) dy = fx(x, t) (27)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ (2)�(4). Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 1 (ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãóëÿðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ

(−1)pD2p+1
t v − ∂2

∂x2
(a(x)v) + c(x, t)v − cx(x, t)

1∫
x

v(y, t) dy+

+εD4p+2
t

[
∂2

∂x2
(a(x)v)− µv

]
= fx(x, t),

ñîîòâåòñòóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèé è àïðèîðíûõ îöåíîê), íå-
òðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (27), (2)�(4) èìååò ðåøåíèå v(x, t), ïðè-

íàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó W 2,2p+1
2 (Q). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u(x, t) êàê ðåøå-

íèå çàäà÷è ux(x, t) = v(x, t), u(1, t) = 0 ïðè t ∈ (0, T ). Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (27)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂

∂x

[
(−1)pD2p+1

t u− ∂

∂x
(a(x)ux) + c(x, t)u− f(x, t)

]
= 0,

òî, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ îò x äî 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ f(1, t) = 0, ïî-
ëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, t) è áóäåò èñêîìûì ðåøåíèåì íåëîêàëüíîé çàäà÷è II.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è II â óêàçàííîì êëàññå î÷åâèä-
íà.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

a(x) ∈ C2(Ω), c(x, t) ∈ C2(Q);

a′′(x) ≤ 0, c(x, t) ≥ 0, (xcx(x, t))x ≤ 0 ïðè x ∈ Ω, t ∈ [0, T ], a′(1) = 0;

à òàêæå îäíî èç óñëîâèé à) èëè á) òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f(x, t) òàêîé, ÷òî Dk

t f(x, t) ∈ L2(Q), Dk
t fx(x, t) ∈ L2(Q), k = 0, . . . , 2p + 1,

Dk
t f(x, t) = 0 ïðè t = 0, x ∈ Ω, k = 0, . . . , p, Dk

t f(x, t) = 0 ïðè t = T , x ∈ Ω,
k = p + 1, . . . , 2p, f(1, t) = 0 ïðè t ∈ (0, T ), íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à IV èìååò

ðåøåíèå u(x, t) òàêîå, ÷òî u(x, t) ∈W 2,2p+1
2 (Q), ux(x, t) ∈W 2,2p+1

2 (Q), ïðè÷åì
â óêàçàííîì êëàññå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó òåîðåìû 3.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå (è äàæå ñóùåñòâåííî íîâûå ) ðåçóëüòàòû î ðàçðå-
øèìîñòè â êëàññàõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ïðîñòðàíñòâåííî�íåëîêàëüíûõ êðàå-
âûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ êâàçèïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî íå÷åò-
íîãî ïî âðåìåííîé (âûäåëåííîé) ïåðåìåííîé ïîðÿäêà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåòðóäíî óñèëèòü â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ:
1. îïåðàòîð L ìîäåëüíîãî âèäà ìîæíî çàìåíèòü áîëåå îáùèì îïåðàòîðîì �

íàïðèìåð, ôóíêöèÿ a ìîæåò áûòü ôóíêöèåé è ïåðåìåííîé t, îïåðàòîð L ìîæåò
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ñîäåðæàòü ìëàäøèå ïî ïåðåìåííîé t ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêîâ 1, . . . , 2p, à òàêæå
ïðîèçâîäíóþ ïî x ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ è âûêëàäêè áó-
äóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâåäåííûõ â ï.ï. 2 è 3 ëèøü áîëüøåé ãðîìîçäêîñòüþ);

2. ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4) è (5) ìîæíî ïîøåâåëèòü � óñëîâèå (4) çàìåíèòü
óñëîâèåì u(0, t)−βu(1, t) = 0, ux(1, t)+αu(1, t) = 0, óñëîâèå (5) ìîæíî çàìåíèòü
óñëîâèåì ux(0, t) = βux(1, t) + αu(0, t);

3. ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êàê ïî ïåðåìåííîé x, òàê è ïî ïåðåìåííîé t ìîæ-
íî çàäàâàòü íåîäíîðîäíûìè � èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó ïðîäîëæåíèÿ ãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé âíóòðü ïðÿìîóãîëüíèêà Q, äàëåå íåòðóäíî áóäåò ïðåîáðàçîâàòü çàäà-
÷è ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ê çàäà÷àì ñ îäíîðîäíûìè.
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