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Abstract. This article discusses the issue of classi�cation of their
own subsets of N = {0, 1, 2, 3, ...} by means of partial Boolean
functions. For an arbitrary partial Boolean function β de�nes the
notion of β-limited combinatorial-selector set, which is a generaliza-
tion of the concept of β-selector set [1]. Fully describe the classes
of these sets, the relationship between these classes by inclusion.

Keywords: combinatorial sets, combinatorial-selector sets, limited-
combinatorial sets, limited combinatorial-selector set.

1. Ââåäåíèå

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè [11], â
êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà N = {0, 1, 2, 3, ...} ñ òî÷êè
çðåíèÿ èõ êëàññèôèêàöèè ïîñðåäñòâîì áóëåâûõ ôóíêöèé (ÁÔ) è ýôôåêòèâíîé
âû÷èñëèìîñòè. Íà÷àëî òàêîé êëàññèôèêàöèè ïîëîæèë Ê. Äæîêóø, îïðåäåëèâ
ïîëóðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî [8], êàê ìíîæåñòâî A ⊆ N , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâó-
åò âñþäó îïðåäåëåííàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : N ×N → N òàêàÿ, ÷òî

(∀x) (∀y) (f(x, y) ∈ {x, y} ∧ ((χ(x) ∨ χ(y)) = 1 ⇔ f(x, y) ∈ A)) ,

ãäå χA − õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A, òî åñòü

χA(t) =

{
1, åñëè t ∈ A;

0, åñëè t /∈ A.

Ivanov D.I. Ivanova O.V., Limited combinatorial-selector sets.
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Êàê âèäíî, â îïðåäåëåíèè ó÷àñòâóåò áóëåâà ôóíêöèÿ � äèçúþíêöèÿ. Ïî àíà-
ëîãèè À.Í. Äåãòåâ ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü â îïðåäåëåíèè ïðîèçâîëüíóþ ÁÔ
β, íàçâàâ òàêèå ìíîæåñòâà β-êîìáèíàòîðíûìè, à èìåííî, ìíîæåñòâî A íàçûâà-
åòñÿ β-êîìáèíàòîðíûì, ãäå β − ïðîèçâîëüíàÿ n-ìåñòíàÿ ÁÔ, åñëè ñóùåñòâóåò
n-ìåñòíàÿ âñþäó îïðåäåëåííàÿ íà N âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f, ïðèíèìàþùàÿ
çíà÷åíèÿ èç N , òàêàÿ ÷òî

(∀x1, ..., xn) (β (χA(x1), ..., χA(xn)) = 1 ⇔ f(x1, ..., xn) ∈ A) .

Íàêëàäûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ f , à èìåííî, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ôóíê-
öèÿ f áûëà ñåëåêòîðíîé, ò. å.

(∀x1, ..., xn)(f(x1, ..., xn) ∈ {x1, . . . , xn}),
ïðèä¼ì ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ β-êîìáèíàòîðíî-ñåëåêòîðíîãî (β-ñåëåêòîðíîãî)
ìíîæåñòâà [1, 4]. À ìåíÿÿ â íåì ýêâèâàëåíòíîñòü íà èìïëèêàöèþ, ïîëó÷èì
îïðåäåëåíèå β-èìïëèêàòèâíî-ñåëåêòîðíîãî ìíîæåñòâà [3]. Ðàññìàòðèâàÿ â êà-
÷åñòâå f ïðîèçâîëüíóþ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì îïðåäåëå-
íèÿ ñëàáî β-èìïëèêàòèâíî-ñåëåêòîðíîãî è β-êîìáèíàòîðíî-ñåëåêòîðíîãî ìíî-
æåñòâ, êîòîðûå èçó÷åíû è ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èõ êëàññàìè â ðàáî-
òàõ [2, 5-7, 9, 10].

Îãðàíè÷åííî-êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà, îïèñàííûå â ðàáîòå [11], ÿâëÿþòñÿ
îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ β-êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ïîñðåäñòâîì çàìåíû âñþäó
îïðåäåëåííîé ÁÔ íà ÷àñòè÷íóþ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÎÊ-
ìíîæåñòâà ñ äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì ñåëåêòîðíîñòè ôóíêöèè f , ïîëíî-
ñòüþ îïèñàíû êëàññû ýòèõ ìíîæåñòâ è óñòàíîâëåíû èõ ñîîòíîøåíèþ ïî âêëþ-
÷åíèþ.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Áóäåì íàçûâàòü ÁÔ β ÷àñòè÷íîé, åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç íàáîðîâ

(θ1, . . . , θn) ∈ {0, 1}n

çíà÷åíèå ÁÔ β íà ýòîì íàáîðå íå îïðåäåëåíî (β (θ1, . . . , θn) ↑).
×àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñåëåêòîðíîé, åñëè

(∀x1, . . . , xn) (f (x1, . . . , xn) ↓ ⇒ f (x1, . . . , xn) ∈ {x1, . . . , xn}),
ãäå f (x1, . . . , xn) ↓ îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè f (x1, . . . , xn) îïðåäåëåíî.

Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà N = {0, 1, 2, . . .}, ðàññìàòðèâàåìûå â ñòàòüå, ïî-
ëàãàåì îòëè÷íûìè îò ∅ è N .

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî A ⊆ N = {0, 1, 2, . . .} íàçûâàåòñÿ β-îãðàíè÷åííî
êîìáèíàòîðíî-ñåëåêòîðíûì (β-ÎÊÑ), åñëè ñóùåñòâóåò n-ìåñòíàÿ ÷àñòè÷íî
âû÷èñëèìàÿ ñåëåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ, x1, . . . , xn ∈ N âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ:

(i) f (x1, . . . , xn) ↑⇔ β (χ (x1) , . . . , χ (xn)) ↑,
(ii) f (x1, . . . , xn) ∈ A ⇔ β (χ (x1) , . . . , χ (xn)) = 1,

ãäå χ − õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì,
÷òî A ÿâëÿåòñÿ β-OKC ìíîæåñòâîì ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè÷íî âû÷èñ-
ëèìîé ñåëåêòîðíîé ôóíêöèåé f .

Íàçîâåì ÷àñòè÷íóþ ÁÔ β äîïóñòèìîé , åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå îïðå-
äåë¼ííîé è ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî β-ÎÊÑ ìíîæåñòâî A, òàêîå ÷òî A ̸= ∅,
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A ̸= N. Ïîíÿòèå äîïóñòèìîé ÁÔ íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî îïðå-
äåëåíèÿ â ñòàòüå [11], íî â îáîèõ âàðèàíòàõ îáóñëàâëèâàåòñÿ èñêëþ÷åíèåì èç
ðàññìîòðåíèÿ òðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ.

Áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ âñåõ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ − E1, à E0 = {X :
X = N \ Y, Y ∈ E1} − êëàññ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ ïåðå÷èñëèìîå äîïîëíåíèå.
Òîãäà R = E0 ∩E1 − êëàññ âñåõ âû÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ.

Ðàññìîòðèì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.

Ëåììà 1. Åñëè β-äîïóñòèìàÿ ÁÔ, òî β (θ, . . . , θ) ̸= 1− θ ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ β-ÎÊÑ ìíîæåñòâîì ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ñåëåêòîðíîé ôóíêöèåé f äëÿ ïîäõîäÿùåé äîïóñòèìîé
ÁÔ β, aθ − ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû, òàêèå ÷òî

aθ ∈

{
A, åñëè θ = 1

N \A, åñëè θ = 0.

Òîãäà f (aθ, . . . , aθ) = aθ (èëè æå f (aθ, . . . , aθ) ↑), ïîýòîìó β (θ, . . . , θ) = θ (èëè
β (θ, . . . , θ) ↑). □

Ëåììà 2. Ëþáîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ β-ÎÊÑ ìíîæåñòâîì äëÿ
âñÿêîé äîïóñòèìîé ÷àñòè÷íîé ÁÔ β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ R, è β − ïðîèçâîëüíàÿ äîïóñòèìàÿ n-ìåñòíàÿ
÷àñòè÷íàÿ ÁÔ. Îïðåäåëèì n-ìåñòíóþ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ
f (x1, . . . , xn) ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè β (χA (x1) , . . . , χA (xn)) ↑, òî ñ÷èòàåì
f (x1, . . . , xn) ↑; åñëè β (χA (x1) , . . . , χA (xn)) = 1, òî ïîëàãàåì f (x1, . . . , xn) = xi,
ãäå xi - ýëåìåíò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, òàêîé ÷òî: xi ∈ A, çàìåòèì, òà-
êîé xi âñåãäà íàéä¼òñÿ äëÿ äîïóñòèìîé ÁÔ ïî ëåììå 1; àíàëîãè÷íî, åñëè
β (χA (x1) , . . . , χA (xn)) = 0, òî f (x1, . . . , xn) = xj , ãäå xj - ýëåìåíò ñ íàèìåíü-
øèì íîìåðîì, òàêîé ÷òî: xj ∈ (N \A)∩{x1, . . . , xn}. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè,
÷òî ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ β-ÎÊÑ ñ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ñåëåêòîðíîé ôóíê-
öèåé f . □

Ïîñêîëüêó âñÿêîå β-ÎÊÑ ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ è β-ÎÊ, ñëåäóþùàÿ ëåììà
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 2 ñòàòüè [11].

Ëåììà 3. Âñÿêîå β-ÎÊÑ ìíîæåñòâî èëè ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì, èëè èìå-
åò ïåðå÷èñëèìîå äîïîëíåíèå, äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ÷àñòè÷íîé ÁÔ β. □

Â ñòàòüå [1] îïèñàíû β-ñåëåêòîðíûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü,
åñëè â îïðåäåëåíèè β-ÎÊÑ ìíîæåñòâà âìåñòî ÷àñòè÷íîé ÁÔ èñïîëüçîâàòü âñþ-
äó îïðåäåëåííóþ, ïðè ýòîì ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ñåëåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñòàíåò
âñþäó îïðåäåëåííîé. Äîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî β-ñåëåêòîðíûõ ìíîæåñòâ ñîâ-
ïàäàåò ëèáî ñ ñåìåéñòâîì âû÷èñëèìûõ, ëèáî ñ ñåìåéñòâîì ïîëóðåêóðñèâíûõ
ìíîæåñòâ [1].

Çàìå÷àíèå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â óêàçàííîé ñòàòüå [1] èç ðàññìîòðåíèÿ
èñêëþ÷àåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ ÁÔ β (x) = x, äëÿ êîòîðîé ëþáîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà N ÿâëÿåòñÿ β-ñåëåêòîðíûì ìíîæåñòâîì.
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Ëåììà 4. Åñëè ÷àñòè÷íàÿ ÁÔ β òàêàÿ, ÷òî β(0, 0, . . . , 0) ↑ è β(1, 1, . . . , 1) ↑,
èëè, åñëè β(0, 0, . . . , 0) ↓ è β(1, 1, . . . , 1) ↓, òî ëþáîå β-ÎÊÑ ìíîæåñòâî A
âû÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β(0, 0, . . . , 0) ↑, ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ

β(1, 0, . . . , 0);β(0, 1, . . . , 0); . . . , β(0, 0, . . . , 1).

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ îïðåäåëåíî, òî, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû
2 [11], A ∈ E1. Èíà÷å, â êàæäîì èç n íàáîðîâ çàìåíèì îäèí èç 0 íà 1. Åñëè
õîòÿ áû îäíî èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé áóäåò îïðåäåëåíî, òî òàêæå A ∈ E1.
Ïðîäîëæàÿ óêàçàííóþ ïðîöåäóðó, â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷èì A ∈ E1, òàê êàê
ÁÔ β íå ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå îïðåäåëåííîé. Àíàëîãè÷íî, åñëè β(1, 1, . . . , 1) ↑, òî
β-ÎÊÑ ìíîæåñòâî A ïðèíàäëåæèò êëàññó E0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè çíà÷åíèÿ
β(0, 0, . . . , 0) è β(1, 1, . . . , 1) íå îïðåäåëåíû îäíîâðåìåííî, òî A ∈ R.

Äàëåå, ïóñòü äëÿ ÷àñòè÷íîé ÁÔ β : β(0, 0, . . . , 0) ↓, β(1, 1, . . . , 1) ↓ è äëÿ
íåêîòîðîãî íàáîðà β(1, . . . , 1, . . . , 0, . . . , 0) ↑. Ìåíÿÿ 0 íà 1, íà íåêîòîðîì øàãå
ïîëó÷èì A ∈ E1, à ìåíÿÿ 1 íà 0 − A ∈ E0, ò. å. A ∈ R. □

Ëåììà 5. Äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

βθ (θ1, ..., θn) =

{
θ, åñëè θ1 = ... = θn = θ

↑, èíà÷å ,

ñåìåéñòâî βθ-ÎÊÑ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Eθ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3 A ∈ Eθ äëÿ ëþáîãî βθ-ÎÊÑ ìíîæåñòâà A. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîå ïåðå÷èñëèìîå (êîïåðå÷èñëèìîå) ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ
β-ÎÊÑ ìíîæåñòâîì ñ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ñåëåêòîðíîé ôóíêöèåé g, êîòîðóþ
ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðå÷èñëÿÿ ìíîæåñòâî B (N \B):

g (x1, ..., xn) =

{
x1, åñëè x1, ..., xn ∈ B (N \B)

↑, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

□

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèÿìè è òåðìèíàìè, ñôîðìóëèðîâàííûìè â ðàáîòå [11].

Îïðåäåëåíèå 2. [11] Ñóæåíèå ÷àñòè÷íîé áóëåâîé ôóíêöèè β (t1, ..., tn), ïî-
ëó÷åííîå çàìåíîé (n−m) åå ïåðåìåííûõ tim+1

, ..., tin , 1 ≤ m ≤ (n− 1) íà êîí-
ñòàíòû θip ∈ {0, 1}, p ∈ {m + 1, . . . , n}, òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ β1 (ti1 , . . . , tim)
ñòàíîâèòñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé ÁÔ, íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì ïî ïåðåìåííûì
ti1 , . . . , tim íà íàáîðå êîíñòàíò

(
θim+1

, . . . , θin
)
:

β1 (ti1 , . . . , tim) = β (ti1 , . . . , tim)
[
θim+1 , . . . , θin

]
.

Îïðåäåëåíèå 3. [11] Ñóæåíèå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îíî âñþäó
îïðåäåëåííîå è äëÿ ëþáîãî j ∈ {m+ 1, . . . , n}, áóëåâà ôóíêöèÿ

β1j (ti1 , . . . , tim , tij )[θim+1
, . . . , θij−1

, θij+1
, . . . , θin ]

ñòàíîâèòñÿ ÷àñòè÷íîé ÁÔ äëÿ ëþáîãî íàáîðà êîíñòàíò.
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Ëåììà 6. Åñëè ÁÔ β(t1, . . . , tn) äîïóñêàåò ñóæåíèå ïî ïåðåìåííûì ti1 , . . . , tim
íà íàáîðå êîíñòàíò

(
θim+1 , . . . , θin

)
, ïðè÷åì ñóùåñòâóþò l, t ∈ {im+1, . . . , in},

l ̸= t, òàêèå ÷òî θl = 1 − θt, òî ñåìåéñòâî β-ÎÊÑ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì âû÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåèìåíîâûâàÿ, åñëè íóæíî, ïåðåìåííûå, áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóæåíèå áóäåò ïî ïåðâûì m ïåðåìåííûì. Åñëè
β óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû, òî äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ñóæåíèÿ

β (t1, . . . , tm) [θm+1, . . . , θ, . . . , 1− θ, . . . , θn]

ñóùåñòâóþò íàáîðû (θ1, . . . , θm) è (δ1, . . . , δm), òàêèå ÷òî

β (θ1, . . . , θm, θm+1, . . . , 1− θ, . . . , 1− θ, . . . , θn) ↑,
β (δ1, . . . , δm, θm+1, . . . , θ, . . . , θ, . . . , θn) ↑ .

Òîãäà, èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 [11], β-ÎÊÑ áóäåò ïåðå÷èñëèìûì è êîïå-
ðå÷èñëèìûì îäíîâðåìåííî, ò. å âû÷èñëèìûì. □

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ÁÔ β äîïóñêàåò íåñêîëüêî ìàêñèìàëüíûõ ñóæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 4. [11] Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìàêñèìàëüíûõ ñóæåíèé äëÿ ÁÔ
β íàçûâàåòñÿ íàáîð âñåõ âîçìîæíûõ åå ìàêñèìàëüíûõ ñóæåíèé:

β1 (t11, t12, . . . , t1k1
) = β (t11, t12, . . . , t1k1

)
[
θ1(k1+1), θ1(k1+2), . . . , θ1n

]
,

1 ≤ k1 < n,
β2 (t21, t22, . . . , t2k2

) = β (t21, t22, . . . , t2k2
)
[
θ2(k2+1), θ2(k2+2), . . . , θ2n

]
,

1 ≤ k2 < n,
. . . ,

βr (tr1, tr2, . . . , trkr ) = β (tr1, tr2, . . . , trkr )
[
θr(kr+1), θr(kr+2), . . . , θrn

]
,

1 ≤ kr < n

Îïðåäåëåíèå 5. [11] Áóëåâà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî i (1 ≤ i ≤ r) ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíûõ ñóæåíèé βi

ïîëó÷åíû íà íàáîðàõ îäíèõ è òåõ æå êîíñòàíò (θ, . . . , θ) , θ ∈ {0, 1}
β1 (t11, t12, . . . , t1k1

) = β (t11, t12, . . . , t1k1
) [θ, θ, . . . , θ] , 1 ≤ k1 < n,

β2 (t21, t22, . . . , t2k2
) = β (t21, t22, . . . , t2k2

) [θ, θ, . . . , θ] , 1 ≤ k2 < n,
. . . ,

βr (tr1, tr2, . . . , trkr ) = β (tr1, tr2, . . . , trkr ) [θ, θ, . . . , θ] , 1 ≤ kr < n,

à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå β íå îïðåäåëåíî.

Ëåììà 7. Åñëè äîïóñòèìàÿ ÷àñòè÷íàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàçëî-
æèìîé è îòëè÷íà îò ôóíêöèé

βθ (θ1, ..., θn) =

{
θ, åñëè θ1 = ... = θn = θ

↑, èíà÷å ,

òî ëþáîå β-ÎÊÑ ìíîæåñòâî A áóäåò âû÷èñëèìûì (A ∈ R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4, äëÿ ôóíêöèé, îäíîâðåìåííî îïðåäåë¼ííûõ èëè
îäíîâðåìåííî íåîïðåäåë¼ííûõ íà íàáîðàõ èç ¾íóëåé¿ è ¾åäèíèö¿, β-ÎÊÑ ìíî-
æåñòâà áóäóò âû÷èñëèìûìè.

Èíà÷å, ïóñòü β(θ, . . . , θ) ↓. Òàê êàê ÁÔ íå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé è îòëè÷íà îò
ôóíêöèé βθ, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íàáîð ïåðåìåííûõ (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
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ñ÷èòàåì t1, t2, . . . , tk, 1 ≤ k < n), íå âõîäÿùèõ îäíîâðåìåííî íè â îäíî èç
ìàêñèìàëüíûõ ñóæåíèé, òàêîé ÷òî β(t1, t2, . . . , tk, tk+1, . . . , tn) ↓ ïðè

t1 = 1− θ, t2 = 1− θ, ..., tk = 1− θ, 1 ≤ k < n, tk+1 = θ, ..., tn = θ.

Çàôèêñèðóåì ýòîò íàáîð êîíñòàíò. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ t1 âõîäèò
â îäíî èç ñóæåíèé íà íàáîðå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíñòàíò äàííîãî íàáîðà,
òî ïðè k = 1, ïîëó÷èì β(θ, . . . , θ) ↑. Ïîýòîìó k > 1, è, åñëè ýòî ìàêñèìàëü-
íîå ñóæåíèå ïî îäíîé ïåðåìåííîé, òî ïî ëåììå 6 ñåìåéñòâî β-ÎÊÑ ìíîæåñòâ
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì R. Èíà÷å, ïîëàãàÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ ts òàê æå ó÷àñòâóåò â
ýòîì ìàêñèìàëüíîì ñóæåíèè íà íàáîðå îñòàâøèõñÿ êîíñòàíò è s ∈ {2, 3, . . . , k},
ïîëó÷èì k > 2, è ëþáîå β-ÎÊÑ ìíîæåñòâî A òàê æå ïîïàäåò â êëàññ R (ëåììà
6). Åñëè æå s ∈ {k+1, k+2, . . . , n}, òî n−k ̸= 1 (ò.ê. èíà÷å β(1− θ, . . . , 1− θ) ↓)
è ñíîâà A ∈ R. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ñåìåéñòâî
β-ÎÊÑ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì, èíà÷å ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ (òàê
êàê t1, t2, . . . , tk íå âõîäÿò îäíîâðåìåííî íè â îäíî èç ìàêñèìàëüíûõ ñóæåíèé).

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íè îäíî èç ìàêñèìàëüíûõ ñóæåíèé ÁÔ β íà íàáîðå
êîíñòàíò èç çàôèêñèðîâàííîãî íàáîðà íå ñîäåðæèò íè îäíîé ïåðåìåííîé èç
ìíîæåñòâà {t1, t2, . . . , tk}. Òîãäà, ïîìåíÿâ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé t1 íà θ, ïîëó-
÷èì, ÷òî äëÿ ýòîãî íàáîðà çíà÷åíèå ÁÔ íå îïðåäåëåíî è A ∈ E1−θ. Äàëåå,
ïðèñâîèì t2 çíà÷åíèå θ, è, åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè äëÿ íîâîãî íàáîðà áóäåò
îïðåäåëåíî, òî A ∈ Eθ, à, ñòàëî áûòü, A − âû÷èñëèìî. Èíà÷å, t3 ïðèñâîèì
çíà÷åíèå θ è ïðîäîëæèì ïðîöåäóðó. Òîãäà, ëèáî íà íåêîòîðîì øàãå ïîëó÷èì,
÷òî A ∈ R, ëèáî β(θ, . . . , θ) ↑, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. □

Îïðåäåëåíèå 6. Íàçîâ¼ì ñóæåíèå ðàçëîæèìîé ÁÔ îñîáûì, åñëè îíî îòëè÷-
íî îò êîíñòàíòû è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî:

β(1− θ, 1− θ, . . . , 1− θ)[θ, θ, . . . , θ] = θ, äëÿ θ = 0 èëè θ = 1.

Ëåììà 8. Äëÿ ëþáîé ðàçëîæèìîé ÁÔ β, äîïóñêàþùåé îñîáîå ñóæåíèå, êëàññ
β-ÎÊÑ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A − β-ÎÊÑ ìíîæåñòâî ñ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ñåëåê-
òîðíîé ôóíêöèåé f äëÿ ðàçëîæèìîé ÁÔ β, à k-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ

β(χA(xi1), . . . , χA(xik))[1, . . . , 1] : β(0, . . . , 0)[1, . . . , 1] = 1

ÿâëÿåòñÿ åå îñîáûì ñóæåíèåì. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì
l : 1 ≤ l < k − 1 (â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ïîëó÷èì íåäîïóñòèìóþ ÁÔ), ôóíêöèÿ
íà íàáîðå èç l ¾åäèíèö¿ è (k − l) ¾íóëåé¿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, à èç (l + 1)
¾åäèíèö¿ è (k−l−1) ¾íóëåé¿− 0, ò. å. ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ

β(1, . . . , 1, 0, 0, . . . , 0)[1, . . . , 1] = 1
β(1, . . . , 1, 1, 0, . . . , 0)[1, . . . , 1] = 0

Âûáåðåì íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ l. Îáîçíà÷èì â f ïåðåìåííóþ, ñòîÿùóþ
íà (l + 1) ìåñòå çà x. Îòîæäåñòâèì îñòàëüíûå ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå â
ôóíêöèè β çíà÷åíèå 0 ñ y, à ïðèíèìàþùèå 1 − c z. Òîãäà

β(χA(x), χA(y), χA(z)) : β(0, 0, 1) = 1, β(1, 0, 1) = 0

Ïóñòü g � ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ñåëåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç f îòîæ-
äåñòâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ, à a ∈ A, a ∈ N \A, òîãäà
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g(x, a, a) ∈ A ⇔ x /∈ A,

ò. ê., âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî àðãóìåíòà x, çíà÷èò, ïðè
x ̸= a è x ̸= a , âåðíî g(x, a, a) ̸= x, ÷òî îçíà÷àåò

x ∈ A ⇔ g(x, a, a) = a.

Ïîýòîìó, A ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì.
Åñëè îñîáûì ñóæåíèåì β ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ β(1, . . . , 1)[0, . . . , 0] = 0, òî, çà-

ìåíèâ âñå 0 íà 1 è íàîáîðîò, è ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî
è â ýòîì ñëó÷àå A ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì. □

Çàìå÷àíèå. Åñëè æå ñóæåíèå (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè - ïî ïåðâûì k ïå-
ðåìåííûì) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ò. å.

(∀x1, . . . , xk)β(χA(x1), . . . , χA(xk))[θ, . . . , θ] = θ, θ = 1(0).

òî ïî ëåììå 3 β-ÎÊÑ ìíîæåñòâî A áóäåò ïåðå÷èñëèìûì (êîïåðå÷èñëèìûì).
Îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî ïåðå÷èñëèìîãî (êîïåðå÷èñëèìîãî) ìíîæåñòâà B, îïðåäå-
ëèì ôóíêöèþ f , ïåðå÷èñëÿÿ ìíîæåñòâî B (N \B) :

f(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) =

{
xn, åñëè âû÷èñëÿòñÿ xk+1, ..., xn

↑, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Òîãäà B áóäåò β-ÎÊÑ ìíîæåñòâîì ñ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ñåëåêòîðíîé ôóíê-
öèåé f .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé ÷àñòè÷íîé ÁÔ β, ñåìåéñòâî β-
ÎÊÑ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì âû÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ R èëè ñ
ñåìåéñòâîì ïîëóðåêóðñèâíûõ ïåðå÷èñëèìûõ E1 ∩S èëè ñ ñåìåéñòâîì ïîëóðå-
êóðñèâíûõ êîïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ E0 ∩ S èëè æå ñ ñåìåéñòâîì ïåðå÷èñ-
ëèìûõ E1 èëè êîïåðå÷èñëèìûõ E0 ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå (ëåììà 7), äëÿ íåðàçëîæèìîé ÁÔ
β, ëþáîå β-ÎÊÑ ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèè βθ, äëÿ êîòîðûõ ñåìåéñòâî βθ-ÎÊÑ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Eθ

(ëåììà 5).
Ðàññìîòðèì äàëåå ðàçëîæèìûå ÁÔ. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ β-ÎÊÑ

äëÿ íåêîòîðîé ðàçëîæèìîé ÷àñòè÷íîé ÁÔ β ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âû÷èñëèìîé
ôóíêöèåé f(x1, . . . , xn). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíûõ ñóæå-
íèé ôóíêöèè β : β1, β2, . . . , βr. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñóæåíèé ÿâëÿåòñÿ îñîáûì,
òî ìíîæåñòâî A áóäåò âû÷èñëèìûì (ëåììà 8). Ïîýòîìó, ñ÷èòàåì äàííûé ñëó-
÷àé ðàññìîòðåííûì. Èíà÷å, òàê êàê

β1(χA(x11), χA(x12), ..., χA(x1k1
)) = β(χA(x11), χA(x12), ..., χA(x1k1

))[θ, θ, ..., θ]

âñþäó îïðåäåëåííàÿ ÁÔ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ
f1(x11, x12, . . . , x1k1

), ïîëó÷åííàÿ èç n−ìåñòíîé ôóíêöèè f ïîäñòàíîâêîé

x1(k1+1) = x1(k1+2) = · · · = x1n = aθ,

ñòàíåò òàêæå âñþäó îïðåäåëåííîé, ãäå aθ − ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò, òàêîé ÷òî
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aθ ∈

{
A, åñëè θ = 1

N \A, åñëè θ = 0.

Îäíàêî, íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f1 áóäåò ñåëåêòîðíîé. Ïîýòîìó, îïðå-
äåëèì ïî íåé k1-ìåñòíóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ g1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: ó÷è-
òûâàÿ óòâåðæäåíèå ëåììû 3 áóäåì ïåðå÷èñëÿòü ìíîæåñòâî A (N \ A), åñëè
θ = 1(0), è ïîëîæèì

g1(x11, x12, ..., x1k1) = f1(x11, x12, ..., x1k1), åñëè f1(x11, x12, ..., x1k1) ̸= aθ.

Åñëè æå f1(x11, x12, ..., x1k1) = aθ è âû÷èñëèëîñü ïåðâûì çíà÷åíèå

x1i ∈ {x11, x12, ..., x1k1},

òî ïîëîæèì g1(x11, x12, ..., x1k1) = x1i. Çàìåòèì, ÷òî òàêîå çíà÷åíèå âû÷èñëèòñÿ
âñåãäà, ò. ê. ñóæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îñîáûì. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèìàÿ ôóíê-
öèÿ g1 áóäåò ñåëåêòîðíîé, à ìíîæåñòâî A îêàæåòñÿ β1-ñåëåêòîðíûì ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ôóíêöèåé g1. Òàêèå ìíîæåñòâà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [1], â
êîòîðîé äîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî β-ñåëåêòîðíûõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ëèáî ñ ñå-
ìåéñòâîì ðåêóðñèâíûõ (R), ëèáî ñ ñåìåéñòâîì ïîëóðåêóðñèâíûõ (S) ìíîæåñòâ.
Åñëè ñíÿòü îãðàíè÷åíèå è ñ÷èòàòü ôóíêöèþ β(x) = x äîïóñòèìîé, òî ñëåäóåò
äîáàâèòü ê ðàññìîòðåíèþ ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N . Ó÷èòû-
âàÿ òîò ôàêò, ÷òî A ∈ Eθ, ãäå θ ∈ {0, 1}, ìîæíî óòâåðæäàòü: A ïðèíàäëåæèò
îäíîìó èç êëàññîâ:Eθ,Eθ ∩ S,R, θ ∈ {0, 1}.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâîA ÿâëÿåòñÿ òàêæå β2, . . . , βr-ñåëåê-
òîðíûì ìíîæåñòâîì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âñþäó îïðåäåëåííûìè âû÷èñëèìûìè
ôóíêöèÿìè g2, . . . , gr, ò. å. A ∈ K1 ∩K2 ∩ . . . ∩Kr, ãäå

Ki ∈ {R,Eθ,Eθ ∩ S}, θ ∈ {0, 1}, i ∈ {1, . . . , r},

à, ñòàëî áûòü, A ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç êëàññîâ:

R,Eθ,Eθ ∩ S, θ ∈ {0, 1}.

Îáðàòíî, âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî B èç òîãî æå êëàññà, ÷òî è ìíîæå-
ñòâî A. Òîãäà B ∈ K1 ∩K2 ∩ . . . ∩Kr, ò. å. B ∈ Kj , äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, . . . , r}.
Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà s îêàæåòñÿ, ÷òî

βs(χB(xs1), χB(xs2), . . . , χB(xsks
))[θ, . . . , θ] = θ = const, θ = 1(0),

îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ

h1
s(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) =

{
xsn, åñëè xs(ks+1), . . . , xsn âû÷èñëÿòñÿ â B(N \B)

↑, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çäåñü è äàëåå èíäåêñ ïåðåìåííîé xjl, l ∈ {1, ..., n} îáîçíà÷àåò åå ïîçèöèþ â
ôóíêöèÿõ h1

j

Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî B áóäåò βj-ñåëåêòîðíûì ìíîæåñòâîì, à ñî-
îòâåòñòâîâàòü åìó − âñþäó îïðåäåëåííàÿ âû÷èñëèìàÿ ñåëåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ
hj(xj1, xj2, ..., xjkj

). Äîîïðåäåëèì êàæäóþ èç òàêèõ ôóíêöèè hj äî n-ìåñòíûõ
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÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé h1
j ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðå÷èñëÿÿ ìíîæå-

ñòâî B (N \B), åñëè B ∈ E1(E0), ïîëîæèì h1
j = hj , åñëè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ,

êîòîðûå âõîäÿò â h1
j , íî íå âõîäÿò â hj , ò.å. xj(kj+1), xj(kj+2), . . . , xjn, ïðèíàä-

ëåæàò B (N \B), è h1
j íå îïðåäåëåíî èíà÷å. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ h1

j òîæå áóäåò
ñåëåêòîðíîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ ñåëåêòîðíûõ
ôóíêöèè h1

j (x1, . . . , xn), j ∈ {1, . . . , r}. Áóäåì îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿòü çíà÷å-

íèÿ ýòèõ ôóíêöèé. Åñëè ïåðâûì âû÷èñëèòñÿ çíà÷åíèå h1
k(x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n), äëÿ

íåêîòîðîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n, òî ïîëîæèì

h(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) = h1

k(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n),

åñëè æå íè îäíî èç çíà÷åíèé h1
j (x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) íå âû÷èñëèòñÿ, ïîëîæèì

h(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ↑. Òîãäà ìíîæåñòâî B áóäåò β-ÎÊC ìíîæåñòâîì ñ ñîîòâåòñòâó-

þùåé âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé h(x1, . . . , xn).
□

3. Çàêëþ÷åíèå

Â êà÷åñòâå âèçóàëèçàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâèì äèàãðàììó
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè β-îãðàíè÷åííî êîìáèíàòîðíî-ñåëåêòîðíûõ ìíî-
æåñòâ ïî âêëþ÷åíèþ.

Ðèñ. 1. Äèàãðàììà âêëþ÷åíèÿ êëàññîâ β-îãðàíè÷åííî
êîìáèíàòîðoíî-ñåëåêòîðíûõ ìíîæåñòâ.
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