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Â ËÈÏØÈÖÅÂÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ. II

À.È. ÏÀÐÔ�ÍÎÂ

Abstract. We study the Dirichlet problem for the Poisson equation
in bounded Lipschitz domains. We show that its well-posedness in the
higher order Sobolev space implies a discrete Hardy type inequality
that contains a positive harmonic function with vanishing trace and the
approximative numbers of the boundary of the domain. This necessary
condition is also expected to be su�cient for the well-posedness. A simpler
condition occurring in the author's straightenability theory of Lipschitz
domains is shown to be equivalent to the existence of a homeomorphism
that straightens the boundary and preserves with respect to composition
the subspace of zero trace functions in the considered Sobolev space.

Keywords: approximative numbers, Dirichlet problem for the Poisson
equation, Hardy type inequality, Lipschitz domain, straightening.

Ââåäåíèå

Ïóñòü m > 1 è n > 2 öåëûå, 1 < p < ∞, à Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà
îáëàñòü â Rn. Ñêàæåì, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

(1)

{
∆u = f â Ω,

u = 0 íà ∂Ω

Wm,p-êîððåêòíà (êðàòêî: èìååò ìåñòî Wm,p-êîððåêòíîñòü), åñëè äëÿ ëþáîãî
f ∈ Wm−2,p(Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ Wm,p(Ω) (ãäå Wm,p(Ω)
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îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà) ñ îáîáùåííûì ëàïëàñèàíîì ∆u = f è íóëå-
âûì ñëåäîì γ0u. Â ñèëó ïåðâîé ÷àñòè äàííîé ñòàòüè W 1,p-êîððåêòíîñòü ïðè
p > 2 ðàâíîñèëüíà êàê W 1,p/(p−1)-êîððåêòíîñòè, òàê è óñëîâèþ Íèñòð¼ìà

(∃α > 0) (∀a ∈ ∂Ω) (∀β ∈ (0,diam Ω))∫
B(a,β)∩Ω

(U/%)p dx 6 αβn−p sup
B(a,β)∩Ω

Up.

Çäåñü B(a, β) = {x ∈ Rn : |x − a| < β}, %(x) = dist(x, ∂Ω), à íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ U : Ω → (0,∞) èìååò íóëåâîé ñëåä íà ãðàíèöå ∂Ω è ãàðìîíè÷íà â
íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî êðèòåðèÿ èñïîëüçóåò ôîðìóëó
Áîãäàíà, êîòîðàÿ ïðèáëèæåííî âûðàæàåò ôóíêöèþ Ãðèíà îáëàñòè Ω ÷åðåç
ôóíêöèþ U . Îáðàçíî ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ U ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îá ýôôåêòå
âëèÿíèÿ ãðàíèöû ∂Ω íà óðàâíåíèå Ïóàññîíà.

Â íàñòîÿùåé âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè ïëàíèðîâàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Wm,p-êîð-
ðåêòíîñòü ïðè m > 2 ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç
Ω ∈ Wm,p. Ââèäó ìàñøòàáíîñòè çàäà÷è ðåøåíî èçëîæèòü çäåñü òîëüêî íåîáõî-
äèìîñòü óñëîâèÿ Ω ∈ Wm,p è îäèí áëèçêèé âîïðîñ, îòëîæèâ äîñòàòî÷íîñòü è
ñîïîñòàâëåíèå êðèòåðèÿ ñ ëèòåðàòóðîé äî òðåòüåé ÷àñòè.

Óñëîâèå Ω ∈ Wm,p âîçíèêàåò êàê êîìáèíàöèÿ äâóõ ñîîáðàæåíèé. Âî-ïåðâûõ,
ôóíêöèÿ U âàæíà íå òîëüêî ïðè m = 1, òàê êàê ôîðìóëà Áîãäàíà íåçàâèñèìà
îò ïðèìåíÿåìûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, à ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ óðàâ-
íåíèé (ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà) èíîãäà äàþò
êîíòðïðèìåðû äëÿ çàäà÷ â îáëàñòÿõ ñ êîíêðåòíûìè îñîáåííîñòÿìè ãðàíèöû.
Âî-âòîðûõ, çàäà÷è â ¾äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ¿ îáëàñòÿõ ÷àñòî èçó÷àþò ñ ïîìî-
ùüþ ëîêàëèçàöèè è ðàñïðÿìëåíèÿ ãðàíèöû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåí-
íûõ ïîðîæäàåò, îáðàçíî ãîâîðÿ, ýôôåêò âëèÿíèÿ ãðàíèöû ∂Ω íà ïðèìåíÿåìîå
ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

Â.Ã. Ìàçüÿ è Ò.Î. Øàïîøíèêîâà ïîëó÷èëè â ðàáîòàõ [19, 20, 21, 22, 23] â
ðàìêàõ ïîäõîäà ñ ëîêàëèçàöèåé è ðàñïðÿìëåíèåì ãðàíèöû íàèìåíåå îãðàíè-
÷èòåëüíûå óñëîâèÿ íà ∂Ω â òåîðåìàõ î ñîáîëåâñêîé êîððåêòíîñòè èëè íåòå-
ðîâîñòè îáùåé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è. Îíè ñî÷åòàëè ðåçóëüòàòû òèïà
Àãìîíà�Äóãëèñà�Íèðåíáåðãà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ðÿäîì Íåéìàíà, îöåíè-
âàÿ îòêëîíåíèå ∂Ω îò ãèïåðïëîñêîñòè â òåðìèíàõ ïîòî÷å÷íûõ ìóëüòèïëèêàòî-
ðîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñëîáîäåöêîãî. Â ðàáîòàõ [28, 29, 30, 31, 32] àâòîð äîïîë-
íèë ýòó òåîðèþ òåîðèåé ðàñïðÿìëÿåìîñòè, êîòîðàÿ áîëüøåé ÷àñòüþ ñîñòîèò èç
êðèòåðèÿ ñïðàâåäëèâîñòè îáùåãî äèñêðåòíîãî âåñîâîãî íåðàâåíñòâà (ÄÂÍ �
ðàçíîâèäíîñòü íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè äëÿ ïðîèíäåêñèðîâàííûõ äâîè÷íûìè
êóáàìè ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ) è èç ðàâíîñèëüíîñòè (äëÿ áîëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâ
Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ F sp,q(Ω)) ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ óñëîâèé:

• ÄÂÍ ñ ó÷àñòèåì àïïðîêñèìàöèîííûõ ÷èñåë ãðàíèöû ∂Ω;
• óñëîâèå â òåðìèíàõ ïîòî÷å÷íûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ;
• ðàñïðÿìëÿåìîñòü íà ãðàíèöå: èäåíòè÷íîñòü ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ äëÿ
ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â ëèïøèöåâîé îáëàñòè è ïðîñòðàíñòâà
ñëåäîâ äëÿ ãëàäêîé îáëàñòè;

• ðàñïðÿìëÿåìîñòü â îáëàñòè: ñóùåñòâîâàíèå äèôôåîìîðôèçìà, êîòîðûé
ðàñïðÿìëÿåò îáëàñòü è ñîõðàíÿåò ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ïðè
çàìåíå ïåðåìåííîé.
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Ðàáîòà [33], ñîäåðæàùàÿ ðåçóëüòàòû ïî êîððåêòíîñòè çàäà÷è (1) â âåñîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W 2,p

w (Ω) ñ âåñîì w ìàêåíõàóïòîâñêîãî òèïà, ïîêàçàëà ïðè-
ìåíèìîñòü ÄÂÍ ê ïðîáëåìå êîððåêòíîñòè è ïðîñòîòó âíåñåíèÿ äîïîëíèòåëü-
íîãî âåñà â ÄÂÍ. Òàê âîçíèêëà èäåÿ îïðåäåëèòü óñëîâèå Ω ∈ Wm,p, íàãðóæàÿ
ôóíêöèåé U êëàññè÷åñêîå ÄÂÍ òåîðèè ðàñïðÿìëÿåìîñòè.

Ñòðóêòóðà (äàííîé âòîðîé ÷àñòè) ñòàòüè ñëåäóþùàÿ. Â � 1 ïîêàçàíî, ÷òî
ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u ∈ C(Ω) + W 2,1(Ω) ñî ñëåäîì γ0u = 0 ðàâíà íóëþ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè f ∈ C∞0 (Ω) ðåøåíèå u ∈ Wm,p(Ω) (m > 2) çàäà÷è (1)
ÿâëÿåòñÿ ìèíóñ ïîòåíöèàëîì Ãðèíà −Gf ôóíêöèè f .

Â � 2 ââåäåíû àïïðîêñèìàöèîííûå ÷èñëà ôóíêöèé (osc-÷èñëà è osq-÷èñëà) è
ïîëó÷åíà íåêîòîðàÿ îöåíêà osq-÷èñëà ãðàíèöû îáëàñòè.

Â � 3 ââåäåíû êëàññû Wm,p
osc (Rn−1) è Wm,p

osq,M,N (Rn−1) (m > 2) âñåõ ëèïøèöå-

âûõ ôóíêöèé â Rn−1, óäîâëåòâîðÿþùèõ ÄÂÍ ñ ó÷àñòèåì èõ àïïðîêñèìàöèîí-
íûõ ÷èñåë è ãëîáàëüíîãî àíàëîãà Uω ôóíêöèè U . Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà
ñîäåðæèò ðàâåíñòâî

Wm,p
osc (Rn−1) =

⋃
M∈N &N>1

Wm,p
osq,M,N (Rn−1)

è ëîêàëüíûé âàðèàíò âëîæåíèÿ Wm,p
osq,M,N (Rn−1) ⊂ Wm,p

osc (Rn−1).
Â � 4 íà îñíîâå ôîðìóëû Áîãäàíà è �� 1�3 óñòàíîâëåí ãëàâíûé ðåçóëüòàò

ñòàòüè: Wm,p-êîððåêòíîñòü ïðè m > 2 âëå÷åò âêëþ÷åíèå Ω ∈ Wm,p, ãäå Wm,p

� êëàññ âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé Ω òàêèõ, ÷òî ∂Ω ëîêàëüíî
çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè èçWm,p

osc (Rn−1). Îòìåòèì, ÷òî ïðè m = 2 ìîæíî îáîéòèñü
áåç ââåäåíèÿ osq-÷èñåë è áîëüøèíñòâà ïîñòðîåíèé �� 2�4.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì � 5 ñ ïîìîùüþ � 3 óñòàíîâëåíî, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ
áèëèïøèöåâà ãîìåîìîðôèçìà, êîòîðûé ðàñïðÿìëÿåò îáëàñòü è ñîõðàíÿåò ïðè
çàìåíå ïåðåìåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâî {u ∈ Wm,p(Ω): γ0u = 0}, âûòåêàåò êëàñ-
ñè÷åñêîå ÄÂÍ òåîðèè ðàñïðÿìëÿåìîñòè. Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â
[31], òàê ÷òî âûäåëåíèå ñëó÷àÿ íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íå ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ íîâîãî ïîíÿòèÿ ðàñïðÿìëÿåìîñòè. Ýòîò îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò
ñáëèæàåò òåîðèþ ðàñïðÿìëÿåìîñòè ñ òåîðèåé êðàåâûõ çàäà÷.

Ñîãëàøåíèÿ. Áóêâà c óêàçûâàåò íà ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû,
çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â ñêîáêàõ. Äèàìåòð diam è ðàññòîÿ-
íèå dist áåðóòñÿ îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêè |x − y|, íî |α| äëÿ ìóëüòè-
èíäåêñà α � ýòî åãî äëèíà. Ãðàäèåíò (Dif)ni=1 è ëàïëàñèàí D11f + · · ·+Dnnf
ôóíêöèè f îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ∇f è ∆f , âåêòîð (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn � ÷åðåç en,
à ïåðâûå n− 1 êîìïîíåíò âåêòîðà x ∈ Rn � ÷åðåç x′. Ïðè ýòîì

|x′|∞ = max
16i6n−1

|xi|.

Ïóñòü mes � ìåðà Ëåáåãà. Ïîëîæèì s ∧ t = min{s, t} è s ∨ t = max{s, t} äëÿ
s, t ∈ R. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïîëåì R.

1. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïðèâåäåì ÷àñòü îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé ñòàòüè.

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ α > 0 è øàðà èëè êóáà B ⊂ Rd ñ öåíòðîì cB ïóñòü

αB = {α(x− cB) + cB : x ∈ B}.
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Äëÿ 1 6 p <∞ è íåïóñòîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà X â Rd îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Lp(X) ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà âñåõ (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) èçìåðèìûõ
p-ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé â X. Íà íåì ââîäèòñÿ íîðìà

‖f‖Lp(X) =

(∫
X

|f |p dx
)1/p

.

Îáîçíà÷èì òàêæå ‖f‖L∞(X) = ess supX |f |.
Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîé, åñëè Ω 6= ∅ è äëÿ

ëþáîãî a ∈ ∂Ω ñóùåñòâóþò ÷èñëî β > 0, äâèæåíèå (àôôèííàÿ èçîìåòðèÿ)
D : Rn → Rn è ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ω : Rn−1 → R òàêèå, ÷òî

D(a) = a & B(a, β) ∩D(Ω) = {x ∈ B(a, β) : xn > ω(x′)}.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü. Ñèìâîëîì C(Ω) îáîçíà÷àåì
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé â Ω, êîòîðûå èìåþò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå
íà çàìûêàíèå Ω îáëàñòè Ω.

Ïóñòü Γ(β) =
∫∞

0
tβ−1e−t dt ïðè β > 0. Ââåäåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

îïåðàòîðà Ëàïëàñà è ôóíêöèþ Ãðèíà îáëàñòè Ω ôîðìóëàìè

E(0) = −∞, E(x) =

{
(2π)−1 ln |x| ïðè n = 2 & x ∈ R2 \ {0},

Γ(n/2)
(2−n)2πn/2

|x|2−n ïðè n > 3 & x ∈ Rn \ {0},

G(x, y) = −E(x− y) +

∫
∂Ω

E(y − ·) dω(x, ·,Ω) ïðè x, y ∈ Ω.

Çäåñü ω(x, ·,Ω) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà â òî÷êå x îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω.
Ýòî òàêàÿ êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà ∂Ω, ÷òî

(2) u(x) =

∫
∂Ω

u dω(x, ·,Ω)

äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u ∈ C(Ω).
Ïîëîæèì N0 = {k ∈ Z : k > 0} è N = {k ∈ Z : k > 1}.
Äëÿ m ∈ N0 è 1 6 p <∞ ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà Wm,p(Ω) � ýòî áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈ Lp(Ω), èìåþùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå
Dγf ∈ Lp(Ω) ïðè |γ| 6 m. Íà íåì çàäàíà íîðìà

‖f‖Wm,p(Ω) =

(∫
Ω

∑
|γ|6m

|Dγf |p dx
)1/p

.

Äëÿ 0 < s < 1 ââåäåì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà (%(x) = dist(x, ∂Ω))

Ws(Ω) =

{
f ∈W 1,1(Ω): ‖f‖Ws(Ω) =

∫
Ω

|f | dx+

∫
Ω

%−s|∇f | dx <∞
}
.

Â [34, � 1] îòìå÷åíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû,
à òàêæå ñâîéñòâà G(x, y) = G(y, x) > 0.

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü. Îïèñûâàþùèå ∂Ω ôóíê-
öèè ω äèôôåðåíöèðóåìû ïî÷òè âñþäó ïî òåîðåìå Ðàäåìàõåðà [43, (2.2.2)], ÷òî
ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî íà ∂Ω îïðåäåëèòü ïîâåðõíîñòíóþ ìåðó

dσ =
√

1 + |∇ω(ξ)|2 dξ.

Îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà Rn è ïîòîìó äîïóñêàåò
íå çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðèçàöèé (a, β,D, ω) çàäàíèå íà âñåé ãðàíèöå ∂Ω.
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Ïðè 1 6 p < ∞ îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp(∂Ω) ïðîñòðàíñòâî Lp îòíîñèòåëüíî
ìåðû dσ íà ∂Ω. Îïåðàòîð ñëåäà γ0 : C(Ω) ∩W 1,p(Ω) 3 f 7→ f

∣∣
∂Ω

ïî [39, ãë. 13]

èìååò ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè γ0 : W 1,p(Ω) → Lp(∂Ω). Íåïðåðûâíîå
âëîæåíèå Ws(Ω) ⊂W 1,1(Ω) äàåò îïåðàòîð ñëåäà γ0 : Ws(Ω)→ L1(∂Ω).

Ïóñòü u ∈Wm,p(Ω) (m > 2) � ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
f ∈ C∞0 (Ω), ãäå óñëîâèå ¾u = 0 íà ∂Ω¿ ïîíèìàåòñÿ êàê γ0u = 0. Â ñèëó [34, � 1]
äëÿ ïîòåíöèàëà Ãðèíà Gf(x) =

∫
Ω
G(x, y)f(y) dy âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

v = Gf + u ∈ (C(Ω) ∩W 1,2(Ω)) +Wm,p(Ω),

∆v = −f + f = 0 & γ0v = 0 + 0 = 0.

Ìû õîòèì çàêëþ÷èòü, ÷òî v = 0. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ýòîãî õâàòèëî áû òåîðåìû
åäèíñòâåííîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

(3) ∆u = 0 & γ0u = 0 ⇒ u = 0,

âåðíîé äëÿ ôóíêöèé êëàññà C(Ω) +W 2,1(Ω) èëè êëàññà W 1,2(Ω) +W 2,1(Ω).
Ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà

W 1,2(Ω) +W 2,1(Ω) ⊂W 1,2(Ω) +W 1,n/(n−1)(Ω) = W 1,n/(n−1)(Ω),

÷òî âêóïå ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè ïî W 1,p-êîððåêòíîñòè [34, � 4] äàåò òðå-
áóåìîå óòâåðæäåíèå äëÿ n = 2, 3 è íåêîòîðûõ êëàññîâ îáëàñòåé ïðè n > 4.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà W 1,p(Ω) åäèíñòâåííîñòü (3) íå îáÿçàòåëüíî
èìååò ìåñòî. Â ñàìîì äåëå, ïðè π < Π < 2π è µ = π/Π ïîëîæèì

Ω = {x = (r cosφ, r sinφ) : 0 < r < 1 & 0 < φ < Π},
u(x) = {r−µ − rµ} sin(µφ).

Ôóíêöèÿ u ãàðìîíè÷åñêàÿ è ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì Ìàðòèíà äëÿ òî÷êè 0 ∈ ∂Ω. Äëÿ
1 6 p < 2Π/(π + Π) èìååì u ∈ W 1,p(Ω) è γ0u = 0 [34, � 5]. Ýòîò ïðèìåð
íååäèíñòâåííîñòè èçâåñòåí óæå Íå÷àñó (ïðèìåð 1.1 â [26, ãë. 5]).

Ïóñòü u = u1 + u2 ∈ W 1,2(Ω) +W 2,1(Ω) äëÿ n > 3 è ñâÿçíîé ãðàíèöû ∂Ω. Ñ
ïðèâëå÷åíèåì òåîðåìû âëîæåíèÿ ìû ìîæåì âûðàçèòü ui ÷åðåç ∆ui è γ0ui ïî
îäíîé è òîé æå ÿâíîé ôîðìóëå (10.3) â [12] ñ ó÷àñòèåì îïåðàòîðà ((1/2)I+K)−1,
ãäå K � îïåðàòîð ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ∂Ω. Ýòî äàåò åäèíñòâåííîñòü
(3) äëÿ êëàññà W 1,2(Ω) + W 2,1(Ω). Ìû íå áóäåì ïåðåíîñèòü ýòî ðàññóæäåíèå
íà ñëó÷àé íåñâÿçíîé ∂Ω, ïîòîìó ÷òî ïðè âûâîäå êðèòåðèÿ Wm,p-êîððåêòíîñòè
ëó÷øå íå ïîëàãàòüñÿ íà íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî êîððåêòíîñòè çàäà÷è
Äèðèõëå (1) â ïðîñòðàíñòâàõ äðîáíîé ãëàäêîñòè.

Â îòäåëüíîé ïóáëèêàöèè àâòîð ïëàíèðóåò äîêàçàòü ôîðìóëó Ïóàññîíà (2)
è òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè (3) äëÿ øèðîêîãî êëàññà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
è äàòü îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ýòèì äâóì òåìàì. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ òåîðåìîé-
ìèíèìóì è óïîìÿíåì òîëüêî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: òåîðåìà 5.8 â [17] óñòàíàâ-

ëèâàåò (3) äëÿ ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà B
1+s(Ω)
1,1 (Ω), ãäå s(Ω) ∈ (0, 1) äîñòàòî÷íî

áëèçêî ê åäèíèöå. Ïðè ýòîì âêëþ÷åíèå u ∈ B1+s(Ω)
1,1 (Ω) äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé u

ïî òåîðåìå 4.1 èç [17] ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

|u|+ |∇u|+ %1−s(Ω)|∇2u| ∈ L1(Ω),

ãäå ∇2u � ýòî âåêòîð (Dγu)|γ|=2. Â óòâåðæäåíèè î åäèíñòâåííîñòè èç [12, � 7]
èñïîëüçîâàíî ýêâèâàëåíòíîå (ïðè ∆u = 0) óñëîâèå u ∈Ws(Ω)(Ω).
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü â Rn (n > 2). Òîãäà
ñóùåñòâóåò 0 < s < 1 òàêîå, ÷òî åäèíñòâåííîñòü (3) èìååò ìåñòî äëÿ
ôóíêöèé u ∈ C(Ω) + Ws(Ω). Â ÷àñòíîñòè, åäèíñòâåííîñòü (3) âûïîëíÿåòñÿ
ïðè u ∈ C(Ω) +W 2,1(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îñíîâíîé òåîðåìû â [25] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ëèïøè-
öåâû îáëàñòè Ωk (k ∈ N) êëàññà C∞ òàêèå, ÷òî Ωk b Ωk+1 b Ω, limk→∞Ωk = Ω,
à ãðàíèöû ∂Ωk çàäàþòñÿ â ôèêñèðîâàííîì êîíå÷íîì íàáîðå êàðò ôóíêöèÿìè
ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè ïîñòîÿííûìè Ëèïøèöà.

Îáîçíà÷èì

%(a) = dist(a, ∂Ω) & Ba = B(a, %(a)/3) ïðè a ∈ Ω.

Ââèäó ëåììû 5.9 â [17] íàéäåòñÿ 0 < µ < 1 òàêîå, ÷òî

(∀X ∈ Ω) (∃k0) (∃α0 > 0) (∀k > k0) (∀a ∈ ∂Ωk)

X ∈ Ωk & ω(X,Ba ∩ ∂Ωk,Ωk) 6 α0%
n−2+µ(a).

Âîçüìåì X ∈ Ω ïðîèçâîëüíî è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå k0 è α0.
Ïóñòü u = u1 + u2, ∆u = 0 è γ0u = 0 äëÿ u1 ∈ C(Ω) è u2 ∈Ws(Ω), s = 1− µ.

Âîçüìåì ëþáîå ε > 0. Ïëîòíîñòü C∞(Ω) â C(Ω) è âëîæåíèå C∞(Ω) ⊂ Ws(Ω)
ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü, ÷òî supΩ |u1| 6 ε, à îñðåäíåíèå u ïî Ñîáîëåâó ïîçâîëÿåò
ñ÷èòàòü, ÷òî u ∈ C∞(Ω). Äëÿ ëþáîãî a ∈ Ω ââèäó ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè u,
ñîîòíîøåíèÿ 4Ba ∩ ∂Ω 6= ∅ è ôîðìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà âûâîäèì, ÷òî

sup
Ba

|u| 6 c1(n)

mes 2Ba

∫
2Ba

|u| dx 6 c1ε+
c1

mes 2Ba

∫
2Ba

|u2| dx

6 c1ε+ c2(Ω)

(
1

σ(4Ba ∩ ∂Ω)

∫
4Ba∩∂Ω

|γ0u2| dσ + %1−n(a)

∫
4Ba∩Ω

|∇u2| dx
)

6 (c1 + c2)ε+ c2%
1−n(a)

∫
4Ba∩Ω

|∇u2| dx.

Âîçüìåì k > k0. Ïðèìåíÿÿ ê ñåìåéñòâó ((1/4)Ba)a∈∂Ωk èçâåñòíóþ 4r-ëåììó
(îíà äîêàçûâàåòñÿ ïî÷òè òàê æå, êàê 5r-ëåììà [43, òåîðåìà 1.3.1]), ïîñòðîèì
ìíîæåñòâî A ⊂ ∂Ωk òàêîå, ÷òî

øàðû (1/4)Ba ñ a ∈ A ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ,

∂Ωk ⊂
⋃

a∈∂Ωk

(1/4)Ba ⊂
⋃
a∈A

Ba.

Ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà (2) è òåîðåìå Ôóáèíè

|u(X)| =
∣∣∣∣∫
∂Ωk

u dω(X, ·,Ωk)

∣∣∣∣ 6∑
a∈A

[
sup
Ba

|u|
]
ω(X,Ba ∩ ∂Ωk,Ωk)

6 (c1 + c2)ε
∑
a∈A

ω(X,Ba ∩ ∂Ωk,Ωk) + α0c2

∫
Ω

|∇u2| dx
∑

a∈A : x∈4Ba

%−s(a).

Ïðè x ∈ Ba èìååì (2/3)%(a) < %(x) < (4/3)%(a) è

(1/4)Ba ⊂ B(x, (5/12)%(a)) ⊂ B(x, (5/8)%(x)).
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Îòñþäà x ∈ Ba äëÿ íå áîëåå ÷åì c3(n) òî÷åê a ∈ A, òàê ÷òî∑
a∈A

ω(X,Ba ∩ ∂Ωk,Ωk) 6 c3ω(X, ∂Ωk,Ωk) = c3.

Åñëè x ∈ 4Ba ∩ Ω è y ∈ (1/4)Ba, òî %(x) < (7/3)%(a), |x− y| < (17/12)%(a),

%−s(a) 6 c(n)%−n−s(a)

∫
(1/4)Ba

dy 6 c4(n, s)

∫
(1/4)Ba

{%(x) + |x− y|}−n−s dy,

(∀x ∈ Ω)
∑

a∈A : x∈4Ba

%−s(a) 6 c4

∫
Rn
{%(x) + |x− y|}−n−s dy = c5(n, s)%−s(x),∫

Ω

|∇u2| dx
∑

a∈A : x∈4Ba

%−s(a) 6 c5

∫
%(x)<(7/3) sup∂Ωk

%

%−s|∇u2| dx.

Ââèäó u2 ∈Ws(Ω) ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè k →∞ äàåò, ÷òî |u(X)| 6 (c1 +c2)c3ε.
Ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà ε > 0 è X ∈ Ω ïîêàçûâàåò, ÷òî u = 0. Ìû äîêàçàëè (3)
äëÿ êëàññà C(Ω) +Ws(Ω).

Èç ôîðìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ñëåäóåò, ÷òî W 2,1(Ω) ⊂
⋂

0<s<1Ws(Ω). Ýòî

äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü (3) äëÿ êëàññà C(Ω) +W 2,1(Ω). �

2. Îöåíêà osq-÷èñëà ãðàíèöû îáëàñòè

Äàäèì âòîðóþ ÷àñòü îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé ñòàòüè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðè M ∈ N0 ïóñòü PnM � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
â Rn ïîëíîé ñòåïåíè íå âûøå M . Ïðè F ∈ PnM , a ∈ Rn è β > 0 ïîëîæèì

E(F )a,β =

(∑
γ

A2
γβ

2|γ|
)1/2

äëÿ F (x) =
∑
γ

Aγ{x− a}γ (Aγ ∈ R),

E(F ) = E(F )0,1.

Äëÿ M ∈ N, N > 1 è îòêðûòîãî øàðà èëè êóáà B ⊂ Rn−1 îáîçíà÷èì ÷åðåç
QM,N (B) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈ C∞(B) òàêèõ, ÷òî supB |∇f | 6 N è
äëÿ íåêîòîðîãî F ∈ PnM \ {0}

F (ξ↑) = 0 (∀ξ ∈ B),

inf
ξ∈B
|DnF (ξ↑)| > E(F )c↑B ,rB

/(NrB),

ãäå ξ↑ = (ξ, f(ξ)), à rB � ðàäèóñ øàðà èëè ðåáðî êóáà B.
×åðåç RM,N (B) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈ C(B) òàêèõ, ÷òî

äëÿ íåêîòîðîãî F ∈ PnM \ {0}

r1−n
B

∫
B

|F (ξ↑)| dξ + r2
BE(DnnF )c↑B ,rB

6 E(F )c↑B ,rB
/N.

Äëÿ ôóíêöèè g ∈ Lr(B) ïîëîæèì

oscMr g(B) = (mesB)−1/r inf
f∈Pn−1

M

‖f − g‖Lr(B),(4)

osqM,N
r g(B) = (mesB)−1/r inf

f∈QM,N (B)
‖f − g‖Lr(B).(5)
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Ïðîêîììåíòèðóåì äàííûå îïðåäåëåíèÿ.
Êîíå÷íîìåðíîñòü ëèíåàëà PnM è àôôèííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ïîêàçûâàþò,

÷òî âåëè÷èíà E(F )a,β ñðàâíèìà ñ L
r-ñðåäíèìè (mesB(a, β))−1/r‖F‖Lr(B(a,β)) è

ñ supB(a,β) |F |. Äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ `1-íîðì ýòîò ôàêò ñîäåðæèòñÿ â [29, (1.14)].
Äàëåå áóäåì ïðèìåíÿòü åãî áåç ÿâíîãî óïîìèíàíèÿ.

Ìíîæåñòâî QM,N (B) ñîäåðæèò âñå ïîñòîÿííûå ââèäó N > 1.
Ôóíêöèè èç QM,N (B) áóäåì íàçûâàòü êâàçèìíîãî÷ëåíàìè. Ó ýòîãî òåðìèíà

ìíîãî äðóãèõ çíà÷åíèé, îñîáåííî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé âèäà xαe〈a,x〉.
Óñëîâèå f ∈ RM,N (B) (N âåëèêî) çàäàåò íåêîòîðîå ïîíÿòèå áëèçîñòè f íà

ìíîæåñòâå B ê ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f0/f1 ñ f0 ∈ Pn−1
M è f1 ∈ Pn−1

M−1 \ {0}.
Îáîçíà÷åíèå äëÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ ÷èñåë (4) ïîçàèìñòâîâàíî â [41]. Ïðè

ðàáîòå ñ áàíàõîâûìè ôóíêöèîíàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè îáû÷íî äîñòàòî÷íî
ñëó÷àÿ r = 1. Â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ìåðû ïðèìåíÿþòñÿ âàðèàíòû ÷èñåë
osc1

r g(B) äëÿ ìíîæåñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôèêàìè ôóíêöèé. Ýòè âàðèàíòû
íàçûâàþòñÿ β-÷èñëàìè Äæîíñà [7, ñ. 12].

Îïðåäåëåíèå (5) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íîâûì.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îöåíèâàíèþ osq-÷èñåë ãðàíèöû ëèïøèöåâîé îáëàñòè Ω.
Ïóñòü u ∈ Wm,p(Ω) (m > 2) è γ0u = 0. Ôóíêöèþ u ìîæíî ïî èíòåãðàëüíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ Ñîáîëåâà ïðèáëèçèòü ìíîãî÷ëåíîì F ∈ PnM (M = m−1) òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ñëåä γ0F êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ

∇mu = (Dγu)|γ|=m.

Îòñþäà ìîæíî îöåíèòü osq-÷èñëî, îòâå÷àþùåå ãðàíèöå ∂Ω, åñëè ãðàäèåíò ∇F
íå âûðîæäàåòñÿ íà ∂Ω òàê, êàê îí âûðîæäàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïðèìåðå:

m = 3 & Ω = (0, 1)× (0, 1) & u(x) = F (x) = x1x2 ïðè x ≈ 0.

Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî çàìåíèòü óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè ∇F ãåîìåò-
ðè÷åñêèì óñëîâèåì ω ∈ RM,N (B). Ýòà èäåÿ ðåàëèçóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ëåììå è
òåîðåìå.

Ëåììà 1. Â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ Pn =
⋃∞
M=0 PnM ðàññìîòðèì èäåàë

Iω = {F ∈ Pn : F (ξ, ω(ξ)) = 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ B},

îòâå÷àþùèé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ω : B → R íà øàðå èëè êóáå B ⊂ Rn−1.
Ïóñòü Iω 6= {0}. Òîãäà ñðåäè íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ â Iω íàèìåíüøåé ñòåïåíè
ïî xn íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí, äåëÿùèé â Pn ëþáîé ìíîãî÷ëåí èç Iω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ëåììîé Ãàóññà.
Ïóñòü A � öåëîñòíîå êîëüöî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî A 6= {0}, A êîììóòàòèâíî

(ab = ba ïðè a, b ∈ A) è íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ (èç ab = 0 ñëåäóåò, ÷òî a = 0
èëè b = 0). Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé, åñëè ab = 1 äëÿ íåêîòîðîãî
b ∈ A. Ýëåìåíò a 6= 0 íåïðèâîäèì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé è èç a = bc
ñëåäóåò, ÷òî b èëè c � åäèíèöà. Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì, åñëè
ëþáîå a 6= 0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

a = ε

q∏
i=1

ai (q ∈ N0)

ñ åäèíèöåé ε è íåïðèâîäèìûìè ai, ïðè÷åì íàáîð (a1, . . . , aq) åäèíñòâåí ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê åãî ýëåìåíòîâ è èõ óìíîæåíèÿ íà åäèíèöû. Ìíîæåñòâî
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K âñåõ äðîáåé a/b (a ∈ A è b ∈ A \ {0}) ñ îòîæäåñòâëåíèåì

a1/b1 = a2/b2 ⇔ a1b2 = a2b1

è îáû÷íûìè àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè îêàçûâàåòñÿ ïîëåì è íàçûâàåòñÿ
ïîëåì ÷àñòíûõ êîëüöà A [18, � II.3].

Ïóñòü A � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî ñ ïîëåì ÷àñòíûõK, à ìíîãî÷ëåí f = f(X)
ñ êîýôôèöèåíòàìè èçK (ïèøåì f ∈ K[X]) íåíóëåâîé. Ïðèâîäÿ êîýôôèöèåíòû
f ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïðåäñòàâèì f â âèäå f = kf1 ñ íåíóëåâûìè k ∈ K
è f1 ∈ A[X]. Âûíîñÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f1 îáùèå íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû f1 âçàèìíî ïðîñòû (ò.å. åñëè
íåíóëåâîé d ∈ A äåëèò âñå êîýôôèöèåíòû f1, òî d � åäèíèöà). Â ýòîì ñëó÷àå k
íàçûâàåòñÿ ñîäåðæàíèåì ìíîãî÷ëåíà f è îáîçíà÷àåòñÿ cont(f). Îíî îïðåäåëåíî
ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà åäèíèöû èç A. Áîëåå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå
cont(f) äàíî â [18, �V.6]. Ëåììà Ãàóññà [18, �V.6] ãëàñèò, ÷òî

cont(fg) = cont(f) cont(g) äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ f, g ∈ K[X].

Êîëüöî A = Pn−1 âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn−1 ôàêòîðè-
àëüíî [18, �V.6], à êîëüöî Pn ñîâïàäàåò ñ A[xn] [18, �V.3]. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí

F = cont(F )F1 ∈ Iω \ {0} ⊂ A[xn]

èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ñòåïåíü (ïî xn). Ñîäåðæàíèå cont(F ) ∈ Pn−1

îòëè÷íî îò íóëÿ íà ïëîòíîì â B ìíîæåñòâå, òàê êàê îáðàòíîå ïðîòèâîðå÷èëî
áû àíàëèòè÷íîñòè ìíîãî÷ëåíîâ è ñâîéñòâó cont(F ) 6= 0. Îòñþäà F1 ∈ Iω \ {0},
ïðè÷åì F1 òîæå èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ñòåïåíü.

Âîçüìåì ëþáîé G ∈ Iω. Ðàçäåëèì G íà F1 ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà [18, �V.4],
ñ÷èòàÿ G è F1 ýëåìåíòàìè â K[xn]. Ïîëó÷àåì

G = F1 cont(Q)Q1︸ ︷︷ ︸
Q

+ cont(R)R1︸ ︷︷ ︸
R

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ Q,R ∈ K[xn] ñ degR < degF1. Çäåñü ïðè Q = 0
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî cont(Q) = 1 è Q1 = 0 (àíàëîãè÷íî äëÿ R). ×èñëèòåëè è çíàìå-
íàòåëè äðîáåé cont(Q) è cont(R) îòëè÷íû îò íóëÿ íà ïëîòíîì â B ìíîæåñòâå,
ïîñêîëüêó ýòî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ÷åòûðåõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Ïîýòîìó R1 ∈ Iω ââèäó G,F1 ∈ Iω. Ìèíèìàëüíîñòü ñòåïåíè F1 äàåò, ÷òî R1 = 0
è G = F1Q. Ïóñòü Q 6= 0. Ïî ëåììå Ãàóññà

cont(G) = cont(F1) cont(Q) = cont(Q).

Îäíàêî G ∈ A[xn], îòêóäà cont(Q) ∈ A è ïîýòîìó Q ∈ A[xn]. Äîêàçàëè, ÷òî G
äåëèòñÿ íà F1 â êîëüöå Pn = A[xn]. �

Ïóñòü B = (−1/2, 1/2)n−1, à ôóíêöèÿ ω : 3B → R θ-ëèïøèöåâà (ò.å. äëÿ
ëþáûõ ξ è η èìååì |ω(ξ)− ω(η)| 6 θ|ξ − η|), ïðè÷åì ω(0) = 0. Îáîçíà÷èì

Θ = 6 + 6θ
√
n,

Xω = {x ∈ Rn : x′ ∈ 3B & ω(x′) < xn < Θ + 1},
Y = B × (Θ− 1/2,Θ + 1/2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M = m− 1 ∈ N è M? ∈ N. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ

N = N(n, θ,m,M?) > 1,
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äëÿ êîòîðîé âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ω ∈ RM?,N (3B), ôóíêöèÿ
u ∈ Wm,1(Xω) ïîëîæèòåëüíà íà Xω è ãàðìîíè÷íà íà 2Y , à ñëåä γ0u ðàâåí
íóëþ íà ÷àñòè {ω(x′) = xn} ãðàíèöû ∂Xω, òî

osqM,N
1 ω(2B)u(cY ) 6 N

∫
Xω

|∇mu| dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî N ∈ N
ñóùåñòâóþò θ-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ωN : 3B → R ñ ωN (0) = 0 è ωN ∈ RM?,N (3B)
(ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîãî÷ëåíîì F ?N ∈ PnM?) è ôóíêöèÿ uN ∈ Wm,1(XωN )
òàêèå, ÷òî uN ïîëîæèòåëüíà íà XωN è ãàðìîíè÷íà íà 2Y , γ0uN = 0 íà ÷àñòè
{ωN (x′) = xn} ãðàíèöû ∂XωN è

(6) osqM,N
1 ωN (2B)uN (cY ) > N

∫
XωN

|∇muN | dx.

Áåç óìàëåíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî E(F ?N ) = 1 è uN (cY ) = 1.
Ââèäó íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà ôóíêöèè uN íà êóáå Y îòäåëåíû îò íóëÿ è îò

áåñêîíå÷íîñòè íå çàâèñÿùèìè îòN ïîñòîÿííûìè. Êàíòîðîâñêèé äèàãîíàëüíûé
ïðîöåññ ïîçâîëÿåò íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü N1 < N2 < · · · , θ-ëèïøèöåâó
ôóíêöèþ ω íà êóáå 3B ñ ω(0) = 0, ìíîãî÷ëåí F ? ∈ PnM? è ïîëîæèòåëüíóþ
ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ u íà êóáå Y òàêèå, ÷òî ïðè k →∞

‖ω − ωNk‖L∞(3B) → 0,

E(F ? − F ?Nk)→ 0,

‖u− uNk‖L∞(Y ) → 0.

Èç âêëþ÷åíèé ωN ∈ RM?,N (3B) ñëåäóåò, ÷òî∫
3B

|F ?(ξ, ω(ξ))| dξ = 0 & DnnF
? = 0.

Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí F ? 6= 0 ïðèíàäëåæèò èäåàëó Iω (íàä 3B) èç ëåììû 1 è èìååò
ñòåïåíü 6 1 ïî xn. ßñíî, ÷òî íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñòåïåíü äëÿ ýëåìåíòîâ â
Iω \ {0} ðàâíà 1. Ïî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí F? ∈ Iω \ {0} âèäà

F?(x) = f0(x′) + f1(x′)xn,

äåëÿùèé â Pn ëþáîé ìíîãî÷ëåí èç Iω.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî XωN ÿâëÿåòñÿ çâåçäíûì îòíîñèòåëüíî êóáà Y .

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Ñîáîëåâà [5] äëÿ ôóíêöèè uN è âïèñàííîãî â Y
øàðà äîñòàâëÿåò ìíîãî÷ëåí FN ∈ PnM òàêîé, ÷òî

|uN (x)− FN (x)| 6 c(n, θ,m)

∫
Vx

|x− y|m−n|∇muN (y)| dy

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ XωN , ãäå Vx � ýòî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà {x} ∪ Y .
Ââèäó òåîðåìû Ôóáèíè è ïëîòíîñòè C∞(XωN ) â Wm,1(XωN ) èìååì∫

XωN

|uN − FN | dx 6 c1(n, θ,m)

∫
XωN

|∇muN | dx,(7) ∫
3B

|FN (ξ, ωN (ξ))| dξ =

∫
3B

|γ0uN − FN |(ξ,ωN (ξ)) dξ

6 c(n, θ,m)

∫
XωN

ρm−1
N |∇muN | dx
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6 c2(n, θ,m)

∫
XωN

|∇muN | dx,(8)

ãäå ρN (x) = xn − ωN (x′).
Ìíîæåñòâà QM,N (2B) ñîäåðæàò êîíñòàíòû, òàê ÷òî ââèäó (6)∫

XωN

|∇muN | dx
N→∞−−−−→ 0,

‖uNk − FNk‖L1(K)
k→∞−−−−→ 0 äëÿ ëþáîãî K b Xω,

‖u− FNk‖L1(Y ) 6 ‖u− uNk‖L1(Y ) + ‖uNk − FNk‖L1(Y )
k→∞−−−−→ 0,∫

3B

|FNk(ξ, ωNk(ξ))| dξ k→∞−−−−→ 0.

Ïîýòîìó â ïðîñòðàíñòâå PnM ñóùåñòâóåò ïðåäåë F = limk→∞ FNk òàêîé, ÷òî
F ∈ Iω, F > 0 â Xω, F = u > 0 íà êóáå Y è ∆F = 0. Îòñþäà F > 0 â Xω ïî
ñèëüíîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà [15, òåîðåìà 3.5].

Äîïóñòèì, ÷òî DnF (ξ, ω(ξ)) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ 2B. Åñëè f1(ξ) = 0, òî
f0(ξ) = −f1(ξ)ω(ξ) = 0 ââèäó F? ∈ Iω, òàê ÷òî F?(x) = 0 ïðè x′ = ξ. Îòñþäà
è F (x) = 0 ïðè x′ = ξ, ïîñêîëüêó F ∈ Iω äåëèòñÿ íà F?, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ïîëîæèòåëüíîñòè F â Xω. Ñëåäîâàòåëüíî, f1(ξ) 6= 0 è

ω = −f0/f1 ∈ C∞ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ DnF (ξ, ω(ξ)) = 0 ïî ëåììå Õîïôà�Îëåéíèê
î ãðàíè÷íîé òî÷êå [15, ëåììà 3.4].

Ïóñòü òåïåðü ν = infξ∈2B DnF (ξ, ω(ξ)) > 0. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

(∃k0) (∃τ > 0) (∀k > k0)

{
inf(ξ,t)∈2B×[−τ,τ ]DnFNk(ξ, ωNk(ξ) + t) > ν/2,

supξ∈2B |FNk(ξ, ωNk(ξ))| 6 ντ/2.

Îòñþäà ïðè k > k0 íàéäåòñÿ fNk ∈ C∞(2B) òàêîå, ÷òî

FNk(ξ, fNk(ξ)) = 0,

‖fNk − ωNk‖L∞(2B) 6 τ,∫
2B

|fNk − ωNk | dξ 6
2

ν

∫
2B

|FNk(ξ, ωNk(ξ))| dξ 6 2c2
ν

∫
XωNk

|∇muNk | dx.

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k > k0 èìååì fNk ∈ QM,Nk(2B) è ïðèõîäèì ê ïðîòè-
âîðå÷èþ ñî ñâîéñòâîì (6).

Ïîëó÷åííûå ïðîòèâîðå÷èÿ äîêàçûâàþò òåîðåìó 2 îò ïðîòèâíîãî. �

Îòìåòèì, ÷òî íåòðóäíî äîêàçàòü îöåíêó

osc1
1 ω(3B)

∫
Y

|u| dy 6 c(n, θ)
∫
Xω

|∇2u| dx

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 2,1(Xω) ñî ñëåäîì γ0u = 0 íà ÷àñòè {ω(x′) = xn}
ãðàíèöû ∂Xω. Ýòà îöåíêà ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ìíîãèå ðàññóæäåíèÿ ñòàòüè
äëÿ ñëó÷àÿ m = 2.
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3. Êëàññû Wm,p
osc (Rn−1) è Wm,p

osq,M,N (Rn−1)

Äàäèì òðåòüþ ÷àñòü îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé ñòàòüè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ââåäåì ñåìåéñòâà îòêðûòûõ äâîè÷íûõ êóáîâ â Rn−1:

D =

∞⋃
k=0

Dk,

Dk =
{
I : I = (0, 2−k)n−1 + 2−kK äëÿ íåêîòîðîãî K ∈ Zn−1

}
.

Ïóñòü lI = 2−k (ðåáðî êóáà) ïðè I ∈ Dk.
Äëÿ I ∈ D \D0 îïðåäåëèì êóá I ′ ∈ D óñëîâèÿìè I ⊂ I ′ è lI′ = 2lI .
Ðàññìîòðèì ëèïøèöåâó ôóíêöèþ ω : Rn−1 → R ñ íàäãðàôèêîì

Ωω = {x ∈ Rn : xn > ω(x′)}.

Ïîëîæèì αI = Uω(cI , ω(cI) + lI) (I ∈ D) äëÿ ôóíêöèè Uω ∈ C∞(Ωω) ∩ C(Ωω)
ñî ñâîéñòâàìè

Uω > 0 & ∆Uω = 0 & Uω
∣∣
∂Ωω

= 0.

Ïóñòü m > 2 öåëîå è 1 < p <∞. Ñêàæåì, ÷òî ω ∈ Wm,p
osc (Rn−1), åñëè

(9)

(∃C > 0) (∀βI ∈ R)∑
I∈D

ln−mp−pI oscm1 ω(2I)pαpI |βI |
p 6 C

∑
I∈D

ln−mpI αpI |βI − βI′ |
p,

ãäå ÷èñëà βI′ ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ ïðè I ∈ D0.
Êëàññ Wm,p ñîñòîèò èç âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé Ω ⊂ Rn

òàêèõ, ÷òî â îïðåäåëåíèè ëèïøèöåâîñòè (� 1) äëÿ ëþáîãî a ∈ ∂Ω ôóíêöèþ ω
ìîæíî âçÿòü ïðèíàäëåæàùåé ê Wm,p

osc (Rn−1).
Ïðè M ∈ N è N > 1 ñêàæåì, ÷òî ω ∈ Wm,p

osq,M,N (Rn−1), åñëè

(10)

(∃C > 0) (∀βI ∈ R)∑
I∈D

ln−mp−pI osqM,N
1 ω(2I)pαpI |βI |

p 6 C
∑
I∈D

ln−mpI αpI |βI − βI′ |
p.

Ôóíêöèÿ Uω ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ. Äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà äàíû â
íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 èç [34].

Ôóíêöèÿ Uω â ñóùíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì Ìàðòèíà äëÿ ãðàíè÷íîé òî÷êè íà
áåñêîíå÷íîñòè è èíîãäà èìåíóåòñÿ ôðàíöóçñêèì ñëîâîì r�eduite.

Óñëîâèÿ (9) è (10) ïðåäñòàâëÿþòñÿ íîâûìè. Îíè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷à-
ÿìè îáùåãî äèñêðåòíîãî âåñîâîãî íåðàâåíñòâà (ÄÂÍ) âèäà

(∃C > 0) (∀βI ∈ R)
∑
I∈D

aI |βI |p 6 C
∑
I∈D

bI |βI − βI′ |p,

êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè êîòîðîãî äàí â òåîðåìå 16 èç [28].
Ïî ñëåäñòâèþ 2.11 èç [31] óñëîâèå (9)

∣∣
αI=lI

ðàâíîñèëüíî ðàñïðÿìëÿåìîñòè â

îáëàñòè (ñì. ââåäåíèå) äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ Fmp,q, â ÷àñòíîñòè
äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Wm,p = Fmp,2 (ïîäðîáíåå â � 5).

Ïîëó÷èì òåïåðü ðÿä ñâîéñòâ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ è ñðàâíèì ñ èõ ïîìîùüþ
osc-÷èñëà è osq-÷èñëà è óñëîâèÿ (9) è (10).
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Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ α ∈ Nn−1
0 \ {0} è f ∈ QM,N (B) âåðíà îöåíêà

‖Dαf‖L∞(B) 6 c(n,M,N, α)r
1−|α|
B .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè F ∈ C∞ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (ξ, f(ξ)), òî

(11) Dα
ξ F (ξ, f(ξ)) = D(α,0)F (ξ, f(ξ))

+

|α|∑
q=1

∑
β1,...,βq∈Nn−1

0 \{0} :

β=β1+···+βq6α

Cα,{βi}D
(α−β,q)F (ξ, f(ξ))Dβ1

f(ξ) · · ·Dβqf(ξ)

ñ êîýôôèöèåíòàìè Cα,{βi} ∈ N0. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî |α|.
Àôôèííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ è âû÷èòàíèå f(cB) èç f äàþò, ÷òî ëåììó 2

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïðè cB = 0, rB = 1 è f(0) = 0.
Ïóñòü ìíîãî÷ëåí F îòâå÷àåò êâàçèìíîãî÷ëåíó f ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà

QM,N (B). Äåëåíèå F íà E(F ) ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî E(F ) = 1, îòêóäà

Dα
ξ F (ξ, f(ξ)) = 0,

inf
ξ∈B
|DnF (ξ, f(ξ))| > 1/N,(12)

sup
(ξ,t)∈B×[−1,1]

|DγF (ξ, f(ξ) + t)| 6 c(n,M,N, γ), γ ∈ Nn0 .(13)

Ïðàâàÿ ÷àñòü â (11) ñîäåðæèò ñëàãàåìîå DnF (ξ, f(ξ))Dαf(ξ), à âî âñå îñòàëü-

íûå ÷ëåíû âõîäÿò ïðîèçâîäíûå Dβif ïîðÿäêîâ |βi| < |α|, òàê ÷òî èíäóêöèÿ ïî
|α| äîêàçûâàåò ëåììó 2. �

Ëåììà 3. Ïóñòü h(ξ) = F (ξ, g(ξ)) äëÿ ìíîãî÷ëåíà F ∈ PnM è êâàçèìíîãî÷ëåíà
g ∈ QM,N (B), ïðè÷åì rB = 1. Òîãäà

‖Dαh‖L∞(B) 6 c(n,M,N, α)‖h‖L1(B)

äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α ∈ Nn−1
0 .

Îáñóäèì ýòó íåòðèâèàëüíóþ ëåììó ïîäðîáíî. Îíà óòâåðæäàåò ñïðàâåäëè-
âîñòü íåðàâåíñòâà ðàçíûõ ìåòðèê (íåðàâåíñòâà Íèêîëüñêîãî), êîòîðîå ëåãêî
âûâîäèòñÿ èç ñîäåðæàùåãî ëèøü L∞-ìåòðèêó íåðàâåíñòâà

‖Dαh‖L∞(B) 6 c(n,M,N, α)‖h‖L∞(B)

Ìàðêîâà�Áåðíøòåéíà. Íàçâàíèå ïðîèñõîäèò îò íåðàâåíñòâà

(14) (∀f ∈ P1
M ) ‖f (k)‖L∞(−1,1) 6

∏k−1
j=0 (M2 − j2)

(2k − 1)!!
‖f‖L∞(−1,1)

(À.À. Ìàðêîâ ïðè k = 1, Â.À. Ìàðêîâ ïðè k > 2) è îò ãðóïïû íåðàâåíñòâ
Ñ.Í. Áåðíøòåéíà, òàêèõ êàê àíàëîãè îöåíêè (14) äëÿ ìîíîòîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ,
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ è öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà
(ÖÔÝÒ), îöåíêà óäâîåíèÿ ‖f‖L∞(−1,1) 6 C‖f‖L∞(−1/2,1/2) è íåðàâåíñòâî

(∀f ∈ P1
M ) (∀x ∈ (−1, 1)) |f ′(x)| 6 M√

1− x2
‖f‖L∞(−1,1).

Èçâåñòíî ìíîãî íåðàâåíñòâ Ìàðêîâà�Áåðíøòåéíà (âêëþ÷àÿ âåñîâûå) äëÿ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ è ÖÔÝÒ. Óïîìÿíåì òàêæå íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà�Áåðíøòåéíà äëÿ
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ìíîãî÷ëåíîâ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ [16, 38, 42] è íåêîòîðûõ ðàçíî-
âèäíîñòåé êâàçèìíîãî÷ëåíîâ [2, 4, 8, 9, 10, 11, 24, 37].

Íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà�Áåðíøòåéíà äëÿ ñóæåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ íà àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ (âêëþ÷àÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè)
èçó÷àþòñÿ â ðàáîòàõ [1, 3, 13, 14, 27, 35, 36] è óêàçàííîé â íèõ ëèòåðàòóðå. Ìû
âûâåäåì ëåììó 3 èç òåîðåìû Ôåôôåðìàíà�Íàðàñèìõàíà î ïðîäîëæåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ Nn−1
0

(15) ‖Dαh‖L∞(B) 6 cα‖h‖L∞(B)

ñ ïîñòîÿííîé cα = c(n,M,N, α). Ðàçáèâàÿ B íà ìàëûå ìíîæåñòâà, áåç òðóäà
óñòàíàâëèâàåì èíòåðïîëÿöèîííîå íåðàâåíñòâî

(∀ε > 0) ‖h‖L∞(B) 6 ε max
|α|=1

‖Dαh‖L∞(B) + c(n, ε)‖h‖L1(B).

Âçÿâ ε =
(
2 max|α|=1 cα

)−1
, ïîëó÷àåì

‖h‖L∞(B) 6 c(n,M,N)‖h‖L1(B),

÷òî â ñî÷åòàíèè ñ (15) äîêàçûâàåò ëåììó 3.
Ïóñòü êâàçèìíîãî÷ëåíó g ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà QM,N (B) îòâå÷àåò

ìíîãî÷ëåí G ∈ PnM \ {0}. Äëÿ µ > 0 ïîëîæèì

Fµ(x) = F (x′, µxn) & Gµ(x) = G(x′, µxn) & gµ = g/µ.

Òîãäà Fµ(ξ, gµ(ξ)) = h(ξ) è Gµ(ξ, gµ(ξ)) = 0, îòêóäà gµ ∈ QM,N2
(B) ñ íåêîòîðûì

N2 = c(n,M,N, µ). Âûáîð µ =
√
n− 1N ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïðîâåðêå (15)

ìîæíî áåç óìàëåíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî |∇g| 6 1/
√
n− 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B � êóá. Çàôèêñèðóåì ξ ∈ B. Äëÿ ëþáîãî 0 < β 6 1
íàéäåòñÿ îòêðûòûé êóá Ξβ òàêîé, ÷òî ξ ∈ Ξβ ⊂ B è rΞβ = β. Îáîçíà÷èì

Qβ = Ξβ × (g(cΞβ )− β/2, g(cΞβ ) + β/2),

Xβ = {x ∈ (1/2)Qβ : G(x) = 0},
Yβ = {x ∈ Qβ : G(x) = 0}.

Ñâîéñòâî |∇g| 6 1/
√
n− 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî

{(η, g(η)) : η ∈ (1/2)Ξβ} ⊂ Xβ & {(η, g(η)) : η ∈ Ξβ} ⊂ Yβ .
Èç G-àíàëîãà íåðàâåíñòâ (12) è (13) ñëåäóåò, ÷òî ïðè β 6 δ = δ(n,M,N) ïðî-
èçâîäíàÿ DnG ñîõðàíÿåò çíàê íà êóáå Qβ , îòêóäà

{(η, g(η)) : η ∈ (1/2)Ξβ} = Xβ & {(η, g(η)) : η ∈ Ξβ} = Yβ .

Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè Ôåôôåðìàíà�Íàðàñèìõàíà [13, � 1] âêóïå ñî ñäâè-
ãîì íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó cQβ äîñòàâëÿåò òàêèå ïîñòîÿííûå

δ? = δ?(n,M,N) > 0 & M? = M?(n,M,N) ∈ N,
÷òî ïðè β 6 δ? äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ F1 ∈ PnM? è F2 ∈ PnM? èìååì

1 6 F1 6 2 íà Qβ ,

sup
Qβ

|F2| 6 c(n,M,N) sup
Xβ

|F |,

F = F−1
1 F2 íà Yβ .

Ïîëîæèì
β = β(n,M,N) = 1 ∧ δ ∧ δ?.
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Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà â PnM? âûâîäèì

‖DγF1‖L∞(Qβ) 6 c(n,M,N, γ),

‖DγF−1
1 ‖L∞(Qβ) 6 c(n,M,N, γ),

sup
Xβ

|F | = ‖h‖L∞((1/2)Ξβ) 6 ‖h‖L∞(B),

‖DγF2‖L∞(Qβ) 6 c(n,M,N, γ)‖h‖L∞(B),

h(η) = F (η, g(η)) = F−1
1 (η, g(η))F2(η, g(η)) íà Ξβ .(16)

Îòìåòèì, ÷òî (ξ, g(ξ)) ∈ Yβ ⊂ Qβ . Äèôôåðåíöèðóÿ (16) ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà

è ôîðìóëå (11) è îöåíèâàÿ Dβig ïî ëåììå 2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|Dαh(ξ)| 6 c(n,M,N, α)‖h‖L∞(B).

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ξ ∈ B ýòî äîêàçûâàåò (15), åñëè B � êóá.
Ïóñòü ξ ∈ B äëÿ øàðà B. Ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ èçîìåòðèÿ A : Rn−1 → Rn−1

òàêàÿ, ÷òî AB = B è òî÷êà Aξ − cB ëåæèò íà ïðÿìîé η1 = · · · = ηn−1 â Rn−1.
Ïðè 0 < β 6 2/

√
n− 1 íàéäåòñÿ êóá Ξβ ñ Aξ ∈ Ξβ ⊂ B è rΞβ = β. Ðàññóæäàÿ,

êàê âûøå, äëÿ ìíîãî÷ëåíà FA(x) = F (A−1x′, xn) è êâàçèìíîãî÷ëåíà

gA ∈ QM,c(n,M,N)(B) : gA(η) = g(A−1η),

óñòàíîâèì (15) è â ýòîì ñëó÷àå. Ëåììà 3 äîêàçàíà. �

Ëåììà 4. Ïóñòü f, g ∈ QM,N (B) è α ∈ Nn−1
0 . Òîãäà

‖Dα(f − g)‖L∞(B) 6 c(n,M,N, α)r
1−|α|−n
B ‖f − g‖L1(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2, ñ÷èòàåì, ÷òî cB = 0, rB = 1,
f(0) = 0 è E(F ) = 1 äëÿ îòâå÷àþùåãî êâàçèìíîãî÷ëåíó f ìíîãî÷ëåíà F .

Â ñèëó îöåíîê (12) è (13) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî τ = τ(n,M,N) ∈ (0, 1]

(17) inf
(ξ,t)∈B×[−τ,τ ]

|DnF (ξ, f(ξ) + t)| > 1/(2N).

Åñëè ‖f − g‖L∞(B) > τ , òî ‖f − g‖L1(B) > c(n,M,N) ïî ëèïøèöåâîñòè f è g
(ëåììà 2). Â ýòîì ñëó÷àå ëåììà 4 ñëåäóåò èç ëåììû 2 ïðè α 6= 0 è îöåíêè

‖f − g‖L∞(B) 6 (mesB)−1‖f − g‖L1(B) + c(n,M,N)

ïðè α = 0. Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ‖f − g‖L∞(B) < τ .
Äëÿ h(ξ) = F (ξ, g(ξ)) â ñèëó ëåììû 3 è îöåíêè (13)

sup
ξ∈B
|Dα

ξ F (ξ, f(ξ))−Dα
ξ F (ξ, g(ξ))| = ‖Dαh‖L∞(B)(18)

6 cα‖h‖L1(B) 6 c
?
α‖f − g‖L1(B)

ñ ïîñòîÿííûìè cα = c(n,M,N, α) è c?α = c(n,M,N, α). Ââèäó (17) èìååì

‖f − g‖L∞(B) 6 2N‖h‖L∞(B) 6 2Nc?0‖f − g‖L1(B),

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó 4 ïðè α = 0.
Ïóñòü α 6= 0, ïðè÷åì ëåììà 4 óæå ïðîâåðåíà äëÿ âñåõ ìåíüøèõ çíà÷åíèé

äëèíû ìóëüòèèíäåêñà α. Ðàñïèøåì ðàçíîñòü â (18), äâàæäû ïðèìåíÿÿ (11) è
ãðóïïèðóÿ âìåñòå ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå. Â ñèëó (13)

sup
ξ∈B
|D(α,0)F (ξ, f(ξ))−D(α,0)F (ξ, g(ξ))| 6 c∗(n,M,N, α)‖f − g‖L∞(B)

6 c∗2Nc?0‖f − g‖L1(B).
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Ïðè maxi |βi| < |α| ïî (13), ëåììå 2 è ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

sup
ξ∈B
|DγF (ξ, f(ξ))Dβ1

f(ξ) · · ·Dβqf(ξ)−DγF (ξ, g(ξ))Dβ1

g(ξ) · · ·Dβqg(ξ)|

6 c(n,M,N, {βi}, γ)‖f − g‖L1(B).

Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, èìååì

sup |DnF (ξ, f(ξ))Dαf(ξ)−DnF (ξ, g(ξ))Dαg(ξ)|︸ ︷︷ ︸
A

6 c(n,M,N, α)‖f − g‖L1(B).

Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé

‖Dα(f − g)‖L∞(B) 6 N sup
ξ∈B
|DnF (ξ, f(ξ)){Dαf(ξ)−Dαg(ξ)}|

6 NA+ c(n,M,N, α)‖f − g‖L1(B).

Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó 4 äëÿ äàííîãî α, à ïî èíäóêöèè � è äëÿ âñåõ α. �

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ëåììà 1 â [34]).

Ëåììà 5. Ïóñòü â ëèïøèöåâîì öèëèíäðå

A = {x ∈ Rn : |x′|∞ < 4 & ω(x′) < xn < ω(x′) + 8},

ãäå |ω(ξ) − ω(η)| 6 θ|ξ − η| (θ > 0) è ω(0) = 0, çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå ãàð-
ìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u è v òàêèå, ÷òî u(ξ, ω(ξ)) = v(ξ, ω(ξ)) = 0 â ñìûñëå
íåïðåðûâíî ïðèíèìàåìûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. Òîãäà

(îöåíêà Êàðëåñîíà) sup
A0

u 6 c(n, θ)u(en),(19)

(ãðàíè÷íûé ïðèíöèï Ãàðíàêà) sup
A0

(u/v) 6 c(n, θ)u(en)/v(en),(20)

ãäå A0 = {x ∈ Rn : |x′|∞ < 1 & ω(x′) < xn < ω(x′) + 2}.

Ïðîèçâåäåì àíîíñèðîâàííîå ñîïîñòàâëåíèå osc-÷èñåë è osq-÷èñåë è îïðåäå-
ëåíèé (9) è (10), âêëþ÷àÿ ëîêàëüíûé âàðèàíò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äàíû öåëîå ÷èñëî m > 2, 1 < p < ∞, ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ
ω : Rn−1 → R è êóá K ∈ D. Îáîçíà÷èì

A = {x ∈ Rn : x′ ∈ 12K & ω(x′) < xn < ω(x′) + 12lK},
E = {I ∈ D : lI 6 lK & I ⊂ 3K}.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè U : A→ (0,∞) ñî ñëåäîì U(ξ, ω(ξ)) = 0 ïóñòü

UI = U(cI , ω(cI) + lI), I ∈ E .

Òîãäà èç óñëîâèÿ

(21)

(∃M ∈ N) (∃N > 1) (∃C > 0) (∀βI ∈ R)∑
I∈E

ln−mp−pI osqM,N
1 ω(2I)pUpI |βI |

p 6 C
∑
I∈E

ln−mpI UpI |βI − βI∗ |
p

(ãäå βI∗ = βI′ ïðè lI 6 lK/2 èëè βI∗ = 0 ïðè lI = lK) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

ϕω ∈ Wm,p
osc (Rn−1)

äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ C∞0 (2K), ò.å. ϕ ∈ C∞(Rn−1) ñ íîñèòåëåì suppϕ b 2K.
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Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(22) Wm,p
osc (Rn−1) =

⋃
M∈N &N>1

Wm,p
osq,M,N (Rn−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàíè÷íûé ïðèíöèï Ãàðíàêà (20) è çàìåíà ïåðåìåííîé ïîç-
âîëÿþò ñðàâíèòü ôóíêöèè U è Uω íà ìíîæåñòâå

A0 = {x ∈ Rn : x′ ∈ 3K & ω(x′) < xn < ω(x′) + 3lK},

ïîýòîìó èç (21) âûòåêàåò ñâîéñòâî

(23)

(∃M ∈ N) (∃N > 0) (∃C > 0) (∀βI ∈ R)∑
I∈E

ln−mp−pI osqM,N
1 ω(2I)pαpI |βI |

p 6 C
∑
I∈E

ln−mpI αpI |βI − βI∗ |
p.

Ñóùåñòâóþò êâàçèìíîãî÷ëåíû fI ∈ QM,N (2I) òàêèå, ÷òî

osqM,N
1 ω(2I) = (mes 2I)−1‖ω − fI‖L1(2I).

Çàôèêñèðóåì I ∈ E . Ïóñòü f ∈ Pn−1
m � òåéëîðîâñêèé ìíîãî÷ëåí ôóíêöèè ϕfI

â òî÷êå cI . Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà è ôîðìóëàì Òåéëîðà è Ëåéáíèöà

oscm1 ϕω(2I) 6 (mes 2I)−1
{
‖ϕω − ϕfI‖L1(2I) + ‖ϕfI − f‖L1(2I)

}
6 sup |ϕ| osqM,N

1 ω(2I) + c(n,m)lm+1
I max

|α|=m+1
‖Dα(ϕfI)‖L∞(2I)

6 sup |ϕ| osqM,N
1 ω(2I) + c(n,m,ϕ)lm+1

I max
|α|6m+1

‖DαfI‖L∞(2I).

Ïóñòü I ⊂ J1 ∈ E è lJ1
= lK . Èìååì

‖DαfI‖L∞(2I) 6 ‖DαfJ1‖L∞(2I) +
∑

J∈E : I⊂J(J1

‖Dα(fJ − fJ′)‖L∞(2I),

α 6= 0 ⇒ ‖DαfJ1
‖L∞(2J1) 6 c(n,M,N, α)l

1−|α|
J1

(ëåììà 2),

‖fJ1
‖L∞(2J1) 6 c(n,N, ‖ω‖L∞(4K)).

Âîçüìåì îòâå÷àþùèé êâàçèìíîãî÷ëåíó fJ′ ìíîãî÷ëåí F ∈ PnM . Èç |∇fJ′ | 6 N

ñëåäóåò, ÷òî |c↑J − c
↑
J′ | 6 c(n,N)lJ äëÿ ξ↑ = (ξ, fJ′(ξ)). Îòñþäà

E(F )c↑J ,r2J
6 c1(n,M,N)E(F )c↑

J′ ,r2J′
6 c1Nr2J′ inf

ξ∈2J′
|DnF (ξ↑)|

6 N2r2J inf
ξ∈2J

|DnF (ξ↑)|, N2 = 2c1N > N.

Ïîýòîìó fJ , fJ′ ∈ QM,N2(2J). Ïî ëåììå 4 è íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

‖Dα(fJ − fJ′)‖L∞(2J) 6 c2(n,M,N, α)r
1−|α|−n
2J ‖fJ − fJ′‖L1(2J)

6 c2r
1−|α|−n
2J

{
‖ω − fJ‖L1(2J) + ‖ω − fJ′‖L1(2J′)

}
6 c(n,M,N, α)

{
l−m−1
J osqM,N

1 ω(2J) + l−m−1
J′ osqM,N

1 ω(2J ′)
}
.

Â èòîãå äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c3(n,m, lK ,M,N, ϕ, ‖ω‖L∞(4K))

(24) oscm1 ϕω(2I) 6 c3l
m+1
I

{
1 +

∑
J∈E : I⊂J

l−m−1
J osqM,N

1 ω(2J)

}
.
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Ïîëîæèì ε = 1/2. Ïî îöåíêå (24) è íåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà

oscm1 ϕω(2I)p 6 cp3c4(p)lmp+pI

{
1 +

∑
J∈E : I⊂J

l−εI lε−mp−pJ osqM,N
1 ω(2J)p

}
.

Îòñþäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë βI ∈ R (I ∈ E)∑
I∈E

ln−mp−pI oscm1 ϕω(2I)pαpI |βI |
p 6 2p−1cp3c4{A1 +A2 +A3},

A1 =
∑
I∈E

lnI α
p
I |βI |

p,

A2 =
∑

I,J∈E : I⊂J
ln−εI lε−mp−pJ osqM,N

1 ω(2J)pαpI |βJ |
p,

A3 =
∑

I,J∈E : I⊂J
ln−εI lε−mp−pJ osqM,N

1 ω(2J)pαpI |βI − βJ |
p.

Ïî íåðàâåíñòâàì Ã¼ëüäåðà è Ãàðíàêà è îöåíêå Êàðëåñîíà (19) èìååì

|βI |p 6
{∑
J⊃I
|βJ − βJ∗ |

}p
6 c5(p)l−εI

∑
J⊃I

lεJ |βJ − βJ∗ |p,

I ⊂ J ⇒ αI 6 c6(n, θ)αJ ,∑
I∈E : I⊂J

ln−εI = c7l
n−ε
J äëÿ c7 =

√
2√

2− 1
,

A1 6 c5c
p
6c7
∑
J∈E

lnJα
p
J |βJ − βJ∗ |

p 6 c5c
p
6c7
∑
J∈E

ln−mpJ αpJ |βJ − βJ∗ |
p.

Ñ ó÷åòîì (23) ïîëó÷àåì

A2 6 c
p
6c7
∑
J∈E

ln−mp−pJ osqM,N
1 ω(2J)pαpJ |βJ |

p 6 cp6c7C
∑
I∈E

ln−mpI αpI |βI − βI∗ |
p.

Èç (23) òðèâèàëüíî ñëåäóåò, ÷òî osqM,N
1 ω(2J)p 6 ClpJ , ïîýòîìó

A3 6 c5C
∑

I,I1,J∈E : I⊂I1(J
ln−εI lε−mpJ αpI l

−ε
I1
lεJ |βI1 − βI∗1 |

p

6 c5c
p
6c7C

∑
I1,J∈E : I1(J

ln−2ε
I1

l2ε−mpJ αpI1 |βI1 − βI∗1 |
p

6 c5c
p
6c7C

∑
I1∈E

ln−mpI1
αpI1 |βI1 − βI∗1 |

p (ââèäó 2ε−mp < −1),

(∃b > 0) (∀βI)
∑
I∈E

ln−mp−pI oscm1 ϕω(2I)pαpI |βI |
p 6 b

∑
I∈E

ln−mpI αpI |βI − βI∗ |
p.

Ââåäåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F = {I ∈ D : lI > lK & 2I ∩2K 6= ∅}. Î÷åâèäíî,
÷òî ϕω = 0 íà 2I ïðè I ∈ D \(E ∪ F). Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ (βI)I∈D ⊂ R∑

I∈D
ln−mp−pI oscm1 ϕω(2I)pαpI |βI |

p

6 b
∑
I∈E

ln−mpI αpI |βI − βI∗ |
p + c8(n, ‖∇(ϕω)‖L∞(Rn−1), p)

∑
I∈F\E

ln−mpI αpI |βI |
p
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6 b
∑
I∈E\F

ln−mpI αpI |βI − βI′ |
p + (b ∨ c8)

∑
I∈F

ln−mpI αpI |βI |
p

6 D
∑

I∈E∪F
ln−mpI αpI |βI − βI′ |

p,

ãäå D > 0 íå çàâèñèò îò βI . Äîêàçàëè, ÷òî ϕω ∈ Wm,p
osc (Rn−1).

Âëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (22) â ëåâóþ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó. Â ÷àñòíîñòè, îöåíêà (24) âåðíà äëÿ I ∈ D ïðè çàìåíå ϕ íà òîæ-
äåñòâåííóþ åäèíèöó è çàìåíå ìíîæåñòâà E íà D, à â ïîñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ
íàäî çàìåíèòü ϕ íà 1, E íà D, βI∗ íà βI′ è (23) íà (10).

Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü îáðàòíîå âëîæåíèå. Ïóñòü |ω(ξ) − ω(η)| 6 θ|ξ − η|.
Ñðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííîé ω(cI) ∈ Pn−1

m ïîêàçûâàåò, ÷òî

oscm1 ω(2I) 6 c(n, θ)lI .

Åñëè inf â îïðåäåëåíèè oscm1 ω(2I) äîñòèãàåòñÿ íà ìíîãî÷ëåíå f , òî

sup
2I
|∇f | 6 c9(n,m)l−1

I (mes 2I)−1‖f − ω(cI)‖L1(2I)

6 c9l
−1
I

{
oscm1 ω(2I) + (mes 2I)−1‖ω − ω(cI)‖L1(2I)

}
6 c10(n, θ,m).

Ïîëîæèì F (x) = xn − f(x′). Òîãäà F ∈ Pnm \ {0}, F (ξ, f(ξ)) = 0 è

E(F )c↑I ,r2I
6 E(xn − f(cI))c↑I ,r2I

+ E(f(x′)− f(cI))c↑I ,r2I

6 c11(n, θ,m)r2I ≡ c11r2IDnF.

Îòñþäà f ∈ Qm,c10∨c11(2I), òàê ÷òî osqm,c10∨c11

1 ω(2I) 6 oscm1 ω(2I) è

ω ∈ Wm,p
osc (Rn−1) ⇒ ω ∈ Wm,p

osq,m,c10∨c11
(Rn−1).

Ðàâåíñòâî (22) è òåîðåìà 3 äîêàçàíû. �

4. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ Ω ∈ Wm,p äëÿ Wm,p-êîððåêòíîñòè

Äîêàæåì ãëàâíûé ðåçóëüòàò ñòàòüè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü Ω ⊂ Rn (n > 2), öåëîå
÷èñëî m > 2 è 1 < p <∞ òàêîâû, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
Wm,p-êîððåêòíà, ò.å. äëÿ ëþáîãî f ∈ Wm−2,p(Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ Sf ∈Wm,p(Ω) ñ ëàïëàñèàíîì ∆(Sf) = f è ñëåäîì γ0(Sf) = 0. Òîãäà

Ω ∈ Wm,p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîå a ∈ ∂Ω è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òðîéêó
(β,D, ω) èç îïðåäåëåíèÿ ëèïøèöåâîé îáëàñòè. Ââèäó î÷åâèäíîé èíâàðèàíòíî-
ñòè Wm,p-êîððåêòíîñòè îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà Rn ñ÷èòàåì áåç
óìàëåíèÿ îáùíîñòè, ÷òî D = id. Ïóñòü |ω(ξ)− ω(η)| 6 θ|ξ − η| è

Θ = 6 + 6θ
√
n.

Ïî óñëîâèþ îïåðàòîð Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé áèåêöèåé

∆ : Wm,p
γ0

(Ω) = {u ∈Wm,p(Ω): γ0u = 0} →Wm−2,p(Ω).

Ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî

(∀f ∈Wm−2,p(Ω)) ‖Sf‖Wm,p(Ω) 6 C‖f‖Wm−2,p(Ω).
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Äëÿ K ∈ D îáîçíà÷èì

A = {x ∈ Rn : x′ ∈ 12K & ω(x′) < xn < ω(x′) + 12lK},
E = {I ∈ D : lI 6 lK & I ⊂ 3K},

ρ(x) = xn − ω(x′),

XI = {x ∈ Rn : x′ ∈ 3I & ω(x′) < xn < ω(cI) + ΘlI + lI},
YI = I × (ω(cI) + ΘlI − lI/2, ω(cI) + ΘlI + lI/2),

ZI = I × (ω(cI) + (3/2)ΘlI − lI/2, ω(cI) + (3/2)ΘlI + lI/2),

ãäå I ∈ E . Åñëè x ∈ 2YI , òî

|ρ(x)−ΘlI | 6 |xn − ω(cI)−ΘlI |+ |ω(cI)− ω(x′)| < lI + θ
√
nlI = ΘlI/6.

Ïðè x ∈ 2ZI àíàëîãè÷íî |ρ(x)− (3/2)ΘlI | < ΘlI/6, ïîýòîìó

(25) (∀I, J ∈ E) 2YI ∩ 2ZJ = ∅.

Î÷åâèäíî, ÷òî diam{cYI} ∪ ZJ 6 c1(n, θ)lJ äëÿ I ⊂ J , ïðè÷åì c1 >
√
n.

Ïî ëåììå 4 â [34] ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ U ∈ C(Ω) ñî ñëåäîì
γ0U = 0, ãàðìîíè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂Ω. Ïóñòü a′ ∈ K,
ïðè÷åì êóá K ñòîëü ìàë, ÷òî U ãàðìîíè÷åñêàÿ íà ìíîæåñòâå A, A b B(a, β),
(∀I) XI ∪ 2ZI ⊂ Ω è (ïî îöåíêå Êàðëåñîíà (19) è íåðàâåíñòâó Ãàðíàêà)

UI = U(cI , ω(cI) + lI) 6 c2(n, θ)U(cYI ),

UI 6 c3(n, θ) inf
ZI
U,

sup
B(cZI ,2c1lI)∩Ω

U 6 c4(n, θ)UI .

Îòìåòèì, ÷òî (cI , ω(cI) + lI) ∈ Ω è U(ξ, ω(ξ)) = 0 íà 12K ââèäó A b B(a, β).
Ðàññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ Φ ∈ C∞0 ((−1, 1)n), òîæäåñòâåííî

ðàâíóþ åäèíèöå íà (−1/2, 1/2)n, è äëÿ I ∈ E ïîëîæèì

ΦI(x) = Φ(l−1
I (x− cZI )).

Èìååì ΦI > 0, ΦI ∈ C∞0 (2ZI) è ΦI ≡ 1 íà ZI . Âîçüìåì ñåìåéñòâî (βI)I∈E ⊂ R
òàêîå, ÷òî βI 6= βI∗ äëÿ I èç íåïóñòîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà â E . Òîãäà

f =
∑
I∈E

UI |βI − βI∗ |
l2I

ΦI ∈ C∞0 (Ω).

Äëÿ ïîòåíöèàëà Ãðèíà Gf(x) =
∫

Ω
G(x, y)f(y) dy ââèäó ëåììû 2 â [34]

Gf + Sf ∈ C(Ω) +Wm,p(Ω) & ∆(Gf + Sf) = 0 & γ0(Gf + Sf) = 0.

Ïî òåîðåìå 1 ôóíêöèÿ u = Gf ñîâïàäàåò ñ −Sf .
Èç f > 0 è f 6= 0 âûòåêàåò, ÷òî u > 0. Â ñèëó ∆u = −f è (25) ôóíêöèÿ u

ãàðìîíè÷íà íà êóáàõ 2YI . Êóáû ZJ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, îòêóäà

u(cYI ) = Gf(cYI ) >
∑

J∈E : I⊂J

[
inf
ZJ
G(cYI , ·)

]
ln−2
J UJ |βJ − βJ∗ |.

Ôîðìóëà Áîãäàíà [34, ëåììà 5] ïîêàçûâàåò, ÷òî

(∃αG > 1) (∀y, z ∈ Ω) G(y, z) >
|y − z|2−nU(y)U(z)

αG supx∈Ω: |x−(y+z)/2|6|y−z| U
2(x)

.
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Ïðè y = cYI , I ⊂ J , z ∈ ZJ è |x− (y + z)/2| 6 |y − z| ïîëó÷àåì

|x− cZJ | 6
∣∣∣∣x− y + z

2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣y + z

2
− z
∣∣∣∣+ |z − cZJ | <

3

2
c1lJ +

√
n
lJ
2
6 2c1lJ ,

G(y, z) >
c2−n1 l2−nJ c−1

2 UIc
−1
3 UJ

αGc24U
2
J

=
l2−nJ UI

c5(n, θ, αG)UJ
,

u(cYI ) > c
−1
5

∑
J⊃I

UI |βJ − βJ∗ | > c−1
5 UI |βI |.

Íàéäåì ïîñòîÿííóþ N > 1 ïî òåîðåìå 2 äëÿ M = M? = m− 1. Èìååì∑
I∈E

ln−mp−pI osqM,N
1 ω(2I)pUpI |βI |

p 6 cp5{A1 + c(n, θ, p)A2},

A1 =
∑

I∈E : ω∈RM,N (3I)

ln−mp−pI osqM,N
1 ω(2I)pup(cYI ),

A2 =
∑

I∈E : ω/∈RM,N (3I)

ln−mpI up(cYI ).

Ïî òåîðåìå 2 è çàìåíå ïåðåìåííîé

A1 6 N
p
∑
I∈E

ln−npI

(∫
XI

|∇mu| dx
)p

.

Îáîçíà÷èì ε = 1/2. Ïî íåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà è òåîðåìå Ôóáèíè(∫
XI

|∇mu| dx
)p
6
∫
XI

ρε(p−1)|∇mu|p dx
(∫

XI

ρ−ε dx

)p−1

6 c6(n, θ, p)l
(n−ε)(p−1)
I

∫
XI

ρε(p−1)|∇mu|p dx,

A1 6 c6N
p

∫
Ω

ρε(p−1)|∇mu|p dx
∑

I∈E : x∈XI

l
−ε(p−1)
I

6 c(n, θ, p,N)

∫
Ω

|∇mu|p dx

6 c(n, θ,m, p,N)‖u‖pWm,p(Ω).

Ïî ëåììàì 6 è 7 íèæå

A2 6 c(n, θ,m, p, C,N)‖u‖pWm,p(Ω).

Ëþáàÿ òî÷êà â Rn ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì c(n) êóáàì 2ZI , ïîýòîìó

‖u‖pWm,p(Ω) 6 C
p‖f‖pWm−2,p(Ω)

6 c(n, p, C)
∑
I∈E

UpI |βI − βI∗ |p

l2pI
‖ΦI‖pWm−2,p(Ω)

6 c(n,m, p, C,Φ)
∑
I∈E

ln−mpI UpI |βI − βI∗ |
p.

Ïðåäûäóùèé àáçàö ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ äàííîãî ñåìåéñòâà (βI) âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî èç (21). Äëÿ íóëåâîãî ñåìåéñòâà ýòî íåðàâåíñòâî òðèâèàëüíî, à
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ βI äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Îòñþäà
ϕω ∈ Wm,p

osc (Rn−1) ïðè ϕ ∈ C∞0 (2K) ïî òåîðåìå 3. Âîçüìåì ϕ ñî ñâîéñòâîì
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ϕ ≡ 1 íà (3/2)K. Òîãäà ϕω = ω îêîëî òî÷êè a′, òàê ÷òî Ω ∈ Wm,p â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè a ∈ ∂Ω. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà. �

Â ñëåäóþùåé ëåììå H � ïîëóåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ýòî ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìîé (x, y) ñî ñâîéñòâîì

(x, x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ H. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëóíîðìà ñóòü ‖x‖ =
√

(x, x).

Ëåììà 6. Äëÿ ÷èñëà 0 < α 6 1/20, ýëåìåíòà x ∈ H è îðòîíîðìèðîâàííîãî

íàáîðà (xi)
k−1
i=0 ⊂ H (1 6 k 6 q ∈ N) îáîçíà÷èì

αi = α3q−i ,

‖x‖∞ = max
06i6k−1

α
2(k−i)
k |(x, xi)|,

Pjx = x−
j−1∑
i=0

(x, xi)xi (0 6 j 6 k).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A : H → H, ÷èñëî 0 < b 6 1/(23α) è
ìíîæåñòâà G0, . . . , Gk ⊂ H óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

(∀i) xi ∈ Gi & ‖PiAxi‖ 6 αi,(26)

(∀j) (∀x ∈ Gj) ‖x‖ 6= 0 & ‖Ax‖ 6 b‖x‖ & ‖x‖−1x ∈ Gj ,(27)

ïðè÷åì íàáîð (xi)
k−1
i=0 íåëüçÿ ðàñøèðèòü äî îðòîíîðìèðîâàííîãî íàáîðà (xi)

k
i=0

ñî ñâîéñòâîì (26). Âîçüìåì x ∈ H òàêîå, ÷òî åñëè Pkx /∈ Gk, òî
‖Pkx‖ 6 ‖x‖∞ & ‖APkx‖ 6 ‖x‖∞.

Òîãäà (28)⇒ (29)⇒ (30) äëÿ ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

‖PkAx‖ 6 3‖Ax‖∞,(28)

‖Pkx‖ 6 2‖x‖∞,(29)

‖Ax‖∞ 6 α‖x‖∞/3.(30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî Pkx ∈ Gk. Ââèäó αk 6 αq = α 6 1/20 èìååì

Ax =

k−1∑
i=0

(x, xi)Axi +APkx,(31)

|(Axi, xj)| = |(PiAxi, xj)| 6 ‖PiAxi‖ 6 αi ïðè i 6 j 6 k − 1,

|(Axi, xj)| 6 ‖Axi‖ 6 b,
|(APkx, xj)| 6 ‖APkx‖ 6 b‖Pkx‖,

|(Ax, xj)| 6
j∑
i=0

‖x‖∞α2(i−k)
k αi +

k−1∑
i=j+1

‖x‖∞α2(i−k)
k b+ b‖Pkx‖,

j∑
i=0

α
2(i−k)
k αi = α

2(j−k)
k

j∑
i=0

α
2(i−j)
k αi 6

20

19
α

2(j−k)
k αj(32)

6
1

19
α

2(j−k)+2
k ,

k−1∑
i=j+1

α
2(i−k)
k 6 α2(j−k)

k

∞∑
i=j+1

α
2(i−j)
k 6

20

19
α

2(j−k)+2
k ,
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‖Ax‖∞ 6
1 + 20b

19
α2
k{‖x‖∞ + ‖Pkx‖}

6
α+ 20αb

19
αk{‖x‖∞ + ‖Pkx‖} 6

αk{‖x‖∞ + ‖Pkx‖}
10

.

Ïðè Pkx /∈ Gk ïîëó÷àåì ýòîò ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ îöåíêè ‖APkx‖ 6 ‖x‖∞:

‖Ax‖∞ 6
20 + 20b

19
α2
k‖x‖∞ 6

αk‖x‖∞
10

6
αk{‖x‖∞ + ‖Pkx‖}

10
.

Îòñþäà ñðàçó âûâîäèì, ÷òî (29)⇒ (30).

Íåâîçìîæíîñòü ðàñøèðèòü (xi)
k−1
i=0 äî íàáîðà (xi)

k
i=0 âëå÷åò, ÷òî

(∀y ∈ Gk ∩ PkH) ‖PkAy‖ > αk‖y‖.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈ Gk ∩ PkH è ‖PkAy‖ < αk‖y‖, òî âûáîð xk = ‖y‖−1y
ïîðîæäàåò ïðîòèâîðå÷èå.

Èìïëèêàöèþ (28) ⇒ (29) äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ‖x‖∞ < ‖Pkx‖/2.
Òîãäà Pkx ∈ Gk ∩ PkH. Èç ñîîòíîøåíèé (31), Pk = PkPi, (26) è (32) âûâîäèì

αk‖Pkx‖ 6 ‖PkAPkx‖ 6
k−1∑
i=0

‖x‖∞α2(i−k)
k ‖PkPiAxi‖+ ‖PkAx‖

6 ‖x‖∞
k−1∑
i=0

α
2(i−k)
k αi + ‖PkAx‖

6 (20/19)αk‖x‖∞ + ‖PkAx‖
6 (10/19)αk‖Pkx‖+ ‖PkAx‖,

‖Ax‖∞ <
αk{‖Pkx‖/2 + ‖Pkx‖}

10

=
3αk‖Pkx‖

20
6

19‖PkAx‖
60

6
‖PkAx‖

3
.

Ïðèøëè ê îòðèöàíèþ íåðàâåíñòâà (28). �

Ëåììà 7. Â óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 4

A2 6 c(n, θ,m, p, C,N)‖u‖pWm,p(Ω).

Áóêâû A, β, ci è G äàëåå ïðèìåíÿþòñÿ â îòëè÷íîì îò òåîðåìû 4 ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

β0(n,N) = 3n−1/(2N),

Eirr = {I ∈ E : ω /∈ RM,N (3I)}

(îò ñëîâà irrational èëè irregular). Äëÿ ëþáîãî I ∈ Eirr îáîçíà÷èì

F+(x) =
∑

γ : γn>2

fγ{x− c↑I}
γ äëÿ F (x) =

∑
γ

fγ{x− c↑I}
γ ,

‖F‖I = E(F )c↑I ,lI
=

(∑
γ

f2
γ l

2|γ|
I

)1/2

,

‖F‖2I = E(F+)2
c↑I ,lI

=
∑

γ : γn>2

f2
γ l

2|γ|
I ,

(F,G)I = (‖F +G‖2I − ‖F −G‖2I)/4,
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PI,β =

{
F ∈ PnM \ {0} : l1−nI

∫
3I

|F (ξ↑)| dξ 6 β‖F‖I
}

(β > 0),

Pn−1 = {0},
P+ = (PnM )+ = {F ∈ PnM : F+ = F} = (xn − ω(cI))

2PnM−2,

q = dimP+ = dimPnM−2 =
(
n+m−3

n

)
,

∆+
I = D−1

nn∆ : PnM → P+ ⊂ PnM ,

ãäå ξ↑ = (ξ, ω(ξ)) è F,G ∈ PnM , à D−1
nn � îáðàùåíèå áèåêöèè Dnn : P+ → PnM−2.

Ôîðìà (F,G)I ïðåâðàùàåò PnM â ïîëóåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî HI .
Äëÿ ëþáîãî F ∈ PI,β0

èç F 6= 0 è ω /∈ RM,N (3I) ñëåäóåò, ÷òî

(3lI)
2E(DnnF )c↑I ,3lI

> E(F )c↑I ,3lI
/N − (3lI)

1−n
∫

3I

|F (ξ↑)| dξ

> ‖F‖I/N − 31−nβ0‖F‖I

= ‖F‖I/(2N).

Â ÷àñòíîñòè, DnnF 6= 0, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè m = 2. Â ýòîì ñëó÷àå PI,β0
= ∅.

Áåç îñîáûõ çàòðóäíåíèé óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

(∀F ∈ PnM ) E(DnnF )c↑I ,3lI
6 c(m)l−2

I ‖F‖I ,

(∀F ∈ PI,β0
) ‖F‖I < 2N(3lI)

2E(DnnF )c↑I ,3lI
6 c0(m,N)‖F‖I ,(33)

(∀F ∈ PnM−2) ‖D−1
nnF‖I 6 (1/2)l2I‖F‖I 6 l2I‖F‖I ,

(∀F ∈ PnM ) ‖∆F‖I 6 c1(n,m)l−2
I ‖F‖

I ,

(∀F ∈ PnM ) ‖∆+
I F‖I 6 l

2
I‖∆F‖I 6 c1‖F‖I ,

(∀F ∈ PI,β0
) ‖∆+

I F‖I 6 c0c1‖F‖I .(34)

Âîçüìåì v ∈ Wm,p
γ0

(Ω). Óòî÷íåííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Ñîáîëåâà
ôóíêöèè v îòíîñèòåëüíî âïèñàííîãî â YI øàðà [6, ãë. 3, ñëåäñòâèå 12] äîñòàâ-
ëÿåò ìíîãî÷ëåí FI [v] ∈ PnM òàêîé, ÷òî

(35) |Dγv(x)−DγFI [v](x)| 6 c(n, θ,m)

∫
XI

|∇mv(y)|
|x− y|n−m+|γ| dy

äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà ñ |γ| 6M è ïî÷òè âñåõ x ∈ XI . Ïîëîæèì

Eβ [v] =

{
I ∈ Eirr : lm−nI

∫
XI

|∇mv| dx < β‖FI [v]‖I
}

äëÿ β > 0. Ïðè I ∈ Eβ [v] ïî àíàëîãèè ñ îöåíêàìè (7) è (8) âûâîäèì

l−nI

∫
XI

|v − FI [v]| dx 6 c∗(n, θ,m)lm−nI

∫
XI

|∇mv| dx < c∗β‖FI [v]‖I ,(36)

l1−nI

∫
3I

|FI [v](ξ↑)| dξ 6 c2(n, θ,m)lm−nI

∫
XI

|∇mv| dx < c2β‖FI [v]‖I ,

FI [v] ∈ PI,c2β .

Äëÿ I ∈ Eirr îáîçíà÷èì FI = FI [u]. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

lm−nI

∫
XI

|∇mu| dx < β1u(cYI ) (β1 > 0).
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Ôóíêöèÿ u íà êóáå YI ñðàâíèìà ñ u(cYI ) ïî íåðàâåíñòâó Ãàðíàêà, à íîðìà ‖FI‖I
ñðàâíèìà ñ l−nI

∫
YI
|FI | dx. Îòñþäà è èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (36) ñëåäóåò, ÷òî

åñëè β1(n, θ,m) äîñòàòî÷íî ìàëî, òî âûïîëíåíà îöåíêà

u(cYI ) 6 c3(n, θ,m)‖FI‖I .
Ïîëîæèì

Eβ =

{
I ∈ Eirr : lm−nI

∫
XI

|∇mu| dx < βu(cYI )/c3

}
.

Ïî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4

(37)

∑
I∈Eirr\Eβ

ln−mpI up(cYI ) 6 c
p
3β
−p
∑
I∈E

ln−npI

(∫
XI

|∇mu| dx
)p

6 c(n, θ,m, p, β)‖u‖pWm,p(Ω).

Äëÿ β 6 c3β1 èìååì Eβ ⊂ Eβ [u], îòêóäà

(38)
∑
I∈Eβ

ln−mpI up(cYI ) 6 c
p
3

∑
I∈Eβ [u]

ln−mpI {‖FI‖I}p.

Ïðè m = 2 ïîëîæèì β = (β0/c2) ∧ (c3β1). Åñëè I ∈ Eβ , òî
FI ∈ PI,c2β ⊂ PI,β0

= ∅,
ïîýòîìó Eβ = ∅ è îöåíêà (37) äîêàçûâàåò ëåììó 7 äëÿ m = 2.

Ïóñòü m > 3. Òîãäà ïðèìåíèìî íåðàâåíñòâî (35) ñ |γ| = 2. Äëÿ I ∈ Eβ [v] ïî
àíàëîãèè ñ (36) èìååì

l2−nI

∫
XI

|∆v −∆FI [v]| dx 6 c(n, θ,m)β‖FI [v]‖I .

Åñëè β 6 β0/c2 è I ∈ Eβ [u], òî FI ∈ PI,β0
è (ââèäó ãàðìîíè÷íîñòè u íà YI)

(39)

‖∆+
I FI‖I 6 l

2
I‖∆FI‖I 6 c(n, θ,m)l2−nI

∫
YI

|∆FI | dx

6 c4(n, θ,m)β‖FI‖I

6 c0c4β‖FI‖I .

Îáîçíà÷èì VI = FI [v], w = SDnnv è WI = FI [w]. Ïî (35) è òåîðåìå Ôóáèíè

‖VI −∆+
I WI‖I = ‖D−1

nn(DnnVI −∆WI)‖I
6 l2I‖DnnVI −∆WI‖I

6 c(n, θ,m)l2−nI

∫
YI

|DnnVI −Dnnv + ∆w −∆WI | dx

6 c5(n, θ,m)lm−nI

∫
XI

{|∇mv|+ |∇mw|} dx.

Î÷åâèäíî, ÷òî c0 > 1 è c1 > 2. Îáîçíà÷èì

α =
1

C
∧ 1

23c0c1

(
<

1

20

)
,

αi = α3q−i ,

b = c0c1,

bi = β0(4c0c1/α
2
1)i−q (0 6 i 6 q),
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β =
α0

c0c4
∧ α2

1

4c0c5
∧ 5α2

1b0
6α2c0c1c2

∧ b0
c2
∧ (c3β1)

(
<
β0

c2

)
.

Äëÿ ëþáîãî I ∈ Eβ [u] â ëåììå 6 ïîëîæèì H = HI ,

x0 = ‖FI‖−1
I FI & A = ∆+

I & Gj = PI,bj .

Ââèäó FI ∈ PI,c2β ⊂ G0 è íåðàâåíñòâ (39) íàáîð (xi)
0
i=0 óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

(26). Ýòîò íàáîð ìîæíî ïî èíäóêöèè ðàñøèðèòü äî ìàêñèìàëüíîãî îðòîíîð-

ìèðîâàííîãî íàáîðà (xi)
k−1
i=0 ñî ñâîéñòâîì (26). Î÷åâèäíî, ÷òî k 6 q = dimP+.

Ñâîéñòâî (27) âûïîëíåíî íà îñíîâàíèè G0 ⊂ · · · ⊂ Gq = PI,β0 , (33) è (34).
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí x ∈ G0. Ñ ó÷åòîì (33) èìååì

l1−nI

∫
3I

|Pkx(ξ↑)| dξ 6 l1−nI

∫
3I

|x(ξ↑)| dξ +

k−1∑
i=0

|(x, xi)I |l1−nI

∫
3I

|xi(ξ↑)| dξ

6 b0‖x‖I + ‖x‖I
k−1∑
i=0

bi‖xi‖I

6 b0c0‖x‖I + ‖x‖I
k−1∑
i=0

bic0 6 2bk−1c0‖x‖I .

Åñëè 2bk−1c0‖x‖I < bk‖Pkx‖I , òî Pkx ∈ Gk. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

‖Pkx‖I 6 ‖Pkx‖I 6
2bk−1c0
bk

‖x‖I =
α2

1

2c1
‖x‖I 6

‖x‖I
2

,

‖x‖I =

√√√√k−1∑
i=0

(x, xi)2
I + ‖Pkx‖2I 6

2√
3

√√√√k−1∑
i=0

(x, xi)2
I

6
2√
3

√√√√k−1∑
i=0

α
4(i−k)
k ‖x‖∞ 6 2α−2k

k ‖x‖∞ 6 2α−2
1 ‖x‖∞,

‖Pkx‖I 6 ‖Pkx‖I 6
α2

1

2c1

2

α2
1

‖x‖∞ = c−1
1 ‖x‖∞ 6 ‖x‖∞,

‖APkx‖I = ‖∆+
I Pkx‖I 6 c1‖Pkx‖

I 6 ‖x‖∞.

Çíà÷èò, ê ìíîãî÷ëåíàì x ∈ G0 ïðèìåíèìî çàêëþ÷åíèå ëåììû 6.
Ïîëóíîðìà ‖x‖∞ è ïðîåêöèÿ Pkx ëåììû 6 áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç ‖x‖∞,I

è PIx ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà F ⊂ Eβ [u] ïîëîæèì

F [v] =

{
I ∈ F : lm−nI

∫
XI

|∇mv| dx < βc0‖VI‖∞,I
α2

1

& ‖PIVI‖I 6 2‖VI‖∞,I
}
,

FS [v] =

{
I ∈ F [v] : lm−nI

∫
XI

|∇mw| dx < βc0‖VI‖∞,I
α2

1

}
,

TF = sup
v∈Wm,p

γ0
(Ω)\{0}

∑
I∈F [v] l

n−mp
I ‖VI‖p∞,I

‖v‖pWm,p(Ω)

,

ãäå VI = FI [v] è w = SDnnv. Äëÿ ëþáîãî I ∈ Eβ [u]

lm−nI

∫
XI

|∇mu| dx < β‖FI‖I 6 βc0‖FI‖I
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6 βc0α
−2
1 α2k

k ‖FI‖I = βc0α
−2
1 ‖FI‖∞,I

è PIFI = 0, îòêóäà F [u] = F è

(40)
∑

I∈Eβ [u]

ln−mpI {‖FI‖I}p 6 (c0/α
2
1)p
[
sup
F
TF

]
‖u‖pWm,p(Ω).

Çàìåòèì, ÷òî TF <∞ â ñèëó (36).
Ïóñòü îïÿòü WI = FI [w]. Äëÿ I ∈ FS [v] èìååì

‖VI −∆+
I WI‖I 6 c5

2βc0‖VI‖∞,I
α2

1

6 (1/2)‖VI‖∞,I ,

‖VI −∆+
I WI‖∞,I 6 α2‖VI −∆+

I WI‖I 6 (1/6)‖VI‖∞,I ,
‖∆+

I WI‖∞,I > ‖VI‖∞,I − ‖VI −∆+
I WI‖∞,I > (5/6)‖VI‖∞,I ,

‖PI∆+
I WI‖I 6 ‖PIVI‖I + ‖VI −∆+

I WI‖I
6 2‖VI‖∞,I + (1/2)‖VI‖∞,I = (5/2)‖VI‖∞,I
6 3‖∆+

I WI‖∞,I .

Ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâî (28) äëÿ ìíîãî÷ëåíà x = WI . Ïðè ýòîì

‖VI‖∞,I 6 (6/5)‖∆+
I WI‖∞,I 6 (6α2/5)‖∆+

I WI‖I
6 (6α2c1/5)‖WI‖I ,

βc0‖VI‖∞,I
α2

1

6
6α2βc0c1

5α2
1

‖WI‖I 6
b0
c2
‖WI‖I ,

I ∈ Eb0/c2 [w] & x = WI ∈ PI,b0 = G0.

Ëåììà 6 äîñòàâëÿåò íåðàâåíñòâà (29) è (30). Â ñèëó (30)

‖VI‖∞,I 6 (6/5)‖∆+
I WI‖∞,I 6 (α/2)‖WI‖∞,I < ‖WI‖∞,I .

Ñ ó÷åòîì (29) óáåæäàåìñÿ, ÷òî FS [v] ⊂ F [w].
Òåïåðü ìîæåì îöåíèòü TF :∑
I∈F [v]\FS [v]

ln−mpI ‖VI‖p∞,I 6
(
α2

1

βc0

)p∑
I∈E

ln−npI

(∫
XI

|∇mw| dx
)p

6 c6(n, θ,m, p,N,C)‖w‖pWm,p(Ω)

6 c6C
p‖Dnnv‖pWm−2,p(Ω)

6 c6C
p‖v‖pWm,p(Ω),∑

I∈FS [v]

ln−mpI ‖VI‖p∞,I 6 (α/2)p
∑

I∈F [w]

ln−mpI ‖WI‖p∞,I

6 (α/2)pTF‖w‖pWm,p(Ω)

6 (αC/2)pTF‖v‖pWm,p(Ω) 6 (1/2)TF‖v‖pWm,p(Ω),

TF 6 2c6C
p.

Â ñî÷åòàíèè ñ íåðàâåíñòâàìè (37), (38) è (40) ýòî äîêàçûâàåò ëåììó 7. �
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5. Êðèòåðèé Wm,p-ðàñïðÿìëÿåìîñòè ñ íóëåâûì ñëåäîì

Âî ââåäåíèè îòìå÷åíî, ÷òî ðàáîòû àâòîðà [28, 29, 30, 31, 32] ñîäåðæàò ýêâè-
âàëåíòíîñòü ðÿäà óñëîâèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðÿìëåíèåì ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé.
Ðàññóæäåíèÿ ãðóïïèðóþòñÿ âîêðóã äèñêðåòíîãî âåñîâîãî íåðàâåíñòâà (ÄÂÍ) è
â îñíîâíîì îòíîñÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâàì Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ F sp,q(Rn+) è F sp,q(Ω),
ãäå Rn+ = {x ∈ Rn : xn > 0} � âåðõíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî, à

Ω = {x ∈ Rn : xn > ω(x′)}

� íàäãðàôèê ëèïøèöåâîé ôóíêöèè ω : Rn−1 → R. Íåîáõîäèìîñòü ÄÂÍ äëÿ
èíâàðèàíòíîñòè ïðîñòðàíñòâà F sp,q îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ñ íåêîòîðûì áè-
ëèïøèöåâûì C∞-äèôôåîìîðôèçìîì g : Rn+ → Ω ñî ñâîéñòâîì

(41) (∀ξ) lim
x→(ξ,0)

g(x) = (ξ, ω(ξ))

ïîëó÷åíà â [31] ÷åðåç íåîáõîäèìîñòü ÄÂÍ äëÿ ñîâïàäåíèÿ [29, 30] ïðîñòðàíñòâà
ñëåäîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâà F sp,q(Rn+) ñ ïðîñòðàíñòâîì ñëåäîâ äëÿ F sp,q(Ω).

Â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷åíà èíâàðèàíòíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà

Wm,p
γ0

(Ω) = {f ∈Wm,p(Ω): γ0f = 0}

îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ñ íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì g. Çäåñü ïðîñòðàíñòâî
Ñîáîëåâà Wm,p(Ω) (m ∈ N è 1 < p <∞) è îïåðàòîð ñëåäà

γ0 : Wm,p(Ω)
âëîæåíèå−−−−−−→W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω)

îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî óêàçàííàÿ èíâàðèàíòíîñòü (ðàñïðÿìëÿåìîñòü) ðàâíîñèëüíà òîìó
æå ÄÂÍ, ÷òî ðàíüøå. Ïîñêîëüêó ïîäõîä ñ ïðîñòðàíñòâàìè ñëåäîâ òåïåðü íå ðà-
áîòàåò, íåîáõîäèìîñòü ÄÂÍ áóäåò ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ osq-÷èñåë è òåîðåìû 3.
Íîâûé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì äàæå äëÿ ñëó÷àÿ ¾ïîëíûõ¿
ïðîñòðàíñòâ Wm,p(Ω). Â ÷àñòíîñòè, îí íå òðåáóåò îãðàíè÷åíèÿ (41).

Ïóñòü |ω(ξ)− ω(η)| 6 θ|ξ − η|. Äëÿ I ∈ D îáîçíà÷èì
Θ = 6 + 6θ

√
n,

XI = XI [ω] = {x ∈ Rn : x′ ∈ 3I & ω(x′) < xn < ω(cI) + ΘlI + lI},
YI = I × (ω(cI) + ΘlI − lI/2, ω(cI) + ΘlI + lI/2).

Ëåììà 8. Äëÿ ëþáûõ M = m− 1 ∈ N è µ > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

N = N(n, θ,m, µ) > 1

ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè f ∈ Wm,1(XI), γ0f = 0 íà ÷àñòè {ω(x′) = xn}
ãðàíèöû ∂XI è

f(x)/ρ(x) > µl−n−1
I

∫
YI

|f | dy

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ XI ñî ñâîéñòâîì ρ(x) = xn − ω(x′) 6 µlI , òî

osqM,N
1 ω(2I)

∫
YI

|f | dy 6 Nlm+1
I

∫
XI

|∇mf | dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àôôèííûå çàìåíû êîîðäèíàò äàþò, ÷òî ëåììó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî I ∈ D ñ ðåáðîì lI = 1 è ôóíêöèé ñ ω(cI) = 0 è∫
YI
|f | dy = 1.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà íåâåðíà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî N ∈ N ñóùåñòâóþò
θ-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ωN è ôóíêöèÿ fN ∈Wm,1(XI [ωN ]) ñî ñâîéñòâàìè

ωN (cI) = 0,

γ0fN = 0 íà {ωN (x′) = xn},
fN (x)

ρN (x)
> µ

∫
YI

|fN | dy = µ äëÿ ï.â. x ∈ XI [ωN ] ñ ρN (x) = xn − ωN (x′) 6 µ,

osqM,N
1 ωN (2I) > N

∫
XI [ωN ]

|∇mfN | dx.(42)

Ïóñòü FN ∈ PnM � ìíîãî÷ëåí èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ñîáîëåâà
ôóíêöèè fN îòíîñèòåëüíî âïèñàííîãî â YI øàðà. Èç

∫
YI
|fN | dy = 1 ñëåäóåò, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (FN ) îãðàíè÷åíà â PnM . Êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2,
ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü N1 < N2 < · · · , θ-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ω è
ìíîãî÷ëåí F ∈ PnM òàêèå, ÷òî ïðè k →∞

‖ω − ωNk‖L∞(3I) → 0,∫
YI

|F − FNk | dy → 0,

‖fNk − F‖L1(K) → 0 äëÿ ëþáîãî K b XI ,∫
3I

|FNk(ξ, ωNk(ξ))| dξ → 0.

Îòñþäà F (ξ, ω(ξ)) = 0 íà 3I. Âûäåëÿÿ èç (fNk) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ
ïî÷òè âñþäó â XI ñõîäèòñÿ ê F , ïîëó÷àåì F (x) > µρ(x) äëÿ x ∈ XI ñ ρ(x) 6 µ.
Ïîýòîìó infξ∈2I DnF (ξ, ω(ξ)) > 0. Ýòî ñâîéñòâî ïðèâîäèòñÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ
îöåíêîé (42) òàê æå, êàê â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 8 îò ïðîòèâíîãî. �

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äàíû ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ω : Rn−1 → R, öåëîå m > 2 è
1 < p <∞. Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå ÷åòûðå óñëîâèÿ.

(i) Ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî

(∀βI ∈ R)
∑
I∈D

ln−mpI oscm−1
1 ω(2I)p|βI |p 6 C

∑
I∈D

ln−mp+pI |βI − βI′ |p.

(ii) Äëÿ íåêîòîðîãî áèëèïøèöåâà ãîìåîìîðôèçìà g = g−1 : Rn+ → Ω

(∀f ∈Wm,p(Ω)) f ◦ g ∈Wm,p(Rn+),

(∀f ∈Wm,p(Rn+)) f ◦ g ∈Wm,p(Ω).

(iii) Äëÿ íåêîòîðîãî áèëèïøèöåâà ãîìåîìîðôèçìà g = g−1 : Rn+ → Ω

(∀f ∈Wm,p
γ0

(Ω)) f ◦ g ∈Wm,p
γ0

(Rn+),

(∀f ∈Wm,p
γ0

(Rn+)) f ◦ g ∈Wm,p
γ0

(Ω).

(iv) Äëÿ íåêîòîðîãî áèëèïøèöåâà ãîìåîìîðôèçìà g : Ω→ Rn+
(∀f ∈Wm,p

γ0
(Rn+)) f ◦ g ∈Wm,p

γ0
(Ω).

Êðèòåðèé (i)⇔ (ii)Wm,p-ðàñïðÿìëÿåìîñòè èçâåñòåí [31] äëÿ áèëèïøèöåâûõ
C∞-äèôôåîìîðôèçìîâ ñî ñâîéñòâîì (41). Ýêâèâàëåíòíîñòü (i) ⇔ (iii) ìîæíî
íàçâàòü êðèòåðèåì Wm,p-ðàñïðÿìëÿåìîñòè ñ íóëåâûì ñëåäîì.
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Áèëèïøèöåâû ãîìåîìîðôèçìû ñîõðàíÿþò [43, òåîðåìà 2.2.2] ïðîñòðàíñòâî
Ñîáîëåâà W 1,p, ïîýòîìó êîìïîçèöèè f ◦ g è f ◦ g â óñëîâèÿõ (ii)�(iv) èìåþò
ñìûñë êàê ôóíêöèè êëàññà W 1,p, à àíàëîãè óñëîâèé (ii)�(iv) äëÿ ïðîñòðàíñòâ
W 1,p òðèâèàëüíî âûïîëíÿþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåðíî óñëîâèå (i). Ïî òåîðåìå 2.7 â [31] èìååò ìåñòî
óñëîâèå (ii) ñ çàìåíîé Wm,p íà Fmp,q (q ∈ (0,∞] ëþáîå). Ïðîñòðàíñòâî Fmp,q(Ω)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóæåíèå íà Ω ïðîñòðàíñòâà Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ Fmp,q(Rn),
êîòîðîå ïðè q = 2 ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà Wm,p(Rn) ïî òåîðåìå
2.3.3 â [40]. Òåîðåìà 3 â [6, ãë. 6] ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóæåíèå Wm,p(Rn) íà Ω
èäåíòè÷íî ïðîñòðàíñòâó Wm,p(Ω), ÷òî äîêàçûâàåò óñëîâèå (ii).

Ïóñòü âåðíî óñëîâèå (ii) è f ∈Wm,p
γ0

(Ω). Ðàâåíñòâî γ0f = 0 îçíà÷àåò, ÷òî

lim
k→∞

‖f − fk‖W 1,p(Ω) = 0 & lim
k→∞

‖γ0fk‖Lp(∂Ω) = 0

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) ⊂ C(Ω) ∩W 1,p(Ω). Î÷åâèäíî, ÷òî

(fk ◦ g) ⊂ C(Rn+) ∩W 1,p(Rn+) & lim
k→∞

‖f ◦ g − fk ◦ g‖W 1,p(Rn+) = 0.

Ãîìåîìîðôèçì g èíäóöèðóåò áèëèïøèöåâ ãîìåîìîðôèçì ∂Rn+ → ∂Ω è èçîìîð-
ôèçì Lp(∂Rn+)→ Lp(∂Ω). Îòñþäà

lim
k→∞

‖γ0(fk ◦ g)‖Lp(∂Rn+) = 0 & f ◦ g ∈Wm,p
γ0

(Rn+).

Ñëó÷àé êîìïîçèöèè f ◦ g àíàëîãè÷åí. Óñëîâèå (iii) äîêàçàíî.
Î÷åâèäíî, ÷òî (iii)⇒ (iv).
Ïóñòü èìååò ìåñòî (iv). Ïî îïðåäåëåíèþ áèëèïøèöåâîñòè

(∃ϑ > 1) (∀x, y ∈ Ω) |x− y|/ϑ 6 |g(x)− g(y)| 6 ϑ|x− y|.
Åñëè fk → f â Wm,p

γ0
(Rn+) è fk ◦ g→ F â Wm,p

γ0
(Ω) ïðè k →∞, òî fk ◦ g→ f ◦ g

â W 1,p(Ω) è ïîýòîìó f ◦ g = F . Â ñèëó òåîðåìû î çàìêíóòîì ãðàôèêå

(∃C > 0) (∀f ∈Wm,p
γ0

(Rn+)) ‖f ◦ g‖Wm,p(Ω) 6 C‖f‖Wm,p(Rn+).

Äëÿ ëþáîãî I ∈ D
diam g(XI) 6 ϑ diamXI 6 c1(n, θ, ϑ)lI ,

inf
y∈YI

g(y)n = inf
y∈YI

dist(g(y), ∂Rn+) > inf
y∈YI

dist(y, ∂Ω)/ϑ > c2(n, θ, ϑ)lI .

Îáîçíà÷èì

µ =
1

c1
√
θ2 + 1ϑ

∧ c2
2ϑ
,

c3 =
c2
2c1

(
6

1

2ϑ2

)
,

c4 =
2c1
√

1− c23
1−

√
1− c23

,

c5 =
2c1

1−
√

1− c23
,

xI = (cI , ω(cI)),

yI = lim
t↓0

g(xI + ten),

zI = yI − c4lIen.
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Èìååì 2c1 + c4 = c5. Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî

(43)
(∀x ∈ Rn+) (∀y ∈ B(zI , c5lI) ∩ Rn+)

yn − xn > c3|x− y| ⇒ |x− zI | 6 |y − zI |.

Âîçüìåì íåâîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ ϕ ∈ C∞(R) ñî ñâîéñòâàìè ϕ
∣∣
(−∞,c1+c4]

≡ 1

è ϕ
∣∣
[c5,∞)

≡ 0. Ïðè x ∈ Rn+ ïîëîæèì

ΦI(x) = ϕ(|x− zI |/lI)xn.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî (βI)I∈D ⊂ R òàêîå, ÷òî βI 6= βI′ äëÿ I èç êîíå÷íîãî

ïîäìíîæåñòâà â D. Ôóíêöèÿ

f =
∑
I∈D
|βI − βI′ |ΦI

ïðèíàäëåæèò ê Wm,p
γ0

(Rn+), ïîýòîìó f ◦ g ∈Wm,p
γ0

(Ω). Ïóñòü

x ∈ XI & ρ(x) = xn − ω(x′) 6 µlI & y ∈ YI .
Ââèäó µ 6 c2/(2ϑ) èìååì

g(y)n − g(x)n > c2lI − ϑdist(x, ∂Ω) > c2lI/2 = c1c3lI > c3|g(x)− g(y)|.
Åñëè ΦJ(g(y)) 6= 0, òî g(y) ∈ B(zJ , c5lJ). Îòñþäà ïî (43)

|g(x)− zJ | 6 |g(y)− zJ |,

ρ(x) 6
√
θ2 + 1 dist(x, ∂Ω) 6

√
θ2 + 1ϑg(x)n,

g(y)n 6 c1lI ,

ΦJ(g(x))

ρ(x)
=
ϕ(|g(x)− zJ |/lJ)g(x)n

ρ(x)

>
ϕ(|g(y)− zJ |/lJ)g(y)n√

θ2 + 1ϑg(y)n
> µl−1

I ΦJ(g(y)).

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà âåðíà è ïðè ΦJ(g(y)) = 0, ïîýòîìó

f(g(x))/ρ(x) > µl−1
I f(g(y)),

(f ◦ g)(x)/ρ(x) > µl−n−1
I

∫
YI

f ◦ g dy.

Ëåììà 8 äîñòàâëÿåò N(n, θ,m, ϑ) > 1 òàêîå, ÷òî

osqM,N
1 ω(2I)

∫
YI

f ◦ g dy 6 Nlm+1
I

∫
XI

|∇m(f ◦ g)| dx.

Ïóñòü y ∈ YI è I ⊂ J . Òîãäà y ∈ XI ⊂ XJ ,

|g(y)− zJ | 6 |g(y)− yJ |+ |yJ − zJ | 6 (c1 + c4)lJ ,

ΦJ(g(y)) = g(y)n > c2lI ,

f(g(y)) > c2lI
∑

J∈D : I⊂J
|βJ − βJ′ | > c2lI |βI |,∫

YI

f ◦ g dy > c2ln+1
I |βI |,∑

I∈D
ln−mpI osqM,N

1 ω(2I)p|βI |p 6 (N/c2)p
∑
I∈D

ln−npI

(∫
XI

|∇m(f ◦ g)| dx
)p
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6 c6(n, θ,m, p, ϑ)‖f ◦ g‖pWm,p(Ω)

6 c6C
p‖f‖pWm,p(Rn+).

Ïðåäïîñëåäíÿÿ îöåíêà ïðîâåðåíà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 ñ ïîìîùüþ íåðà-
âåíñòâà Ã¼ëüäåðà è òåîðåìû Ôóáèíè. Äëÿ |γ| 6 m è x ∈ Rn+ àíàëîãè÷íî

|DγΦI(x)| 6 c7(n,m,ϕ)l
−|γ|+1
I 6 c7l

−m+1
I ,

|Dγf(x)| 6 c7
∑

I : x∈supp ΦI

l
−m+1+ε/p
I |βI − βI′ | · l−ε/pI (ε = 1/2),

|Dγf(x)|p 6 c8(n, θ,m, p, ϑ, ϕ)x−εn
∑

I : x∈supp ΦI

l−mp+p+εI |βI − βI′ |p,

‖f‖pWm,p(Rn+) 6
(
n+m
n

)
c8
∑
I∈D

l−mp+p+εI |βI − βI′ |p
∫

supp ΦI

x−εn dx

6 c9(n, θ,m, p, ϑ, ϕ)
∑
I∈D

ln−mp+pI |βI − βI′ |p,

ïîñêîëüêó  ∑
I : x∈supp ΦI

l
−ε/(p−1)
I

p−1

6 c(n, θ, p, ϑ)x−εn .

Ïðåäûäóùèé àáçàö ïîêàçûâàåò, ÷òî∑
I∈D

ln−mpI osqM,N
1 ω(2I)p|βI |p 6 c6c9Cp

∑
I∈D

ln−mp+pI |βI − βI′ |p.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâ (βI) ýòî íåðàâåíñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì. Îòñþäà óñëîâèå (i) âûâîäèòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå 3. Êîíêðåòíåå,
ìû ïîëó÷àåì îöåíêè

oscm−1
1 ω(2I) 6 c(n,m,N)lmI

{
1 +

∑
J∈D : I⊂J

l−mJ osqM,N
1 ω(2J)

}
,

oscm−1
1 ω(2I)p 6 c(n,m, p,N)lmpI

{
1 +

∑
J∈D : I⊂J

l−εI lε−mpJ osqM,N
1 ω(2J)p

}
,∑

I∈D
ln−mpI oscm−1

1 ω(2I)p|βI |p 6 c(n,m, p,N){A1 +A2 +A3},

ãäå

A1 =
∑
I∈D

lnI |βI |p,

A2 =
∑

I,J∈D : I⊂J
ln−εI lε−mpJ osqM,N

1 ω(2J)p|βJ |p,

A3 =
∑

I,J∈D : I⊂J
ln−εI lε−mpJ osqM,N

1 ω(2J)p|βI − βJ |p,

è ìàæîðèðóåì âåëè÷èíû Ai ÷åðåç
∑
I∈D l

n−mp+p
I |βI − βI′ |p.

Èìïëèêàöèÿ (iv)⇒ (i) è òåîðåìà 5 äîêàçàíû. �
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