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Abstract. In article the intervals in the lattice of partial ultraclones
of rank 2 are considered. The well-known classes of all monotone M and
all self-dual S Boolean functions are partial ultraclones of rank 2. We
proved that each of the intervals ℑ(M,M2) and ℑ(S,M2), where M2 is
complete partial ultraclone of rank 2, is �nite.
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1. Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî, äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñóùåñòâóåò ðîâíî 5 ìàêñèìàëüíûõ çà-
ìêíóòûõ êëàññîâ (êëîíîâ) T0, T1, M , S è L [1]. Â [2] äîêàçàíî, ÷òî â ðåøåòêå
÷àñòè÷íûõ êëîíîâ ðàíãà 2 èíòåðâàëû, ñîäåðæàùèå êëàññû T0, T1, M , S, ÿâëÿ-
þòñÿ êîíå÷íûìè, à äëÿ L òàêîé èíòåðâàë èìååò êîíòèíóàëüíóþ ÷àñòü. Â ñâîþ
î÷åðåäü â ðåøåòêå óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 âñå àíàëîãè÷íûå èíòåðâàëû êîíå÷íû
[3, 4]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ ðåøåòêè
÷àñòè÷íûõ óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2, êîòîðàÿ ñîäåðæèò â ñåáå ðåøåòêè ÷àñòè÷-
íûõ êëîíîâ è óëüòðàêëîíîâ. Äîêàçàíî, ÷òî èíòåðâàëû, ñîäåðæàùèå M è S,
èìåþò 14 è 17 ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî èíòåðâàëû äëÿ T0 è T1
èññëåäîâàíû â [3], ãäå äîêàçàíà èõ êîíå÷íîñòü.

Badmaev, S.A., Dugarov, A.E., Fomina, I.V., Sharankhaev, I.K. On two intervals

in the lattice of partial ultraclones of rank 2.

© 2022 Áàäìàåâ Ñ.À., Äóãàðîâ À.Å., Ôîìèíà È.Â., Øàðàíõàåâ È.Ê..

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �22�21�20013,
https://rscf.ru/project/22-21-20013/ è Ïðàâèòåëüñòâà Ðåñïóáëèêè Áóðÿòèÿ.

Ïîñòóïèëà 29 àâãóñòà 2022 ã., îïóáëèêîâàíà 31 ìàðòà 2023 ã.

262



Î ÄÂÓÕ ÈÍÒÅÐÂÀËÀÕ Â ÐÅØÅÒÊÅ ×ÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÓËÜÒÐÀÊËÎÍÎÂ 263

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü E = {0, 1} è F = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæå-
ñòâà ôóíêöèé:
P2,n = {f |f : En → E}, P2 =

⋃
n
P2,n;

P ∗
2,n = {f |f : En → E ∪ {∅}}, P ∗

2 =
⋃
n
P ∗
2,n;

P−
2,n = {f |f : En → F \ {∅}}, P−

2 =
⋃
n
P−
2,n;

M2,n = {f |f : En → F}, M2 =
⋃
n
M2,n.

Ôóíêöèè èç P2 íàçûâàþò áóëåâûìè ôóíêöèÿìè, èç P ∗
2 � ÷àñòè÷íûìè ôóíê-

öèÿìè íà E, èç P−
2 � ãèïåðôóíêöèÿìè íà E, à èç M2 � ìóëüòèôóíêöèÿìè íà

E. Î÷åâèäíî, ÷òî P2 ⊂ P ∗
2 ⊂M2, P2 ⊂ P−

2 ⊂M2.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóïåðïîçèöèÿ

f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)),

ãäå f, f1, . . . , fn ∈ M2, îïðåäåëÿëà ìóëüòèôóíêöèþ g(x1, . . . , xm) îïðåäåëèì
çíà÷åíèÿ ìóëüòèôóíêöèè f íà íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà F ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè (α1, . . . , αm) ∈ Em, òî

g(α1, . . . , αm) =


⋂

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), åñëè ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî;⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íà íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ ∅, ìóëüòèôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ∅.
Äàëåå ìóëüòèôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ôóíêöèåé, åñëè ýòî íå âûçû-

âàåò íåäîðàçóìåíèé.
Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî i, ãäå 1 ≤ i ≤ n, îáîçíà÷èì ÷åðåç

eni (x1, . . . , xi, . . . , xn) ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ïå-
ðåìåííîé xi. Ôóíêöèè e

n
i íàçûâàþòñÿ ïðîåêöèÿìè èëè ñåëåêòîðíûìè ôóíêöè-

ÿìè.
Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ôóíêöèé K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé,

ïîëó÷åííûõ èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà K ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè, äîáàâëåíèÿ è
óäàëåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâàK îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
[K]. Ìíîæåñòâî ôóíêöèéK íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì (çàìêíóòûì êëàññîì), åñëè
K = [K].

×àñòè÷íûì óëüòðàêëîíîì ðàíãà 2 (óëüòðàêëîíîì ðàíãà 2, êëîíîì) íàçû-
âàåòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ìóëüòèôóíêöèé (ãèïåðôóíêöèé, áóëåâûõ ôóíê-
öèé), ñîäåðæàùåå âñå ïðîåêöèè. Ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé M2 íàçûâà-
åòñÿ ïîëíûì ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíîì ðàíãà 2. Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ëþáîé ÷à-
ñòè÷íûé óëüòðàêëîí ðàíãà 2 áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíîì.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé êëîí è óëüòðàêëîí ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíîì.

×àñòè÷íûé óëüòðàêëîí K íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò
÷àñòè÷íîãî óëüòðàêëîíà K ′ òàêîãî, ÷òî K ⊂ K ′ ⊂M2.

Èíòåðâàëîì ℑ(Q,R) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíî-
æåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ óëüòðàêëîíîâ, â êîòîðîì ëþáîé ýëåìåíò K óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì Q ⊆ K è K ⊆ R. Èíòåðâàëû äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàæàþòñÿ
â âèäå äèàãðàìì, ãäå ÷àñòè÷íûå óëüòðàêëîíû îáîçíà÷åíû òî÷êàìè, à òî÷êà,
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ïðåäñòàâëÿþùàÿ Q1, ðàñïîëîæåíà âûøå è ñîåäèíåíà îòðåçêîì ñ òî÷êîé, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé R1, åñëè R1 ⊂ Q1 è íå ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íîãî óëüòðàêëîíà P
òàêîãî, ÷òî R1 ⊂ P ⊂ Q1.

×åðåç M îáîçíà÷èì êëîí âñåõ áóëåâûõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, S � êëîí âñåõ
áóëåâûõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü Rs � s-ìåñòíûé ïðåäèêàò, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå F . Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå F , ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò
Rs, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ

(α11, . . . , αs1), . . . , (α1n, . . . , αsn),

ïðèíàäëåæàùèõ ïðåäèêàòó Rs, íàáîð

(f(α11, . . . , α1n), . . . , f(αs1, . . . , αsn))

ïðèíàäëåæèò Rs.
Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçóåòñÿ êîäèðîâêà: {∅} ↔ ∗, {0} ↔ 0, {1} ↔ 1,

{0, 1} ↔ −, òîãäà F = {0, 1, ∗,−}.
Ìóëüòèôóíêöèþ, êîòîðàÿ íà âñåõ íàáîðàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ∗, áóäåì îáî-

çíà÷àòü ïðîñòî ∗.
Â [5] äîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûìè óëüòðàêëîíàìè ðàíãà 2 ÿâëÿþòñÿ òîëüêî

ñëåäóþùèå 11 ìíîæåñòâ:
1) P2 � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé;
2) T−

0 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò íóëü, ò. å. íà íàáîðå èç
âñåõ íóëåé ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 0;

3) T−
1 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò åäèíèöó, ò. å. íà íàáîðå èç

âñåõ åäèíèö ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1;
4) S− � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

RS =

(
0 1 −
1 0 −

)
;

5) L− � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

RL =

(
0 0 1 1 −
0 1 0 1 −

)
;

6) M− � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

RM =

(
0 0 1 0 − −
0 1 1 − 1 −

)
;

7) A1 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R1 =

(
0 1 1 − 1 −
1 0 1 1 − −

)
;

8) A2 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R2 =

(
0 0 1 0 − −
0 1 0 − 0 −

)
;

9) A3 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò R3, îïðåäåëÿåìûé ìàò-
ðèöåé
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0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 − − 0 1 − − 1 1 − −
0 0 1 1 0 1 1 0 − 1 − 0 1 − − 1 − 1 − 1 −
0 1 0 1 1 0 1 − 0 − 1 1 0 − − − 1 − 1 1 −

 ;

10) A4 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R4 =

0 0 0 1 0 0 − 0 − − −
0 0 1 1 0 − 0 − 0 − −
0 1 0 1 − 0 0 − − 0 −

 ;

11) A5 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ
íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé, à òàêæå èç ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ äâà
çíà÷åíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ åñòü −.

Èç [6] èçâåñòíî, ÷òî â ïîëíîì ÷àñòè÷íîì óëüòðàêëîíå ðàíãà 2 ìàêñèìàëüíû-
ìè ÷àñòè÷íûìè óëüòðàêëîíàìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå 12 ìíîæåñòâ:

1) K1 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , ïðèíèìàþùèõ íà
íóëåâîì íàáîðå ëèáî çíà÷åíèå 0, ëèáî çíà÷åíèå ∗;

2) K2 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , ïðèíèìàþùèõ íà
åäèíè÷íîì íàáîðå ëèáî çíà÷åíèå 1, ëèáî çíà÷åíèå ∗;

3) K3 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

• f(0̃) = ∗ èëè f(1̃) = ∗;
• f(0̃) = 0 è f(1̃) = 1.

4) K4 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî íà ëþáîì
äâîè÷íîì íàáîðå α̃ âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òðåõ óñëîâèé:

• f(α̃) = f( ¯̃α) = −;
• f(α̃) = f( ¯̃α) = ∗;
• f(α̃) = f( ¯̃α), ãäå f(α̃) ∈ {0, 1}.

5) K5 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî íà ëþáîì
äâîè÷íîì íàáîðå α̃ âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

• f(α̃) = ∗ èëè f( ¯̃α) = ∗;
• f(α̃) = f( ¯̃α), ãäå f(α̃) ∈ {0, 1}.

6) K6 = P−
2 ∪ {∗};

7) K7 = P ∗
2 ;

8) K8 � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùèõ
òðåì óñëîâèÿì:

• åñëè f(α̃), f(β̃), f(γ̃) ∈ {0, 1}, òî

f

α̃β̃
γ̃

 ∈


0
0
0

 ,

0
0
1

 ,

0
1
0

 ,

1
1
1

 ,

ãäå α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn), γ̃ = (γ1, . . . , γn) � äâîè÷íûå íà-
áîðû òàêèå, ÷òî (αiβiγi) ∈ {(000), (001), (010), (111)} äëÿ ëþáîãî i ∈
{1, . . . , n};

• åñëè ñóùåñòâóåò äâîè÷íûé íàáîð α̃ òàêîé, ÷òî f(α̃) = −, òî äëÿ ëþáîãî
äâîè÷íîãî íàáîðà β̃ âåðíî f(β̃) ̸= 1;
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• ïóñòü äâîè÷íûå íàáîðû α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn) òàêèå, ÷òî

αi ≤ βi äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}, òîãäà, åñëè f(α̃) = ∗, òî f(β̃) = ∗.

9) K9 � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùèõ
òðåì óñëîâèÿì:

• åñëè f(α̃), f(β̃), f(γ̃) ∈ {0, 1}, òî

f

α̃β̃
γ̃

 ∈


0
0
0

 ,

0
1
1

 ,

1
0
1

 ,

1
1
1

 ,

ãäå α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn), γ̃ = (γ1, . . . , γn) � äâîè÷íûå íà-
áîðû òàêèå, ÷òî (αiβiγi) ∈ {(000), (011), (101), (111)} äëÿ ëþáîãî i ∈
{1, . . . , n};

• åñëè ñóùåñòâóåò äâîè÷íûé íàáîð α̃ òàêîé, ÷òî f(α̃) = −, òî äëÿ ëþáîãî
äâîè÷íîãî íàáîðà β̃ âåðíî f(β̃) ̸= 0;

• ïóñòü äâîè÷íûå íàáîðû α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn) òàêèå, ÷òî

αi ≤ βi äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}, òîãäà, åñëè f(β̃) = ∗, òî f(α̃) = ∗.

10) K10 � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò:

R10 =


0 0 0 0 1 1 1 1 − α
0 0 1 1 1 1 0 0 − β
0 1 0 1 1 0 1 0 − γ
0 1 1 0 1 0 0 1 − δ

, ãäå (α, β, γ, δ)t � âñåâîçìîæíûå

ñòîëáöû, â êîòîðûõ α, β, γ, δ ∈ {0, 1,−, ∗} îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþò äâóì
óñëîâèÿì:

• â ëþáîì ñòîëáöå (αβγδ)t ñðåäè α, β, γ, δ êàê ìèíèìóì äâà ïðèíèìàþò
çíà÷åíèå ∗;

• â ëþáîì ñòîëáöå (αβγδ)t, åñëè ñðåäè α, β, γ, δ âñòðå÷àåòñÿ 0 èëè 1, òî
âñå îíè íåðàâíû −.

11) K11 � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R11 =

 0 0 0 1 1 0 0 − − 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 1 0 1 0 − 0 − ∗ ∗ ∗ 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 0 0 1 − 0 0 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 − ∗

 .

12) K12 � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f , ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R12 =

 0 0 1 1 1 1 1 − − 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 0 1 1 1 − 1 − ∗ ∗ ∗ 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 1 0 1 − 1 1 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 − ∗

 .

3. Èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé êëàññ ìîíîòîííûõ

áóëåâûõ ôóíêöèé M

Òåîðåìà 1. [2] Èíòåðâàë ℑ(M,P ∗
2 ) ñîäåðæèò ðîâíî 9 ÷àñòè÷íûõ êëîíîâ è

èçîáðàæåí íèæå.
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P ∗
2

P2

M

Òåîðåìà 2. [4] Èíòåðâàë ℑ(M,P−
2 ) ñîäåðæèò ðîâíî 4 óëüòðàêëîíà è èçîá-

ðàæåí íèæå.

P−
2

P2 M−

M

Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî M− ∪ {∗} ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíîì ðàíãà
2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî. □

Ëåììà 2. Èç 12 ìàêñèìàëüíûõ ÷àñòè÷íûõ óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 òîëüêî P ∗
2

è P−
2 ∪ {∗} ñîäåðæàò öåëèêîì M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî M íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íè îäíîãî èç
ìàêñèìàëüíûõ ÷àñòè÷íûõ óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 êðîìå P ∗

2 è P−
2 ∪{∗}. Äëÿ êàæ-

äîãî òàêîãî ìàêñèìàëüíîãî ÷àñòè÷íîãî óëüòðàêëîíà ïðèâåäåì ïðèìåð ôóíêöèè
f , êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèòM , íî íå ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó ìàêñèìàëü-
íîìó ÷àñòè÷íîìó óëüòðàêëîíó:

1) Äëÿ K1: f = (1111).
2) Äëÿ K2: f = (0000).
3) Äëÿ K3: f = (0000).
4) Äëÿ K4: f = (0000).
5) Äëÿ K5: f = (0000).
6) Äëÿ K8: f = (0111).
7) Äëÿ K9: f = (0001).
8) Äëÿ K10: f = (0001).
9) Äëÿ K11: f = (0111).
10) Äëÿ K12: f = (0001).
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□

Òåîðåìà 3. Èíòåðâàë ℑ(M,M2) ñîäåðæèò ðîâíî 14 ÷àñòè÷íûõ óëüòðàêëî-
íîâ è èçîáðàæåí íèæå.

M2

P ∗
2

P2 M−

M

P−
2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 1, 2 è ëåìì 1, 2.
□

4. Èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé êëàññ ñàìîäâîéñòâåííûõ

áóëåâûõ ôóíêöèé S

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗ ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

(
0 1 0 1 ∗ ∗ ∗
1 0 ∗ ∗ 0 1 ∗

)
.

Òåîðåìà 4. [2] Èíòåðâàë ℑ(S, P ∗
2 ) ñîäåðæèò ðîâíî 9 ÷àñòè÷íûõ êëîíîâ è

èçîáðàæåí íèæå.
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P ∗
2

S∗

P2

S

Òåîðåìà 5. [4] Èíòåðâàë ℑ(S, P−
2 ) ñîäåðæèò ðîâíî 4 óëüòðàêëîíà è èçîáðà-

æåí íèæå.

P−
2

P2 S−

S

Ëåììà 3. Ìíîæåñòâî S−∪{∗} ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíîì ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî. □

Ëåììà 4. Èç 12 ìàêñèìàëüíûõ ÷àñòè÷íûõ óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 òîëüêî K4,
K5, P

∗
2 è P−

2 ∪ {∗} ñîäåðæàò öåëèêîì S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî S íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íè îäíîãî èç
ìàêñèìàëüíûõ ÷àñòè÷íûõ óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 êðîìå K4, K5, P

∗
2 è P−

2 ∪ {∗}.
Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ìàêñèìàëüíîãî ÷àñòè÷íîãî óëüòðàêëîíà ïðèâåäåì ïðèìåð
ôóíêöèè f , êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò S, íî íå ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó
ìàêñèìàëüíîìó ÷àñòè÷íîìó óëüòðàêëîíó:

1) Äëÿ K1: f = (10).
2) Äëÿ K2: f = (10).
3) Äëÿ K3: f = (10).
4) Äëÿ K8: f = (10).
5) Äëÿ K9: f = (10).
6) Äëÿ K10: f = (00010111).
7) Äëÿ K11: f = (10).
8) Äëÿ K12: f = (10).

□
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Ëåììà 5. Èç 12 ìàêñèìàëüíûõ ÷àñòè÷íûõ óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 òîëüêî K4

è P−
2 ∪ {∗} ñîäåðæàò öåëèêîì S−.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 4 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî S− íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì K5 è P ∗

2 . Ýòî âåðíî, òàê êàê f = (−−) ∈ S−, íî f ̸∈ K5 è
f ̸∈ P ∗

2 .
□

Ñëåäñòâèå 1. Âåðíî, ÷òî K4 ∩ P−
2 = S−.

Ëåììà 6. Èç 12 ìàêñèìàëüíûõ ÷àñòè÷íûõ óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 òîëüêî K5

è P ∗
2 ñîäåðæàò öåëèêîì S∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 4 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî S∗ íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì K4 è P

−
2 ∪ {∗}. Ýòî âåðíî, òàê êàê f = (1∗) ∈ S∗, íî f ̸∈ K4 è

f ̸∈ P−
2 ∪ {∗}.

□

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîé f ∈ K4 \ (S− ∪ {∗}) âåðíî, ÷òî
[S− ∪ {f}] = K4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì ëåììû 5 âêëþ÷åíèå [S− ∪ {f}] ⊆ K4 î÷åâèäíî.
Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ g(x1, . . . , xm) ∈ K4 ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ
ñóïåðïîçèöèè ãèïåðôóíêöèé èç S− è ìóëüòèôóíêöèè f ∈ K4 \ (S− ∪ {∗}).
Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà g(x1, . . . , xm) ∈ K4 \ (S− ∪ {∗}).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

• α̃1, . . . , α̃s íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå g ðàâíî 0;

• β̃1, . . . , β̃l íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå g ðàâíî 1;
• γ̃1, . . . , γ̃t íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå g ðàâíî −;
• δ̃1, . . . , δ̃p íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå g ðàâíî ∗.

Òîãäà çíà÷åíèå ìóëüòèôóíêöèè g

• íà íàáîðàõ α̃1, . . . , α̃s ðàâíî 1;

• íà íàáîðàõ β̃1, . . . , β̃l ðàâíî 0;

• íà íàáîðàõ γ̃1, . . . , γ̃t ðàâíî −;
• íà íàáîðàõ δ̃1, . . . , δ̃p ðàâíî ∗.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç η̃1, . . . , η̃r íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè f ðàâíî
∗. Òîãäà íà íàáîðàõ η̃1, . . . , η̃r çíà÷åíèå f òàêæå ðàâíî ∗.

Ïóñòü i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , l}, k ∈ {1, . . . , t}, v ∈ {1, . . . , p}, q = {1, . . . , r}.
Ïîñòðîèì ôóíêöèþ φ(x1, . . . , xm) = f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)), ãäå

f1, . . . , fn ∈ S− òàêèå, ÷òî (f1(δ̃v), . . . , fn(δ̃v)) = η̃q.

Òîãäà (f1(δ̃v), . . . , fn(δ̃v)) = (f1(δ̃v), . . . , fn(δ̃v)) = η̃q è φ(δ̃v) = f(η̃q) = ∗,
φ(δ̃v) = f(η̃q) = ∗. Íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ ïðèìåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fi ðàâíû-
ìè − äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n}. Òîãäà íà òàêèõ íàáîðàõ λ çíà÷åíèå

φ(λ) = f(−, . . . ,−) = −.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ìóëüòèôóíêöèþ φ, êîòîðàÿ íà íàáîðàõ δ̃v è

δ̃v ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ∗, à íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ çíà÷åíèå −.
Ðàññìîòðèì ñàìîäâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ ψ(x1, . . . , xm, y) òàêóþ, ÷òî

ψ(α̃i, 0) = 0, ψ(α̃i, 1) = 0, ψ(α̃i, 0) = 1, ψ(α̃i, 1) = 1,
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ψ(β̃j , 0) = 1, ψ(β̃j , 1) = 1, ψ(β̃j , 0) = 0, ψ(β̃j , 1) = 0,

ψ(γ̃k, 0) = 0, ψ(γ̃k, 1) = 1, ψ(γ̃k, 0) = 0, ψ(γ̃k, 1) = 1.
Ïîêàæåì, ÷òî ψ(x1, . . . , xm, φ(x1, . . . , xm)) = g(x1, . . . , xm). Äåéñòâèòåëüíî,

ψ(α̃i, φ(α̃i)) = ψ(α̃i,−) = ψ(α̃i, 0) ∩ ψ(α̃i, 1) = 0 = g(α̃i),

ψ(β̃j , φ(β̃j)) = ψ(β̃j ,−) = ψ(β̃j , 0) ∩ ψ(β̃j , 1) = 1 = g(β̃j),

ψ(γ̃k, φ(γ̃k)) = ψ(γ̃k,−) = ψ(γ̃k, 0) ∪ ψ(γ̃k, 1) = − = g(γ̃k),

ψ(δ̃v, φ(δ̃v)) = ψ(δ̃v, ∗) = ∗ = g(δ̃v),

ψ(α̃i, φ(α̃i) = ψ(α̃i,−) = ψ(α̃i, 0) ∩ ψ(α̃i, 1) = 1 = g(α̃i),

ψ(β̃j , φ(β̃j) = ψ(β̃j ,−) = ψ(β̃j , 0) ∩ ψ(β̃j , 1) = 0 = g(β̃j),

ψ(γ̃k, φ(γ̃k) = ψ(γ̃k,−) = ψ(γ̃k, 0) ∪ ψ(γ̃k, 1) = − = g(γ̃k),

ψ(δ̃v, φ(δ̃v)) = ψ(δ̃v, ∗) = ∗ = g(δ̃v).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K4 ⊆ [S− ∪ {f}]. Ñëåäîâàòåëüíî, K4 = [S− ∪ {f}].
□

Ñëåäñòâèå 2. Íå ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íîãî óëüòðàêëîíà B òàêîãî, ÷òî

S− ∪ {∗} ⊂ B ⊂ K4.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S′ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìóëüòèôóíêöèé f òàêèõ,
÷òî íà ëþáîì äâîè÷íîì íàáîðå α̃ âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

• f(α̃) = ∗ èëè f( ¯̃α) = ∗;
• f(α̃) = f( ¯̃α), ãäå f(α̃) ∈ {0, 1}, è ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò äâîè÷íîãî

íàáîðà β̃ òàêîãî, ÷òî f(β̃) = −.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà S′ íà íåêîòî-

ðîì íàáîðå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −, òî ñðåäè å¼ çíà÷åíèé êàê ìèíèìóì ïîëîâèíà
ðàâíû ∗, è S∗ ⊂ S′ ⊂ K5.

Ëåììà 8. Ìíîæåñòâî S′ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì óëüòðàêëîíîì ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà S′ ñëåäóåò, ÷òî îíî çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ è ñîäåðæèò âñå
ïðîåêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè ïðîâåäåì
ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü

h(x1, . . . , xn) = f(g1(x1, . . . , xn), g2(x1, . . . , xn) . . . , gm(x1, . . . , xn)),

ãäå f, g1, . . . , gm � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà S′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
h(x1, . . . , xn) /∈ S′.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâîè÷íûé íàáîð α̃ òàêîé, ÷òî h(α̃) = f(γ̃) = µ ̸= ∗,

h( ¯̃α) = f(δ̃) = η ̸= ∗ è

(
µ
η

)
/∈ {(01)t, (10)t}. Èìååì γi ̸= ∗ è δi ̸= ∗ äëÿ

âñåõ i ∈ {1, . . . ,m}, èíà÷å çíà÷åíèå ôóíêöèè f õîòÿ áû íà îäíîì èç íàáîðîâ

γ̃ èëè δ̃ ðàâíî ∗. Òàêæå èìååì γi = δ̄i äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,m}, èíà÷å îäíà èç

ôóíêöèé g1, . . . , gm íå ïðèíàäëåæèò S′. Òàêèì îáðàçîì,

(
γi
δi

)
∈ {(01)t, (10)t},

ïðîòèâîðå÷èå ñ f ∈ S′.
Ïóñòü òåïåðü h(α̃) = f(γ̃) = µ ∈ {0, 1}, h( ¯̃α) = f(δ̃) = µ̄ è ñóùåñòâóåò

äâîè÷íûé íàáîð β̃ òàêîé, ÷òî h(β̃) = f(σ̃) = −. Çàìåòèì, ÷òî γi ̸= −, δi ̸= −
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è σi ̸= − äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,m}. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé i, ÷òî
γi = −, òî ëèáî δi = ∗, ëèáî gi /∈ S′. Àíàëîãè÷íî, åñëè δi = −. Åñëè æå σi = −,
òî gi /∈ S′. Ïîýòîìó γi = δ̄i è σi ∈ {0, 1} äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,m}, ïðîòèâîðå÷èå
ñ f ∈ S′.

□

Ëåììà 9. Äëÿ ëþáîé f ∈ S′ \ S∗ âåðíî, ÷òî

[S∗ ∪ {f}] = S′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå [S∗ ∪ {f}] ⊆ S′ î÷åâèäíî. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ
g(x1, . . . , xm) ∈ S′ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé èç
S∗ è ôóíêöèè f ∈ S′ \ S∗. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà

g(x1, . . . , xm) ∈ S′ \ S∗.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

• α̃1, . . . , α̃s íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå g ðàâíî 0;

• β̃1, . . . , β̃l íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå g ðàâíî 1;
• γ̃1, . . . , γ̃t íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå g ðàâíî −.

Òîãäà çíà÷åíèå g íà âñåõ îñòàëüíûõ íàáîðàõ ðàâíî ∗. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî òàêèõ íàáîðîâ áîëüøå èëè ðàâíî s+ l + t.

Èç ôóíêöèè f ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèé è îòðèöàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíê-
öèþ ϕ(x) = (−∗). Äàëåå ïîëó÷èì ôóíêöèþ φ(x1, . . . , xm), êîòîðàÿ ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå − íà íàáîðàõ α̃1, . . . , α̃s, β̃1, . . . , β̃l, γ̃1, . . . , γ̃t, à íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ∗, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ(x1, . . . , xm) = ϕ(ω(x1, . . . , xm)),

ãäå ω(x1, . . . , xm) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èç S∗, êîòîðàÿ íà íàáîðàõ α̃1, . . . , α̃s,

β̃1, . . . , β̃l, γ̃1, . . . , γ̃t ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, à íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå ∗.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñàìîäâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ ψ(x1, . . . , xm, y) òàêóþ, ÷òî

ψ(α̃i, 0) = 0, ψ(α̃i, 1) = 0, ψ(α̃i, 0) = 1, ψ(α̃i, 1) = 1,

ψ(β̃j , 0) = 1, ψ(β̃j , 1) = 1, ψ(β̃j , 0) = 0, ψ(β̃j , 1) = 0,

ψ(γ̃k, 0) = 0, ψ(γ̃k, 1) = 1, ψ(γ̃k, 0) = 0, ψ(γ̃k, 1) = 1.
Ïîêàæåì, ÷òî ψ(x1, . . . , xm, φ(x1, . . . , xm)) = g(x1, . . . , xm). Äåéñòâèòåëüíî,

ψ(α̃i, φ(α̃i)) = ψ(α̃i,−) = ψ(α̃i, 0) ∩ ψ(α̃i, 1) = 0 = g(α̃i),

ψ(β̃j , φ(β̃j)) = ψ(β̃j ,−) = ψ(β̃j , 0) ∩ ψ(β̃j , 1) = 1 = g(β̃j),

ψ(γ̃k, φ(γ̃k)) = ψ(γ̃k,−) = ψ(γ̃k, 0) ∪ ψ(γ̃k, 1) = − = g(γ̃k).

Íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ çíà÷åíèå ñóïåðïîçèöèè ψ(x1, . . . , xm, φ(x1, . . . , xm))
ðàâíî ∗, ïîñêîëüêó âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ φ ïðèíèìàåò íà íèõ çíà÷åíèå ∗.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî S′ ⊆ [S∗ ∪ {f}]. Ñëåäîâàòåëüíî, S′ = [S∗ ∪ {f}].
□

Ëåììà 10. Äëÿ ëþáîé f ∈ K5 \ S′ âåðíî, ÷òî

[S′ ∪ {f}] = K5.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå [S′ ∪ {f}] ⊆ K5 î÷åâèäíî. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ
g(x1, . . . , xm) ∈ K5 ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè ôóíê-
öèé èç S′ è ôóíêöèè f ∈ K5 \ S′. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà
g(x1, . . . , xm) ∈ K5\S′. Èç ôóíêöèè f ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèé è îòðèöàíèé ìîæíî
ïîëó÷èòü áèíàðíóþ ôóíêöèþ φ(x, y) ∈ K5, ó êîòîðîé âåêòîð çíà÷åíèé ñîäåð-
æèò âñå ÷åòûðå çíà÷åíèÿ 0, 1,−, ∗. Èç ôóíêöèè φ(x, y) ñ ïîìîùüþ îòðèöàíèÿ
è ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì ôóíêöèþ ψ(x1, x2) = (0− ∗1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α̃1, . . . , α̃s íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå g ðàâíî −. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç g0 è g1 ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò òàêèå æå çíà÷åíèÿ êàê è g
íà âñåõ íàáîðàõ êðîìå α̃1, . . . , α̃s. Íà íàáîðàõ α̃1, . . . , α̃s ôóíêöèÿ g0 ðàâíà 0, à
ôóíêöèÿ g1 ðàâíà 1. Î÷åâèäíî, ÷òî g0, g1 ∈ S∗. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

g(x1, . . . , xm) = ψ(g0(x1, . . . , xm), g1(x1, . . . , xm)).

□

Òåîðåìà 6. Èíòåðâàë ℑ(S,M2) ñîäåðæèò ðîâíî 17 ÷àñòè÷íûõ óëüòðàêëîíîâ
è èçîáðàæåí íèæå.

M2

P ∗
2 K5 K4

S∗

S′

P2 S−

S

P−
2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 4, 5 è ëåìì 3�10.
□
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