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Abstract. In this paper we investigate invariant Ricci solitons on three-
dimensional nonunimodular metric Lie groups with a semisymmetric
connection. We have proved that there exist nontrivial invariant Ricci
solitons on some three-dimensional Lie groups with a left-invariant Loren-
tzian metric and a semisymmetric non Levi-Civita connection. Moreover
a complete classi�cation of nontrivial invariant Ricci solitons and the
corresponding semisymmetric connections on three-dimensional nonuni-
modular Lie groups is obtained. In result we have given an answer on
L.Cerbo conjecture about nontrivial invariant Ricci solitons.

Keywords: invariant Ricci solitons, Lie groups, left-invariant Lorentzian
metrics, semisymmetric connections.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü (M, g) � (ïñåâäî)ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Îïðåäåëèì íà äàííîì ìíî-
ãîîáðàçèè ïîëóñèììåòðè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü ∇ ôîðìóëîé

(1) ∇XY = ∇g
XY + g(X,Y )V − g(V, Y )X,

ãäå V � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå, X è Y �
ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ∇g � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòû. Ñâÿçíîñòü ∇ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé è âïåðâûå îïèñàíà Ý. Êàðòàíîì â [1]. Êëàññ ìåòðè÷åñêèõ
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ñâÿçíîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ äàííûì îáðàçîì, ñîäåðæèò ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòû
è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèÿõ ïî ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè (ñì. [1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] ).

Òåíçîð êðèâèçíû è òåíçîð Ðè÷÷è ñâÿçíîñòè ∇ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ðàâåíñòâàìè

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z, r(X,Y ) = tr(Z → R(X,Z)Y ).

Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû, â äàííîì ñëó-
÷àå òåíçîð Ðè÷÷è íå îáÿçàí áûòü ñèììåòðè÷íûì. Îäíàêî âåðíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà

Òåîðåìà 1 ([9, 10]). Ïóñòü (M, g) � (ïñåâäî)ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ïîëó-
ñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ. Òåíçîð Ðè÷÷è ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1-ôîðìà π, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì π(X) = g(X,V )
äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X íà M , çàìêíóòà, ò.å. dπ = 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìåòðèêà g ïîëíîãî (ïñåâäî)ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g)
íàçûâàåòñÿ ñîëèòîíîì Ðè÷÷è, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(2) r = Λg + LP g,

ãäå r � òåíçîð Ðè÷÷è ìåòðèêè g, LP g � ïðîèçâîäíàÿ Ëè ìåòðèêè g ïî íà-
ïðàâëåíèþ ïîëíîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ P , êîíñòàíòà Λ ∈ R.
Åñëè M = G/H � îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî, òî îäíîðîäíàÿ (ïñåâäî)ðèìàíîâà
ìåòðèêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2), íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è,
à åñëè M = G � ãðóïïà Ëè, è ïîëå P ëåâîèíâàðèàíòíî � èíâàðèàíòíûì
ñîëèòîíîì Ðè÷÷è.

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå V íåÿâíî âõîäèò â óðàâíåíèå (2), à â ñëó-
÷àå V = 0 ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñîëèòîíà Ðè÷÷è. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè èìååò âèä: LP g(X,Y ) = Pg(X,Y ) + g([X,P ], Y ) +
g(X, [Y, P ]). Åñëè ñîëèòîí Ðè÷÷è èíâàðèàíòåí, òî LP g(X,Y ) = g([X,P ], Y ) +
g(X, [Y, P ]) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìåòðèêà g (ïñåâäî)ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íàçûâà-
åòñÿ òðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è, åñëè LP g = τg ïðè íåêîòîðîé êîíñòàí-
òå τ ∈ R.

Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå èíâàðèàíòíûå ñîëèòîíû Ðè÷÷è èçó÷àëèñü Ë.Öåðáî, Ï.Í.
Êëåïèêîâûì è Ä.Í. Îñêîðáèíûì [11, 12].

Òåîðåìà 2 ([11]). Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîìåðíîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû Ëè ñ ëå-
âîèíâàðèíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé è ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòû âñå èíâà-
ðèàíòíûå ñîëèòîíû Ðè÷÷è òðèâèàëüíû.

Òåîðåìà 3 ([12]). Äëÿ ëþáîé íåóíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû Ëè G (dimG ≤ 4) ñ
ëåâîèíâàðèíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé è ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòû âñå èí-
âàðèàíòíûå ñîëèòîíû Ðè÷÷è òðèâèàëüíû.

Êàê ñëåäñòâèå, âîçíèêëà ãèïîòåçà Ë.Öåðáî î òîì, ÷òî âñå èíâàðèàíòíûå
ñîëèòîíû Ðè÷÷è íà ãðóïïàõ Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé è
ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòû òðèâèàëüíû. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ëîðåíöåâ
ñëó÷àé ñ ïîëóñèììåòðè÷åñêèìè ñâÿçíîñòÿìè.
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Ïóñòü äàëååM = G � ãðóïïà Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé,
g � åå àëãåáðà Ëè. Ôèêñèðóåì áàçèñ {e1, . . . , en} ëåâîèíâàðèíòíûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé â g è ïîëîæèì

[ei, ej ] = ckijek, g(ei, ej) = gij , cijs = ckijgks,

ãäå ckij � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè, gij � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå èíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå V , ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðîãî îïðåäåëèì íà G ïîëóñèììåòðè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü ∇.

Ñîãëàñíî (1) êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ∇ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

Γk
ij = (Γg)

k
ij + gijV

k − gsjV sδki ,

ãäå (Γg)
s
ij = 1

2g
ks(cijk − cjki + ckij) � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇g,

‖gks‖ � ìàòðèöà îáðàòíàÿ ê ‖gks‖, δki � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Àíàëîãè÷íî îáùåìó ñëó÷àþ îïðåäåëèì òåíçîð êðèâèçíû R è òåíçîð Ðè÷÷è

r. Â áàçèñå {e1, . . . , en} èõ êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâåííî åñòü

Rijks =
(

Γl
ikΓp

jl − Γl
jkΓp

il + clijΓ
p
lk

)
gps, rik = Rijksg

js.

Ïóñòü P � ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå. Òîãäà (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â òåðìèíàõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò àëãåáðû Ëè

(3) rij = Λgij − P k(cskigsj + cskjgsi),

ãäå rij � êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è, Λ ∈ R, gij � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà, P k � êîîðäèíàòû ëåâîèíâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ckij � ñòðóê-
òóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè g.

Â äàëüíåéøåì ïîä ¾ìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé Ëè (G, g, V )¿ áóäåì ïîíèìàòü
ãðóïïó Ëè G ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé è ïîëóñèììåòðè÷åñêîé
ñâÿçíîñòüþ, êîòîðóþ ïîðîæäàåò ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå V ∈ g.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 1 ([13]). Åñëè ìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Ëè (G, g, V ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ ñîëèòîíà Ðè÷÷è, òî â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå {e1, . . . , en} àëãåáðû Ëè g
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(4) V igijc
j
kt = 0;

èëè â èíâàðèàíòíîé ôîðìå

g (V, [X,Y ]) = 0, ∀X,Y ∈ g.

Çäåñü cjkt � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû g, îïðåäåëÿåìûå ðàçëîæåíèåì

[ek, et] = cjktej.

Ëåììà 2 ([13]). Èíâàðèàíòíûé ñîëèòîí Ðè÷÷è òðèâèàëåí òîãäà è òîëüêî,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

(5) P k(cskigsj + cskjgsi) = τgij .

Ðàññìîòðèì äàëåå òðåõìåðíûé ñëó÷àé.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ áàçèñîâ òðåõìåðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ãðóïï

Ëè ïîëó÷åíà â [14, 15, 16].
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü G � òðåõìåðíàÿ íåóíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâîèí-
âàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé. Òîãäà â àëãåáðå Ëè ãðóïïû G ñóùåñòâóåò
ïñåâäî-îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e1, e2, e3} òàêîé, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà
Ëè ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì ñïèñêå:

(1) Ñëó÷àé A:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = α1 sinα3 e1−α2 cosα3 e2, [e2, e3] = α1 cosα3 e1+α2 sinα3 e2,

ñ âðåìåíèïîäîáíûì e3 è sinα3 6= 0, α1 + α2 6= 0, α1 > 0, α2 > 0;
(2) Ñëó÷àé B:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = α3e1 − α4e2, [e2, e3] = α1e1 + α2e2,

ñ íåíóëåâûìè 〈e2, e2〉 = −〈e1, e3〉 = 1 è α2 6= α3;
(3) Ñëó÷àé C1:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = α3e1 + α1e2, [e2, e3] = α1e1 + α2e2,

ñ âðåìåíèïîäîáíûì e2 è α2 6= α3;
(4) Ñëó÷àé C2:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = α2e1 − α3e2, [e2, e3] = α1e1 + α2e2,

ñ âðåìåíèïîäîáíûì e2 è α2 6= 0, α1 + α3 6= 0.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 5. Ïóñòü (G, g,∇) � òðåõìåðíàÿ íåóíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëå-
âîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé g è ïîëóñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ
∇, îòëè÷íîé îò ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû. Òîãäà âñå íåòðèâèàëüíûå èíâàðè-
àíòíûå ñîëèòîíû Ðè÷÷è ãðóïï Ëè (G, g,∇) èñ÷åðïûâàþòñÿ ñïèñêîì:
Ñëó÷àé A:

1.Λ = 2(V 3)2 6= 0, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
0, P 2, V 3

)
, α1 = δV 3, α2 = 0, α3 = δ

π

2
,

δ = ±1.

2.Λ = 2(V 3)2 6= 0, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
P 1, 0, V 3

)
, α1 = 0, α2 = δV 3, α3 = δ

π

2
,

δ = ±1.

3.Λ = −2(V 3)3(sin2(α3)V 3 − 2 sin2(α3)P 3 + cos2(α3)V 3 − V 3)

sin2(α3)(V 3 − 2P 3)2
, V =

(
0, 0, V 3

)
,

P =
(
0, 0, P 3

)
, α1 = α2 = − (V 3)2

sin(α3)(V 3 − 2P 3)
, V 3P 3 6= 0.

4.Λ = V 3P 3, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
0, 0,

1

2
P 3

)
, P 3 = V 3 + δα1 + δ

√
(V 3)2 − α2

1

α2 =
√

(V 3)2 − α2
1, α3 = δ

π

2
, δ = ±1, V 3 6= −δα1.
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Ñëó÷àé B:

1. V =
(
V 1, 0, 0

)
, P =

(
(V 1 + α2)2α2

2 − Λα2
1

4α3
2

,
Λα1

2α2
2

,− Λ

2α2

)
, α3 = 2α2, α4 = 0,

Λ 6= 0, V 1 6= −α2.

2.Λ = 0, V =
(
V 1, 0, 0

)
, P =

(
(V 1 + α2)(V 1 + α3 − α2)α2α3

2α2α2
3

, 0, 0

)
, α4 = 0,

V 1 /∈ {−α2, α2 − α3}.

3.Λ = 0, V =
(
V 1, 0, 0

)
, P =

(
V 1(α3 + V 1)− 2P 2α1

2α3
, P 2, 0

)
, α2 = 0, α4 = 0,

V 1 /∈ {0,−α3}.

4.Λ = 0, V =

(
−V

2α1

α3
, V 2, 0

)
, P =

(
α1((V 2)2α1 − 2P 2α2

3)

2α3
3

, P 2,− (V 2)2

α3

)
,

α2 = 0, α4 = 0, V 2α1 6= 0.

Ñëó÷àé C1:
1.Λ = −2α2

3 6= 0, V = (0, 0,−α3) , P =
(
0, P 2,−α3

)
.

2.Λ = −2α2
2 6= 0, V = (0, 0,−α2) , P =

(
P 1, 0,−α2

)
, α1 = 0.

Ñëó÷àé C2:

1.Λ = −2α2
2 + 2α2

3 + 2α2δ
√

2α2
2 − 2α2

3, V =

(
0, 0, δ

√
2α2

2 − 2α2
3

)
,

P =

(
0, 0,

1

2
δ
√

2α2
2 − 2α2

3 − α2

)
, α1 = α3, δ = ±1.

2.Λ = 4α2
2, V =

(
δ2

√
2
√

2− 2α2, δ2

√
2
√

2− 2α2δ1(1 +
√

2), 0

)
,

P =

(
δ2(2 +

√
2)α2

√
2
√

2− 2− P 2δ1
√

2− P 2δ1, P
2,−2α2

)
,

α1 = δ1(1 +
√

2)α2, α3 = α2δ1(1−
√

2), δ1 = ±1, δ2 = ±1.

2. Èíâàðèàíòíûå ñîëèòîíû Ðè÷÷è òðåõìåðíûõ íåóíèìîäóëÿðíûõ

ìåòðè÷åñêèõ ãðóïï Ëè

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàæåì òåîðåìó 5. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (3), îïðåäåëÿþùóþ èíâàðèàíòíûå ñîëèòîíû Ðè÷÷è, ñèñòåìó óðàâíåíèé
(4) îïðåäåëÿþùóþ ñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà Ðè÷÷è, à òàêæå ñèñòåìó óðàâíåíèé
(5) � óñëîâèå òðèâèàëüíîñòè èíâàðèàíòíîãî ñîëèòîíà. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåí-
çîðíîãî âèäà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (3) âñå âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî
ïðîâåñòè äëÿ áàçèñà òåîðåìû 4.
Ñëó÷àé A. Óñëîâèå (4) â äàííîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ â âèäå

cos(α3)V 1α1 + sin(α3)V 2α2 = 0, sin(α3)V 1α1 − cos(α3)V 2α2 = 0.

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ

(i) V =
(
0, 0, V 3

)
;

(ii) V =
(
0, V 2, V 3

)
è α2 = 0;

(iii) V =
(
V 1, 0, V 3

)
è α1 = 0.
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Ðàññìîòðèì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî.
(i) Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîëèòîíà (3) èìååò âèä

(6)

0 = −P 1α1 sin(α3)− P 2α1 cos(α3),

0 = P 1α2 cos(α3)− P 2α2 sin(α3),

cos(α3) sin(α3)α2
1 − α2

2 sin(α3) cos(α3) +
1

2
cos(α3)V 3α1 −

1

2
cos(α3)V 3α2 =

= −P 3(α2 cos(α3)− α1 cos(α3)),

1

2
cos2(α3)α2

1 + cos2(α3)α1α2 +
1

2
cos2(α3)α2

2 − sin(α3)V 3α1−

−α2
1 − sin(α3)V 3α2 − α2

2 = −Λ,

−3

2
cos2(α3)α2

1 − cos2(α3)α1α2 +
1

2
cos2(α3)α2

2 + 2 sin(α3)V 3α1+

+ sin(α3)V 3α2 + (V 3)2 + α1α2 + α2
1 = 2P 3α1 sin(α3) + Λ,

1

2
cos2(α3)α2

1 − cos2(α3)α1α2 −
3

2
cos2(α3)α2

2 + sin(α3)V 3α1+

+2 sin(α3)V 3α2 + (V 3)2 + α1α2 + α2
2 = 2P 3α2 sin(α3) + Λ.

Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ðàâåíñòâ (6) ÿâëÿþòñÿ

(1) Λ = 0, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
0, P 2, 0

)
, α1 = −δV 3, α2 = 0, α3 = δ

π

2
,

δ = ±1,

(2) Λ = 0, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
P 1, 0, 0

)
, α1 = 0, α2 = −δV 3, α3 = δ

π

2
,

δ = ±1,

(3) Λ = 2(V 3)2, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
0, P 2, V 3

)
, α1 = δV 3, α2 = 0, α3 = δ

π

2
,

δ = ±1,

(4) Λ = 2(V 3)2, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
P 1, 0, V 3

)
, α1 = 0, α2 = δV 3, α3 = δ

π

2
,

δ = ±1,

(5) Λ = −2(V 3)3(sin2(α3)[V 3 − 2P 3] + cos2(α3)V 3 − V 3)

sin2(α3)(V 3 − 2P 3)2
, V =

(
0, 0, V 3

)
,

P =
(
0, 0, P 3

)
, α1 = α2 = − (V 3)2

sin(α3)(V 3 − 2P 3)
,

(6) Λ = (V 3)2 + δV 3α1 + δV 3
√

(V 3)2 − α2
1, V =

(
0, 0, V 3

)
, , δ = ±1

P =
(

0, 0, 12V
3 + 1

2δα1 + 1
2δ
√

(V 3)2 − α2
1

)
, α2 =

√
(V 3)2 − α2

1, α3 = δ
π

2
.

Ïðîâåðèì, êàêèå èç ïîëó÷åííûõ ñîëèòîíîâ òðèâèàëüíû, à êàêèå íåò.
Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñëîâèå (5) òðèâèàëüíîñòè ñîëèòî-

íà, ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà

(7)
P 3(α2 cos(α3)− α1 cos(α3)) = 0, P 3α1 sin(α3) = 0, P 3α2 sin(α3) = 0,

P 1α1 sin(α3) + P 2α1 cos(α3) = 0, −P 1α2 cos(α3) + P 2α2 sin(α3) = 0.

1. Ïóñòü Λ = 0, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
0, P 2, 0

)
, α1 = −δV 3, α2 = 0, α3 = δ

π

2
,

δ = ±1. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (7) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è.
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2. Ïóñòü Λ = 0, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
P 1, 0, 0

)
, α1 = 0, α2 = −δV 3, α3 = δ

π

2
,

δ = ±1. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (7) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è.

3. Ïóñòü Λ = 2(V 3)2, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
0, P 2, V 3

)
, α1 = δV 3, α2 = 0,

α3 = δ
π

2
, δ = ±1. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (7) óáåæäàåìñÿ,

÷òî äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà V 3 = 0.

4. Ïóñòü Λ = 2(V 3)2, V =
(
0, 0, V 3

)
, P =

(
P 1, 0, V 3

)
, α1 = 0, α2 = δV 3,

α3 = δ
π

2
, δ = ±1. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (7) óáåæäàåìñÿ,

÷òî äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà V 3 = 0.

5. Ïóñòü Λ = −2(V 3)3(sin2(α3)V 3 − 2 sin2(α3)P 3 + cos2(α3)V 3 − V 3)

sin2(α3)(V 3 − 2P 3)2
, V =(

0, 0, V 3
)
, P =

(
0, 0, P 3

)
, α1 = α2 = − (V 3)2

sin(α3)(V 3 − 2P 3)
. Íåïîñðåäñòâåííîé

ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (7) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðè-
âèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V 3 = 0 èëè P 3 = 0.

6. Ïóñòü Λ = (V 3)2 + δV 3α1 + δV 3
√

(V 3)2 − α2
1, V =

(
0, 0, V 3

)
, δ = ±1,

P =
(

0, 0, 12V
3 + 1

2δα1 + 1
2δ
√

(V 3)2 − α2
1

)
, α2 =

√
(V 3)2 − α2

1, α3 = δ
π

2
. Íåïî-

ñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (7) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V 3 = −δα1.

(ii) Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîëèòîíà (3) ïðèìåò âèä

(8)

−V 2V 3 = 0,

−1

2
α1 cos(α3)V 2 = −P 1α1 sin(α3)− P 2α1 cos(α3),

cos(α3) sin(α3)α2
1 +

1

2
cos(α3)V 3α1 = P 3α1 cos(α3),

1

2
cos2(α3)α2

1 + sin(α3)V 3α1 + (V 3)2 = Λ,

1

2
cos2(α3)α2

1 − sin(α3)V 3α1 + (V 2)2 − α2
1 = −Λ,

−3

2
cos2(α3)α2

1 + 2 sin(α3)V 3α1 + (V 3)2 − (V 2)2 + α2
1 = 2P 3α1 sin(α3) + Λ.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ëèáî V 2 = 0, ëèáî V 3 = 0.
Åñëè V 2 = 0, òî ïîïàäàåì â ðàññìîòðåííûé âûøå ñëó÷àé (i). Åñëè V 3 = 0, òî
ñèñòåìà (8) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

−1

2
α1 cos(α3)V 2 = −P 1α1 sin(α3)− P 2α1 cos(α3),

cos(α3) sin(α3)α2
1 = P 3α1 cos(α3),

1

2
cos2(α3)α2

1 = Λ,

1

2
cos2(α3)α2

1 + (V 2)2 − α2
1 = −Λ,

−3

2
cos2(α3)α2

1 − (V 2)2 + α2
1 = 2P 3α1 sin(α3) + Λ.
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Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ: Λ = 0, V = (0,±α1, 0), P =
(
0, P 2, 0

)
,

α3 = ±π
2
. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â óñëîâèå (5) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàí-

íûå ñîëèòîíû ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè.
(iii) Â äàííîì ñëó÷àå (àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (ii)) íàõîäèì ÷åòûðå ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû (3): Λ = 0, V = (±α2, 0, 0), P =
(
P 1, 0, 0

)
, α3 = ±π

2
. Çàòåì óáåæäàåìñÿ,

÷òî äàííûå ñîëèòîíû ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè.
Ñëó÷àé B. Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîëèòîíà (3) èìååò âèä

(9)

(V 3)2 = 0,

−1

2
(α4 + 2V 2)V 3 = −P 3α4,

−V 1V 2 +
1

2
V 1α4 − α2V

2 + α2α4 = P 1α4 − P 2α2 − P 3α1,

1

2
V 1α4 − V 1V 2 − α1V

3 + α2α4 = P 1α4 − P 2α2 − P 3α1,

2V 3V 1 + 2α2V
3 + α3V

3 − 1

2
α2
4 = 2P 3α2 + Λ,

−1

2
α2
4 + (V 2)2 − α3V

3 +
1

2
α4V

2 − V 3V 1 − α2V
3 = −P 3α3 − Λ,

−V 3V 1 − α2V
3 − 2α3V

3 − 1

2
α4V

2 − 1

2
α2
4 + (V 2)2 = −P 3α3 − Λ,

(V 1)2 + V 1α3 + V 2α1 + α1α4 − α2
2 + α2α3 = 2P 1α3 + 2P 2α1.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñðàçó æå ïîëó÷àåì V 3 = 0.
Óñëîâèå (4) â äàííîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ â âèäå

V 2α2 = 0, V 2α4 = 0.

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî îäèíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé

(i) V =
(
V 1, 0, 0

)
;

(ii) V =
(
V 1, V 2, 0

)
è α2 = α4 = 0.

Ðàññìîòðèì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî.
(i) Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîëèòîíà (3) èìååò âèä

0 = −P 3α4,

1

2
V 1α4 + α2α4 = P 1α4 − P 2α2 − P 3α1,

−1

2
α2
4 = 2P 3α2 + Λ,

−1

2
α2
4 = −P 3α3 − Λ,

(V 1)2 + V 1α3 + α1α4 − α2
2 + α2α3 = 2P 1α3 + 2P 2α1.

Èç ïåðâîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî α4 = 0, è ñèñòåìà
óïðîùàåòñÿ åù¼ ðàç

(10)

0 = −P 2α2 − P 3α1,

0 = 2P 3α2 + Λ,

0 = −P 3α3 − Λ,

(V 1)2 + V 1α3 − α2
2 + α2α3 = 2P 1α3 + 2P 2α1.
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Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ðàâåíñòâ (10) ÿâëÿþòñÿ

(1) V =
(
V 1, 0, 0

)
, P =

(
(V 1 + α2)2α2

2 − Λα2
1

4α3
2

,
Λα1

2α2
2

,− Λ

2α2

)
, α3 = 2α2, α4 =

0,

(2) Λ = 0, V =
(
V 1, 0, 0

)
, P =

(
(V 1 + α2)(V 1 + α3 − α2)α2α3

2α2α2
3

, 0, 0

)
, α4 = 0,

(3) Λ = 0, V =
(
V 1, 0, 0

)
, P =

(
V 1(α3 + V 1)− 2P 2α1

2α3
, P 2, 0

)
, α2 = 0,

α4 = 0,
(4) Λ = 0, V = (±α2, 0, 0), P =

(
P 1, 0, 0

)
, α3 = 0, α4 = 0.

Ïðîâåðèì, êàêèå èç ïîëó÷åííûõ ñîëèòîíîâ òðèâèàëüíû, à êàêèå íåò.
Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñëîâèå òðèâèàëüíîñòè ñîëèòîíà (5)

ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà

(11) P 3α3 = 0, P 3α2 = 0, P 1α3 + P 2α1 = 0, P 2α2 + P 3α1 = 0.

1. Ïóñòü V =
(
V 1, 0, 0

)
, P =

(
(V 1 + α2)2α2

2 − Λα2
1

4α3
2

,
Λα1

2α2
2

,− Λ

2α2

)
, α3 = 2α2,

α4 = 0. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (11) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Λ = 0 è V 1 = −α2.

2. Ïóñòü Λ = 0, V =
(
V 1, 0, 0

)
, P =

(
(V 1 + α2)(V 1 + α3 − α2)α2α3

2α2α2
3

, 0, 0

)
,

α4 = 0. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (11) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
V 1 = −α2 èëè V

1 = α2 − α3.

3. Ïóñòü Λ = 0, V =
(
V 1, 0, 0

)
, P =

(
V 1(α3 + V 1)− 2P 2α1

2α3
, P 2, 0

)
, α2 = 0,

α4 = 0. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (11) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
V 1 = 0 èëè V 1 = −α3.

4. Ïóñòü Λ = 0, V = (±α2, 0, 0), P =
(
P 1, 0, 0

)
, α3 = 0, α4 = 0. Íåïî-

ñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (11) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è.

(ii) Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîëèòîíà (3) èìååò âèä

(12)

−V 1V 2 = −P 3α1,

0 = Λ,

(V 2)2 = −P 3α3 − Λ,

(V 1)2 + V 1α3 + V 2α1 = 2P 1α3 + 2P 2α1.

Ðåøåíèåìè ñèñòåìû ðàâåíñòâ (12) ÿâëÿåòñÿ: Λ = 0, V =

(
−V

2α1

α3
, V 2, 0

)
,

P =

(
α1((V 2)2α1 − 2P 2α2

3)

2α3
3

, P 2,− (V 2)2

α3

)
, α2 = 0, α4 = 0. Íåïîñðåäñòâåííîé

ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (5) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâè-
àëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V 2 = 0 èëè α1 = 0.
Ñëó÷àé C1. Óñëîâèå (4) çàïèøåòñÿ â âèäå

V 1α1 − V 2α2 = 0, V 1α3 − V 2α1 = 0.
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Ïîýòîìó èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ

(i) V =
(
0, V 2, V 3

)
è α1 = α2 = 0;

(ii) V =
(
0, 0, V 3

)
è α2 = 0;

(iii) V =
(
V 1, V 1α1/α2, V

3
)
è α3 = α2

1/α2.

Ðàññìîòðèì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî.
(i) Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîëèòîíà (3) ïðèìåò âèä

(13)

0 = −P 1α3,

−V 2V 3 = 0,

(V 3)2 − V 3α3 = −Λ,

(V 2)2 + V 3α3 − α2
3 = Λ,

(V 2)2 − (V 3)2 + 2V 3α3 − α2
3 = 2P 3α3 + Λ.

Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ðàâåíñòâ (13) ÿâëÿþòñÿ

(1) Λ = 0, V = (0,±α3, 0), P =
(
0, P 2, 0

)
,

(2) Λ = −2α2
3, V = (0, 0,−α3), P =

(
0, P 2,−α3

)
,

(3) Λ = 0, V = (0, 0, α3), P =
(
0, P 2, 0

)
.

Ïðîâåðèì, êàêèå èç ïîëó÷åííûõ ñîëèòîíîâ òðèâèàëüíû, à êàêèå íåò.
Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñëîâèå òðèâèàëüíîñòè ñîëèòîíà (5)

ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé

P 1α3 = 0, P 3α3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñîëèòîíû 1 è 3 ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè, à ñîëèòîí 2 � íåò.
(ii) Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîëèòîíà (3) èìååò âèä

0 = P 1α1,

0 = −P 1α3 − P 2α1,

−α1α3 = 0,

V 3α3 − α2
3 = Λ,

(V 3)2 − V 3α3 = −Λ,

−(V 3)2 + 2V 3α3 − α2
3 = 2P 3α3 + Λ.

Òàê êàê α3 6= α2 = 0, òî èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì α1 = 0.
Íî òîãäà ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ñëó÷àþ (i). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå íîâûõ
ðåøåíèé íåò.
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(iii) Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîëèòîíà (3) ïðèìåò âèä

(14)

α3
2 − 2V 3α2

2 + ((V 1)2 + (V 3)2 + α2
1)α2 − V 3α2

1

α2
= −2P 3α2 − Λ,

(V 1)2α2
1 − (V 3)2α2

2 + 2V 3α2
1α2 + V 3α3

2 − α4
1 − α2

1α
2
2

α2
= 2P 3α2

1 + Λα2,

(V 1)2α2
1 − (V 1)2α2

2 + V 3α2
1α2 + V 3α3

2 − α4
1 − α4

2

α2
2

= Λ,

(V 3α2 − α2
1)V 1 = −α1(P 1α1 + P 2α2),

−α1((V 1)2 + α2
1 − α2

2) = 0,

− (V 3 − α2)V 1α1

α2
= P 1α1 + P 2α2.

Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ðàâåíñòâ (14) ÿâëÿþòñÿ

(1) Λ = 0, V = (0, 0, α2), P =
(
P 1, 0, 0

)
, α1 = 0,

(2) Λ = −2α2
2, V = (0, 0,−α2), P =

(
P 1, 0,−α2

)
, α1 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñëîâèå òðèâèàëüíîñòè ñîëèòîíà (5)
ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà

P 3α2 = 0,
P 3α2

1

α2
= 0,

P 1α2
1

α2
+ P 2α1 = 0, P 1α1 + P 2α2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñîëèòîí 1 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûìè, à ñîëèòîí 2 � íåò.
Ñëó÷àé C2. Óñëîâèå (4) çàïèøåòñÿ â âèäå

V 1α1 − V 2α2 = 0, V 1α2 + V 2α3 = 0.

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ

(i) V =
(
0, 0, V 3

)
;

(ii) V =
(
V 1, V 1α1/α2, V

3
)
è α3 = −α2

2/α1.

Ðàññìîòðèì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî.
(i) Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîëèòîíà (3) èìååò âèä

(15)

0 = −P 1α2 − P 2α1,

0 = −P 1α3 + P 2α2,

1

2
(α1 + α3)(V 3 − 2α2) = P 3(α1 + α3),

(V 3)2 − 3α2V
3 + 2α2

2 −
1

2
α2
1 +

1

2
α2
3 = −2P 3α2 − Λ,

−1

2
α2
1 +

1

2
α2
3 − (V 3)2 + 3α2V

3 − 2α2
2 = 2P 3α2 + Λ,

1

2
α2
1 +

1

2
α2
3 + 2α2V

3 − 2α2
2 + α1α3 = Λ.

Ñèñòåìà (15) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: Λ = −2α2
2 + 2α2

3 + 2α2δ
√

2α2
2 − 2α2

3,

V =
(

0, 0, δ
√

2α2
2 − 2α2

3

)
, P =

(
0, 0, 12δ

√
2α2

2 − 2α2
3 − α2

)
, α1 = α3, δ = ±1.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (5) óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è.
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(ii) Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîëèòîíà (3) èìååò âèä

(16)

(2(V 1)2 + 2(V 3)2 − 6V 3α2 + 4α2
2)α2

1 + α4
2 − α4

1

2α2
1

= −2P 3α2 − Λ,

V 1(2V 3α2 − α2
1 − α2

2)

2α2
= −P 1α2 − P 2α1,

(2(V 1)2 − α2
2)α4

1 − 2α2
2(V 3 − α2)(V 3 − 2α2)α2

1 + α6
2

2α2
1α

2
2

= 2P 3α2 + Λ,

(2(V 1)2 + α2
2)α4

1 + (−2(V 1)2α2
2 + 4V 3α3

2 − 6α4
2)α2

1 + α6
2

2α2
1α

2
2

= Λ,

−2(V 1)2α2
1 + V 3α2

1α2 − V 3α3
2 − 2α2

1α
2
2 + 2α4

2

2α2α1
=
P 3(α2

1 − α2
2)

α1
,

−V
1((2V 3 − α2)α2

1 − α3
2)

2α1α2
=
α2(P 1α2 + P 2α1)

α1
.

Åñëè ñëîæèòü ïÿòîå óðàâíåíèå è øåñòîå, äîìíîæåííîå íà α1/α2, òî ïîëó÷èì

V 1V 3(α2
1 − α2

2) = 0.

Åñëè V 1 = 0, òî ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ñëó÷àþ (i). Ñëó÷àé α2
1 = α2

2 íåâîçìîæåí,
òàê êàê α1 6= −α3 = α2

2/α1. Òàêèì îáðàçîì, V 3 = 0. Êðîìå òîãî, âûðàçèì P 3 è
Λ èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé:

P 3 =
−(V 1)2α4

1 + α2
1α

4
2 − α6

2

2α2
1α

3
2

,

Λ =
2(V 1)2α4

1 − 2(V 1)2α2
1α

2
2 + α4

1α
2
2 − 6α2

1α
4
2 + α6

2

2α2
1α

2
2

.

Ïîäñòàâëÿÿ â (16), ïîëó÷èì

2(V 1)2α4
1 − α4

1α
2
2 − 4α2

1α
4
2 + α6

2

2α2
1α

2
2

=
−2(V 1)2α2

1 + α4
1 − 4α2

1α
2
2 − α4

2

2α2
1

,

−(V 1)2α2
1 − α2

1α
2
2 + α4

2

α2α1
= − ((V 1)2α4

1 − α2
1α

4
2 + α6

2)(α2
1 − α2

2)

2α3
1α

3
2

,

−V
1(α2

1 + α2
2)

2α2
= −P 1α2 − P 2α1.

Âûðàæàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (V 1)2 = (α2
1−α2

2)α2
2/α

2
1 (÷òî òàêæå äàåò |α1| >

|α2|) è ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå, ïîëó÷èì

α6
1 − 7α4

1α
2
2 + 7α2

1α
4
2 − α6

2 = 0.

Èç âñåõ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ, óñëîâèþ |α1| > |α2| óäîâëåòâîðÿþò
α1 = δ1(1 +

√
2)α2, δ1 = ±1. Òîãäà V 1 = δ2

√
2
√

2− 2α2, δ2 = ±1. Â ñèñòåìå (16)
îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå, èç êîòîðîãî ìû âûðàçèì

P 1 = δ2(2 +
√

2)α2

√
2
√

2− 2− P 2δ1
√

2− P 2δ1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå:

Λ = 4α2
2, V =

(
δ2
√

2
√

2− 2α2, δ2
√

2
√

2− 2α2δ1(1 +
√

2), 0
)
, δ1 = ±1, δ2 = ±1,

P =
(
δ2(2 +

√
2)α2

√
2
√

2− 2− P 2δ1
√

2− P 2δ1, P
2,−2α2

)
, α1 = δ1(1 +

√
2)α2,



60 Ï.Í. ÊËÅÏÈÊÎÂ, Å.Ä. ÐÎÄÈÎÍÎÂ, Î.Ï. ÕÐÎÌÎÂÀ

α3 = α2δ1(1 −
√

2). Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (5) óáåæäàåì-
ñÿ, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ñîëèòîíîì Ðè÷÷è. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1. Èíâàðèàíòíûå ñîëèòîíû Ðè÷÷è íà òðåõìåðíûõ óíèìîäóëÿð-

íûõ ãðóïïàõ Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé è ïîëóñèììåòðè÷å-
ñêîé ñâÿçíîñòüþ èññëåäîâàëèñü â [17].
Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà 5 äàåò îòâåò íà ãèïîòåçó Ë.Öåðáî â ëîðåíöåâîì ñëó-

÷àå. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå äàæå äëÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû ñóùåñòâóþò
íåòðèâèàëüíûå èíâàðèàíòíûå ñîëèòîíû Ðè÷÷è.
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