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Ïðåäñòàâëåíî Â.È. Âàõòåëåì

Abstract: We study the distribution of the crossing number of a
strip with straight parallel boundaries by trajectories of a stochastic
process with independent increments (Levy process). For the distri-
bution under study, we give a number of inequalities, as well as
asymptotic representations for unlimitedly expanding strip.

Keywords: stationary stochastic process with independent incre-
ments (Levy process), number of strip crossings, probabilistic ine-
qualities.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü ξ(t), t ≥ 0, ξ(0) = 0, � îäíîðîäíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçà-
âèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè (ïðîöåññ Ëåâè), âûáîðî÷íûå ôóíêöèè êîòî-
ðîãî íåïðåðûâíû ñïðàâà. Â ýòîì ñëó÷àå E exp{λξ(t)} = exp{tψ(λ)} ïðè
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Reλ = 0,

ψ(λ) = γλ+
σ2λ2

2
+

∞∫
−∞

(
eλx − 1− λx

1 + x2

)
dS(x), (1)

ãäå γ è σ > 0 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ôóíêöèÿ S(x) íå óáûâàåò íà êàæ-
äîì èç èíòåðâàëîâ (−∞, 0) è (0,∞),∫

|x|≤1

x2dS(x) <∞, S(−∞) = S(∞) = 0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ îäèí èç èíòåãðàëîâ
∞∫
1

1

t
P(ξ(t) > 0) dt èëè

∞∫
1

1

t
P(ξ(t) < 0) dt. (2)

Èçâåñòíî [1], ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî Eξ(1) ̸= 0.
Åñëè, ê ïðèìåðó, ñõîäèòñÿ ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ (2), òî òðàåêòîðèÿ ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà óõîäèò âíèç, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà åå âåðõíÿÿ ãðàíü
êîíå÷íà, à íèæíÿÿ ãðàíü ïðîöåññà ðàâíà −∞.
Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó θ, ðàâíóþ ÷èñëó ïåðåñå÷åíèé ñíèçó ââåðõ

ïîëîñû {−a < y < b} íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òî÷åê (x, y) òðàåêòî-
ðèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (t, ξ(t))∞t=0, çäåñü a > 0, b > 0. Íàøåé öåëüþ
ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ:

τ+0 = τ−0 = 0,

τ−i = inf {t > τ+i−1 : ξ(t) ≤ −a}, τ+i = inf {t > τ−i : ξ(t) ≥ b}, i ≥ 1.

Ïîëàãàåì, ÷òî inf ∅ = ∞. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

P(θ ≥ k) = P(τ+k <∞), k ≥ 1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñ-
ëó ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû ñâåðõó âíèç. ßñíî, ÷òî êîëè÷åñòâà ïåðåñå÷åíèé
ïîëîñû ñíèçó ââåðõ è ñâåðõó âíèç îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñàìîå áîëü-
øåå íà åäèíèöó. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì ÷èñëà ïåðåñå÷å-
íèé ïîëîñû ñíèçó ââåðõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçó÷åíèå ïåðåñå÷åíèé ñâåð-
õó âíèç ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå. Èçâåñòíî [1], ÷òî
óñëîâèå (2) èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé èí-
òåðâàëà ïðîöåññîì ξ(t).
Èçó÷åíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû ïîñâÿùåíû ðà-

áîòû ìíîãèõ àâòîðîâ. Âû÷èñëåíèå â òî÷íîì âèäå õàðàêòåðèñòèê ôóíê-
öèîíàëîâ â ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõ äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ
ìîìåíòîì âûõîäà èç èíòåðâàëà, â òîì ÷èñëå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïå-
ðåñå÷åíèé ïîëîñû, äîñòóïíî òîëüêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñèòóàöèÿõ.
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Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î òî÷íûõ ôîðìóëàõ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïåðå-
ñå÷åíèé ïîëîñû ìîæíî íàéòè â [2]. Ïîýòîìó îñíîâíîå âíèìàíèå â èçó-
÷åíèè ýòèõ õàðàêòåðèñòèê óäåëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîäõîäàì. Äëÿ
ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, ïîðîæä¼ííûõ ñóììàìè íåçàâèñèìûõ îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â [3] íàéäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ðàñøèðÿþùåéñÿ
ïîëîñû çà áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàñïðå-
äåëåíèå ñêà÷êà áëóæäàíèÿ èìååò ë¼ãêèé èëè òÿæ¼ëûé ïðàâûé õâîñò. Â
[4] ïîëó÷åíû ïîëíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè òðàåêòî-
ðèÿìè öåëî÷èñëåííîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå Êðàìåðà íà ðàñïðåäåëåíèå
ñêà÷êîâ è øèðèíà ïîëîñû íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ ðàçëè÷íûìè ñêî-
ðîñòÿìè âìåñòå ñ ðàñøèðåíèåì ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè.
Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñè-
ìûìè ïðèðàùåíèÿìè ðàññìàòðèâàëàñü â [5], [6].
Â ïåðâîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ðàáîòû (ï. 2) áóäóò óñòàíîâëåíû àñèìï-

òîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ñíèçó
ââåðõ ðàñøèðÿþùåé ïîëîñû òðàåêòîðèÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t) â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé êîíå÷íî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíè-
öà. Òåì ñàìûì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [3], ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæ-
äàíèé, ïîðîæä¼ííûõ ñóììàìè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ïðîöåññû ñ íåïðåðûâíûì âðå-
ìåíåì. Âî âòîðîé ÷àñòè (ï. 3) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ íåðà-
âåíñòâ äëÿ âåðîÿòíîñòè P(θ ≥ k). Ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì
äîïîëíåíèåì ê èìåþùèìñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì. Àíàëîãè÷íûå
íåðàâåíñòâà äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, ïîðîæä¼ííûõ ñóììàìè íåçàâè-
ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷åíû ðàíåå
â [2]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ íà
ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà è èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ïðè¼ìû è ìåòîäû èç
[2], [3].

2. Àñèìïòîòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëî-
ñû

Çäåñü ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Eξ(1) < 0.
Êàê ïðàâèëî, òå èëè èíûå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèîíàëîâ â çàäà÷àõ

ñ äâóìÿ ãðàíèöàìè ïåðâîíà÷àëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèîíàëîâ îò òðàåêòîðèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ â çà-
äà÷àõ ñ îäíîé ãðàíèöåé. Ñëåäóÿ ýòîé ñõåìå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â
äàëüíåéøåì ðàñïðåäåëåíèå ñóïðåìóìà òðàåêòîðèè ïðîöåññà è ïðåäåëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ïåðåñêîêà ÷åðåç áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûé îò-
ðèöàòåëüíûé óðîâåíü.
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Ïóñòü äëÿ Reλ = 0, x ≥ 0, y ≤ 0,

ψ(λ) = logE eλξ(1), ζ = sup
t≥0

ξ(t), Q(x) = P(ζ ≥ x),

η−(y) = inf{t ≥ 0 : ξ(t) ≤ y}, χ−(y) = ξ(η−(y))− y.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: äëÿ k ≥ 2

P(θ ≥ k) =

∞∫
b

+0∫
−∞

Q(a+ b− x)P(χ−(−a− y) ∈ dx)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy). (3)

Ýòó ôîðìóëó íåòðóäíî ïîíÿòü: åñëè òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà k − 1 ðàç ïå-
ðåñåêëà ïîëîñó ñíèçó ââåðõ è â ìîìåíò τ+k−1 çíà÷åíèå ïðîöåññà îêàçà-
ëîñü ðàâíûì y ≥ b, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçîøëî åùå îäíî ïåðåñå÷åíèå
ïîëîñû, ñòàðòóþùàÿ èç òî÷êè y îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òðàåêòîðèè äîëæíà
ïåðåñå÷ü íèæíþþ ãðàíèöó ïîëîñû ñ íåèçáåæíûì ïåðåñêîêîì, ïðèíèìà-
þùèì çíà÷åíèå x ∈ (−∞, 0]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòðàæàåò ìíîæèòåëü
P(χ−(−a− y) ∈ dx) ïîä èíòåãðàëîì. Ìíîæèòåëü Q(a+ b− x) ïîä èíòå-
ãðàëîì îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå âåðõíåé ãðàíèöû ïîëîñû äëÿ ïîñëåäó-
þùåé ÷àñòè òðàåêòîðèè.
Äàëåå áóäåì èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîäûíòåãðàëü-

íîãî âûðàæåíèÿ â (3) ïðè b→ ∞. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ.
Èç ðåçóëüòàòîâ [7] ñëåäóåò, ÷òî åñëè −∞ < Eξ(1) < 0, òî ñóùåñòâóåò

ïðåäåëüíîå ïðè y → −∞ ñîáñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå

P(χ− < x) = lim
y→−∞

P(χ−(y) < x)

âåëè÷èíû ïåðâîãî ïåðåñêîêà ÷åðåç áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûé îòðèöàòåëü-
íûé áàðüåð, è èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Eeλχ− =
ψ(λ)

λ|Eξ(1)|
E eλζ .

Èç òåîðåìû 2.1 [8, ñòð. 230] òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

P(χ− < x) = |E ξ(1)|−1

+0∫
−∞

∞∫
0

S(z + x− y) dP(ζ ≥ y) dz,

ãäå S(x) � ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà â ïðåäñòàâëåíèè (1).
Ôóíêöèÿ E exp{λχ−} áóäåò â äàëüíåéøåì íàìè èñïîëüçîâàòüñÿ, ïî-

ýòîìó ïðèâåäåì äëÿ íåå òàêæå äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå, èçâåñòíîå èç
[8, ñë. 3.1, ñòð.131]. Ïóñòü

η̄−(y) = inf{t ≥ 0 : ξ(t) ≤ y}, χ̄−(y) = ξ(η̄−(y))− y, y ≤ 0.

Òîãäà

E exp{λχ−} =
1−E exp{λχ̄−(0)}

λ|E χ̄−(0)|
,

åñëè −∞ < E ξ(1) ≤ 0 è P(η̄−(0) > 0) = 1.
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Èçâåñòíî [1], ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ P(η̄−(0) > 0) = 1 äîñòàòî÷-
íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

1∫
0

1

t
P(ξ(t) < 0) dt <∞. (4)

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (4) òàêæå ïðèâåäåíû â [1].
Íàõîæäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà òðàåêòîðèè ïðîöåññà ξ(t) â ÿâ-

íîì âèäå äîñòóïíî ëèøü â íåìíîãèõ ÷àñòíûõ ñèòóàöèÿõ. Ïîýòîìó çäåñü
òàêæå ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
Q(x), êîòîðûå èçâåñòíû ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå
ξ(1). Ðàññìîòðèì ýòè ñèòóàöèè áîëåå ïîäðîáíî.
Â [9] óñòàíîâëåíî, ÷òî

Q(x) = P(ζ ≥ x) ≤ e−ρx, (5)

ãäå

ρ = sup{λ ≥ 0 : E exp{λξ(1)} ≤ 1} = sup{λ ≥ 0 : ψ(λ) ≤ 0}.

Åñëè E ξ(1) < 0 è E exp{λξ(1)} < ∞ ïðè íåêîòîðîì λ > 0, òî è ρ > 0.
Ïóñòü

µ := sup{λ ≥ 0 : E exp{λξ(1)} <∞},
òîãäà µ ≥ ρ. Åñëè ρ > 0 è ψ(ρ− 0) < 0, òî ρ = µ.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

ρ > 0, ψ(ρ) = 0, ψ′(ρ) = E ξ(1) eρξ(1) <∞. (6)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â [8, ñòð. 214].

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî (6). Òîãäà

Q(x) = c e−ρx(1 + φ(x)), (7)

ãäå φ(x) → 0 ïðè x→ ∞,

c−1 = ρψ′(ρ)

0∫
−∞

eρy dF−(y),

F−(y) = −
∞∫
0

P( inf
0≤s≤t

ξ(s) ≥ y) dt =

= −
∞∫
0

P(η̄−(y) > t) dt = −E η̄−(y), y ≤ 0.

Ñîîòíîøåíèå (7) è äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ êîíñòàíòû c ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðîöåññ èçâåñòíû òàêæå èç [10].
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Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (7) ðàâåíñòâî (3) ïðèîáðåòàåò âèä

P(θ ≥ k) = ce−ρ(a+b)

∞∫
b

+0∫
−∞

eρxP(χ−(−a− y) ∈ dx)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)

+ce−ρ(a+b)

∞∫
b

+0∫
−∞

eρxφ(a+ b− x)P(χ−(−a− y) ∈ dx)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy). (8)

Î÷åâèäíî, ïðè y ≥ b è b→ ∞
+0∫

−∞

eρxP(χ−(−a− y) ∈ dx) → h :=

+0∫
−∞

eρxP(χ− ∈ dx), (9)

ïîýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (8) ðàâíî

hce−ρ(a+b)

∞∫
b

P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)(1 + o(1)), b→ ∞.

Îáðàòèìñÿ êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó â ïðàâîé ÷àñòè (8). Ïóñòü

φ1(z) = sup
v≥z

φ(v).

Òîãäà

φ(a+ b− x) ≤ φ1(a+ b− x) ≤ φ1(a+ b)

â ñèëó òîãî, ÷òî x ≤ 0, à φ1(z) � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì
φ1(z) → 0, åñëè z → ∞. Ïîýòîìó φ1(a+ b) = o(1) ïðè b→ ∞ è

∞∫
b

+0∫
−∞

eρxφ(a+ b− x)P(χ−(−a− y) ∈ dx)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy) =

= o(1)

∞∫
b

P(ξ(τ+k−1) ∈ dy).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ k ≥ 2

P(θ ≥ k) = hce−ρ(a+b)

∞∫
b

P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)(1 + o(1)) =

= hce−ρ(a+b)P(θ ≥ k − 1)(1 + o(1)).

Ïîëüçóÿñü ýòèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü E ξ(1) < 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî öåëîãî k ≥ 2 è ïðîèçâîëüíîãî a > 0 ïðè b→ ∞ èìååò ìåñòî

P(θ ≥ k) = P(θ ≥ 1)(hc)k−1e−ρ(k−1)(a+b)(1 + o(1)),

÷èñëî c îïðåäåëåíî â ëåììå 1, h çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (9).

Ðàññìîòðèì äàëåå âåðîÿòíîñòü P(θ ≥ 1). Î÷åâèäíî, ÷òî

P(θ ≥ 1) =

+0∫
−∞

Q(a+ b− x)P(χ−(−a) ∈ dx)

= ce−ρ(a+b)

+0∫
−∞

eρxP(χ−(−a) ∈ dx)(1 + o(1)), b→ ∞. (10)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû a→ ∞, òî
+0∫

−∞

eρxP(χ−(−a) ∈ dx) → h.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïðåäïîëîæèòü, ÷òî a→ ∞
íàðÿäó ñ b→ ∞, òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ≥ 1

P(θ ≥ k) = (hc)ke−ρk(a+b)(1 + o(1)). (11)

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (11) ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé âå-
ëè÷èíû o(1) ðàíåå óñòàíîâëåíî â [5] ïðè áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûõ òðåáî-
âàíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ÷èñëî a íå ðàñò¼ò, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-

ëà â (10) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì èç [5]. Ïðè
Reu > 0, Reλ ≥ 0

E exp{uη−(−a) + λξ(η−(−a))} = r−1
− (u, λ)

[
r−(u, λ)

](−∞,−a]
. (12)

Çäåñü r−(u, λ) � îòðèöàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà áåçãðàíè÷íî äåëèìîé ôàê-
òîðèçàöèè

u

u− ψ(λ)
= r−(u, λ) r+(u, λ),

ââåä¼ííîé è èçó÷åííîé Á.À. Ðîãîçèíûì â [1]. Â (12) èñïîëüçîâàíî îáî-
çíà÷åíèå

[g(λ)]D =

∫
D

eλx dG(x), åñëè g(λ) =

∞∫
−∞

eλx dG(x), Reλ = 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü (12) íåïðåðûâíà â òî÷êå u = 0, ïîýòîìó
+0∫

−∞

eρxP(χ−(−a) ∈ dx)
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= lim
u→0

E exp{uη−(−a) + ρχ−(−a)} = lim
u→0

eρar−1
− (u, ρ)

[
r−(u, ρ)

](−∞,−a]
.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ρ > 0, ψ(ρ) = 0, ψ′(ρ) = E ξ(1) eρξ(1) = ∞,

ñîîòíîøåíèå (7) òàêæå èìååò ìåñòî ([8, ñòð.217]) ñ äðóãîé êîíñòàíòîé
c ïðè íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ.
Â ýòèõ óñëîâèÿõ àíàëîãè òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ 1 òàêæå ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.
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3. Íåðàâåíñòâà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé

Â ýòîì ðàçäåëå íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå äâóñòîðîííèõ îöåíîê
äëÿ âåðîÿòíîñòè P(θ ≥ k) ïðè E ξ(1) < 0.
Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ýòà çàäà÷à äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, ïîðîæ-

äåííûõ ñóììàìè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå ñêà÷êà áëóæäà-
íèÿ ðåøàëàñü â [2]. Çäåñü ìû áóäåì äåéñòâîâàòü, â îñíîâíîì, ïî ñõåìå
ðàáîòû [2].
Çàìåòèì, ÷òî ïðè E ξ(1) ̸= 0 âåðîÿòíîñòè P(θ ≥ k) ìîãóò áûòü îöåíå-

íû ñâåðõó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Åñëè E ξ(1) < 0, òî

P(θ ≥ k) ≤ [P(ζ ≥ a+ b)]k = Qk(a+ b). (13)

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì èç (3) ïðè k ≥ 2

P(θ ≥ k) =

∞∫
b

+0∫
−∞

Q(a+ b− x)P(χ−(−a− y) ∈ dx)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)

≤ Q(a+ b)

∞∫
b

P(χ−(−a− y) ≤ 0)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)

= Q(a+ b)P(θ ≥ k − 1) = Qk(a+ b).

Ïðè k = 1 îöåíêà (13) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (10).
Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ Q(x) ñîäåðæèòñÿ â (5) ïðè äî-

ïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ρ > 0 .
Äàëåå áóäåì çàíèìàòüñÿ íàõîæäåíèåì îöåíîê ñíèçó äëÿ P(θ ≥ k).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü E ξ(1) < 0 è äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 â ïðåäñòàâëåíèè

(1) âûïîëíÿåòñÿ
−r∫

−∞
dS(x) = 0. Òîãäà äëÿ k ≥ 1 èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî

P(θ ≥ k) ≥ Qk(a+ b+ r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ ïðîöåññà â ìîìåíò âûõî-
äà èç ïîëîñû âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñêà÷êîâ ïðîöåññà,
ò. å. ïîâåäåíèåì ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè S(x) â ïðåäñòàâëåíèè (1). Íà-
ïðèìåð, åñëè îòðèöàòåëüíûå ñêà÷êè ïðîöåññà ξ(t) (ò. å. ñêà÷êè âíèç) ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâûøàþò ÷èñëà r (â óñëîâèÿõ òåîðåìû ýòî
èìååò ìåñòî), òî ïðè âñåõ y ≤ 0 çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χ−(y) ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà áóäåò íå ìåíüøå ÷èñëà −r. Ïîýòîìó èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: ïðè k ≥ 2

P(θ ≥ k) =

∞∫
b

+0∫
−r

Q(a+ b− x)P(χ−(−a− y) ∈ dx)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)
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≥ Q(a+ b+ r)

∞∫
b

+0∫
−r

P(χ−(−a− y) ∈ dx)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)

≥ Q(a+ b+ r)

∞∫
b

P(ξ(τ+k−1) ∈ dy) = Q(a+ b+ r)P(θ ≥ k − 1).

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû P(θ ≥ 1), ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñðàçó ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ñïåêòðàëüíî ïîëîæèòåëüíîãî ïðîöåññà ξ(t) ñ
E ξ(1) < 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P(θ ≥ k) = Qk(a+ b).

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ Q(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç ïðè
x > 0. Ïåðåïèøåì (3) â âèäå

P(θ ≥ k) =

∞∫
b

EQ(a+ b− χ−(−a− y))P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)

è âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà äëÿ ôóíêöèè Q. Òîãäà

P(θ ≥ k) ≥
∞∫
b

Q(a+ b−Eχ−(−a− y))P(ξ(τ+k−1) ∈ dy).

Èç [7, òåîðåìà 5] âûâîäèì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî. Åñëè E ξ(1) ≤ 0,
E |ξ3(1)| <∞, òî ðàâíîìåðíî ïî y ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ

|Eχ−(−y)| ≤ l :=
3a3
a2

, (14)

ãäå ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå ai =
∞∫

−∞
|xi| dS(x), i = 2, 3. Ýòè âåëè÷èíû êî-

íå÷íû, åñëè E |ξ3(1)| <∞. Èìååì äàëåå

Q(a+ b−Eχ−(−a− y)) = Q(a+ b+E|χ−(−a− y)) ≥ Q(a+ b+ l).

Â èòîãå ïîëó÷àåì ïðè k ≥ 2

P(θ ≥ k) ≥ Q(a+ b+ l)

∞∫
b

P(ξ(τ+k−1) ∈ dy) = Q(a+ b+ l)P(θ ≥ k − 1).

Äëÿ P(θ ≥ 1) èìååì

P(θ ≥ 1) =

+0∫
−∞

Q(a+ b− x)P(χ−(−a) ∈ dx) =

= EQ(a+ b− χ−(−a)) ≥ Q(a+ b+ l).

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü E ξ(1) < 0, E |ξ3(1)| < ∞ è ôóíêöèÿ Q(x) âûïóêëà
âíèç ïðè x > 0. Òîãäà ïðè âñåõ k ≥ 1

P(θ ≥ k) ≥ Qk(a+ b+ l),

ãäå l = 3a3/a2, ai =
∞∫

−∞
|xi| dS(x), i = 2, 3.

Äàëåå ïðåäëîæèì äðóãèå âåðñèè îöåíîê ñíèçó äëÿ P(θ ≥ k).
Îáîçíà÷èì φ(λ) = E exp{λξ(1)} è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ξ(1) âûïîë-

íÿåòñÿ ïðàâîñòîðîííåå óñëîâèå Êðàì�åðà:

φ(λ+) <∞ äëÿ íåêîòîðîãî λ+ > 0. (15)

Åñëè æå φ(λ+) ≥ 1, òî óðàâíåíèå φ(λ) = 1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ρ > 0 (ñì. [9]). Â [11] óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè E ξ(1) < 0, òî ïðè âûïîëíåíèè
(15) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Q(x) ≥ s−1 e−ρx, (16)

ãäå

s = sup
0<x<M

E
(
eρ(ξ(1)−x)|ξ(1) ≥ x

)
, M = inf{x > 0 : P(ξ(1) ≤ x) = 1};

çäåñü M = ∞, åñëè P(ξ(1) < x) < 1 ïðè âñåõ x > 0.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâîì (16) îöåíèì ñíèçó ôóíêöèþ Q(a+b−x)

â (3), ïîñëå ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà ïî îòíîøåíèþ ê
âûïóêëîé ôóíêöèè e−ρx, à çàòåì ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (14), ïðåäïîëî-
æèâ äîïîëíèòåëüíî, ÷òî E |ξ3(1)| <∞. Ïîëó÷àåì äëÿ k ≥ 2

P(θ ≥ k) ≥
∞∫
b

+0∫
−∞

s−1e−ρ(a+b−x)P(χ−(−a− y) ∈ dx)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)

= s−1e−ρ(a+b)

∞∫
b

+0∫
−∞

eρxP(χ−(−a− y) ∈ dx)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)

= s−1e−ρ(a+b)

∞∫
b

E eρχ−(−a−y)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)

≥ s−1e−ρ(a+b)

∞∫
b

eρEχ−(−a−y)P(ξ(τ+k−1) ∈ dy)

≥ s−1e−ρ(a+b)

∞∫
b

eρl P(ξ(τ+k−1) ∈ dy) = s−1 e−ρ(a+b+l)P(θ ≥ k − 1).

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ P(θ ≥ 1), ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-
ùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü E ξ(1) < 0, E |ξ3(1)| < ∞, âûïîëíÿåòñÿ ïðàâîñòî-
ðîííåå óñëîâèå Êðàì�åðà (15) è φ(λ+) ≥ 1. Òîãäà äëÿ k ≥ 1

P(θ ≥ k) ≥ s−1 e−ρk(a+b+l).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
ξ(t) óñëîâèå (15) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ(1) èìååò òÿæ¼ëûé ïðàâûé õâîñò: E exp{λξ(1)} = ∞ ïðè âñåõ
λ > 0. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ1(t), êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðî-
ñòîé çàìåíîé ñêà÷êîâ ïðîöåññà ξ(t), ïðåâûøàþùèõ íåêîòîðîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî q, íà ñêà÷êè ðàçìåðà q. Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà
ξ1(t) â ïðåäñòàâëåíèè (1) áóäåò ðàâíà

S1(x) =

{
S(x), åñëè x ≤ q,

S(q), åñëè x > q.

ßñíî, ÷òî äëÿ ïðîöåññà ξ1(t) âûïîëíåíî óñëîâèå (15), òàê êàê

φ1(λ) ≡ E exp{λξ1(l)} <∞

ïðè ëþáîì λ > 0 è, êðîìå òîãî, φ1(λ) → ∞ ïðè λ→ ∞. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî E ξ1(1) ≤ E ξ(1) < 0, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ζ ≥ ζ1 := supt≥0 ξ1(t) è

Q(x) = P(ζ ≥ x) ≥ Q1(x) := P(ζ1 ≥ x).

ßñíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ÷èñëî q, òåì ìåíüøå áóäåò ïîòåðÿ òî÷íîñòè â
ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå.
Ïîñêîëüêó äëÿ ξ1(t) âûïîëíÿåòñÿ ïðàâîñòîðîííåå óñëîâèå Êðàì�åðà,

äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîé îöåíêè ñíèçó äëÿ âåðîÿòíîñòè P(ζ1 ≥ x) ìû
âíîâü ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (16). Ïðè ýòîì ó÷àñòâóþùèå
â í¼ì âåëè÷èíû ρ è s îïðåäåëÿþòñÿ óæå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ1(1) è çàâèñÿò îò q; èõ îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(q) è s(q).
Òàêèì îáðàçîì,

Q1(x) ≥ (s(q))−1 e−ρ(q)x. (17)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñíèçó äëÿ âåðîÿòíîñòè P(θ ≥ k) íóæíî òåïåðü
ïîä èíòåãðàëîì â ôîðìóëå (3) âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé ñíèçó

Q(a+ b− x) ≥ Q1(a+ b− x),

ïðèìåíèòü ê ïîëó÷åííîìó âûðàæåíèþ îöåíêó (17) è äàëüøå äåéñòâî-
âàòü ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü E ξ(1) < 0 è E |ξ3(1)| <∞. Òîãäà äëÿ k ≥ 1

P(θ ≥ k) ≥ (s(q))−1 e−ρ(q)k(a+b+l),

ãäå âåëè÷èíû ρ(q) è s(q) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðîöåññó ξ1(t).

Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ÷èñëî l = 3a3/a2 îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ïðîöåññó ξ(t).
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