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Abstract. Â ðàáîòå ïîñòðîåíû ëîêàëüíî-îäíîìåðíûå ñõåìû (ËÎÑ)
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîá-
íûõ ïîðÿäêîâ ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâó â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè.
Óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ðåøåíèÿ ðàç-
íîñòíîé çàäà÷è. Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïîëó÷åíà àïðè-
îðíàÿ îöåíêà â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, îòêóäà ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü
è ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Keywords: óðàâíåíèå äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà, ïðîèçâîäíàÿ
äðîáíîãî ïîðÿäêà, óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì, óðàâ-
íåíèå ìåäëåííîé äèôôóçèè, ëîêàëüíî-îäíîìåðíûå ñõåìû.

1. Ââåäåíèå

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà âîç-
íèêàþò ïðè èçó÷åíèè ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [1] � [5], ïðè èçó÷åíèè
ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â ñèëüíî-ïîðèñòîé (ôðàêòàëüíîé) ñðåäå [6]. Çàìåòèì,
÷òî ïîðÿäîê äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ñâÿçàí ñ ðàçìåðíîñòüþ ôðàêòàëà [2], [3].
Ïðîñòûå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ðàçìåðíîñòü ôðàêòàëà df ñ ïîðÿäêîì äðîá-
íîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷åíû â ðàáîòå [7].

Bazzaev, A.K., On the convergence of locally one-dimensional schemes for
the differential equation in partial derivatives of fractional orders in a
multidimensional domain.
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Êàê îòìå÷àåòñÿ â [8] ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïîäòâåðæäåíèé òîìó,
÷òî äëÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà õàðàêòåðíî íåëèíåéíîå íàðàñòàíèå ñðåäíåãî
êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ. Íàðóøåíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ, â
òîì ÷èñëå ïðè äâèæåíèè ÷àñòèö â ïëàçìå [9], òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè ÷àñòèö
[10]. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíûõ ïîðÿäêîâ ïî
ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè [11] � [13].

Â ðàáîòå [14] äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ àíîìàëüíîé äèôôóçèè â ìíî-
ãîìåðíîé îáëàñòè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðèáëèæåííîé ôàêòîðèçàöèè. Äëÿ ïåð-
âîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè äðîáíûõ ïîðÿäêîâ ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè èçó÷åíà ÷èñòî
íåÿâíàÿ ñõåìà íà îñíîâå ìåòîäà ïðèáëèæåííîé ôàêòîðèçàöèè, äîêàçàíà óñòîé-
÷èâîñòü ñõåìû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷.

Â ðàáîòå [15] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîìåð-
íîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà-Ëèóâèë-
ëÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

ut − Dα
x u = f, x ∈ D = (0, 1), 0 < t ≤ T,

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t ≤ T,

u(x, 0) = v, x ∈ D,

ãäå α ∈ (1, 2).
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ïîëóäèñêðåòíàÿ ñõåìà íà îñíîâå ìåòîäà Ãàëåð-
êèíà, à òàêæå ïîëíîñòüþ äèñêðåòíàÿ ñõåìà, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå Êðàíêà-
Íèêîëñîíà. Ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ ïîãðåøíîñòè â íîðìàõ L2(D) è Hα/2(D) äëÿ
ïîëóäèñêðåòíîé ñõåìû è â íîðìå L2(D) äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîé ñõåìû.

Â ðàáîòå [16] ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà òèïà Ïåòðîâà-
Ãàëåðêèíà äëÿ îäíîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà-
Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α ∈ (3/2, 2).

Â ðàáîòå [17] ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñ ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿäêà
ïî âðåìåíè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà

∂α0tu−∆u = f, x ∈ Ω, 0 < t ≤ T, 0 < α < 1,

u
∣∣
Γ
= 0, 0 < t ≤ T,Ω+ Γ = Ω,

u(x, 0) = v, x ∈ Ω.

Â ðàáîòå ïîëó÷åí äèñêðåòíûé àíàëîã äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïî-
ðÿäêà àïïðîêñèìàöèè O(τ2−α). Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîé ñõåìû â íîð-
ìå L2(Ω).

Â ðàáîòå [18] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îáûêíîâåííûõ è ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äðîá-
íîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Îòäåëüíî èçó÷åíû ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàð-
íûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè â îäíîìåðíîé è ìíîãîìåðíîé îáëàñòÿõ.
Äîêàçàíû óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
óðàâíåíèé.

Â ðàáîòàõ [19] è [20] áûëè ðàññìîòðåíû ëîêàëüíî-îäíîìåðíûå ñõåìû äëÿ
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà â p-ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñ êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî è òðåòüåãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî, à â [21] äëÿ óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ñîñðåäîòî÷åííîé òåïëîåìêîñòüþ.
Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëà äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ËÎÑ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ïðè
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1/2 < α ≤ 1. Â ðàáîòå [22] ïîñòðîåíû ìíîãîìåðíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ óðàâ-
íåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà è äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì ïðè
âñåõ α, 0 < α ≤ 1. Ðàáîòà [23] ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ ëîêàëüíî-îäíîìåðíûõ
ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè â îáëàñòè ñëîæíîé ôîðìû. Äîêàçàíû óñòîé÷èâîñòü è ðàâíî-
ìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ëîêàëüíî-îäíîìåðíûõ ñõåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Â ðàáîòàõ [24] � [25] ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà.

Ðàáîòà [26] ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìåòîäó âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ðåøå-
íèÿ äðîáíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè. Àëãîðèòì ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ, ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå, îñíîâàí íà êëàññè÷åñêîì ìåòîäå
Êðàíêà-Íèêîëñîíà. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

Îñíîâîïîëàãàþùèå ýëåìåíòû òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà ðàññìîòðåíû, íàïðè-
ìåð, â ìîíîãðàôèÿ [27].

Â ðàáîòàõ [28] � [31] ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëü-
íî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ äðîáíîé ïðîèçâîä-
íîé ïî âðåìåíè â îáëàñòè G×(0, T ), G ∈ Rn. Äîêàçûâàåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïîêàçàíî, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò âõîäíûõ
äàííûõ çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò èñïîëüçîâàíû â ðàáîòàõ [32], [33] äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîá-
íîãî ïîðÿäêà.

Â ðàáîòàõ [34] � [38] ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, à òàêæå âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè.

Â ðàáîòå [39] ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâó, à òàêæå ïîñòðîåíû
ëîêàëüíî-îäíîìåðíûå ñõåìû äëÿ ìíîãîìåðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Â ðàáîòå [41] èññëåäóåòñÿ ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ ñõåì, àïïðîêñèìèðóþùèõ
ïåðâóþ è òðåòüþ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷åíû àïðèîðíûå
îöåíêè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷.

Â ðàáîòå [40] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Àë-
ëåðà äðîáíîãî ïî âðåìåíè ïîðÿäêà ñ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè ïàìÿòè. Äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîñòðîåíû äâå ðàçíîñòíûå ñõåìû
ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
ïðåäëîæåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, êàê ïî âðåìå-
íè, òàê è ïî ïðîñòðàíñòâó. À äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Àëëåðà ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðåäëîæåíà êîìïàêòíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è âòîðîãî ïîðÿäêà
ïî âðåìåíè. Ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè
äëÿ ðåøåíèé ïðåäëîæåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Äîêàçàíà èõ áåçóñëîâíàÿ óñòîé-
÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñîâïàäàåò ñ
ïîðÿäêîì ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî ðåøåíèÿ
èñõîäíîé çàäà÷è.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ëîêàëüíî-îäíîìåðíûõ ñõåì äëÿ óðàâ-
íåíèÿ äèôôóçèè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äðîáíûõ ïîðÿäêîâ ïî ïðîñòðàí-
ñòâó è ïî âðåìåíè â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè. Äëÿ ïîñòðîåííûõ ËÎÑ äîêàçàí
ïðèíöèï ìàêñèìóìà, à òàêæå óñòîé÷èâîñòü è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â ñëó-
÷àå, êîãäà ïîðÿäîê äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè α ∈

(
1/2; 1

]
.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â öèëèíäðå QT = G×(0; T ], îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ p-ìåðíûé ïàðàë-
ëåëåïèïåä G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 < xk < ℓk, k = 1, 2, . . . , p} ñ ãðàíèöåé
Γ, ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

(1) ∂α0tu = Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

ãäå

Lu =
p∑

k=1

Lβk

k u, Lβk

k u = ∂βk

0xk
u+ qk(x, t)u,

∂βk

0xk
u =

1

Γ(2− βk)

xk∫
0

uηη(x1, . . . , xk−1, η, xk+1, . . . , xp, t)

(xk − η)βk−1
dη � äðîáíàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà βk, 1 < βk ≤ 2 ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå xk,

uxx =
∂2u

∂x2
, ∂α0tu =

1

Γ(1− α)

t∫
0

u̇(x, η)

(t− η)α
dη � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïî-

ðÿäêà α, 0 < α < 1, u̇ =
∂u

∂t
, qk ≥ q∗ > 0.

Ê óðàâíåíèþ (1) ïðèñîåäèíèì íà÷àëüíîå è êðàåâûå óñëîâèÿ

(2)


∂u

∂xk
= λ−ku− µ−k(x, t), xk = 0,

− ∂u

∂xk
= λ+ku− µ+k(x, t), xk = ℓk,

(3) u(x, 0) = u0(x), x ∈ G,

ãäå λ±k ≥ λ∗ > 0.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàäà÷à (1) � (3) èìååò åäèíñòâåííîå äî-

ñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå, à òàêæå è âõîäíûå äàííûå çàäà÷è îáëàäàþò íåîá-
õîäèìîé ãëàäêîñòüþ.

3. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà

Ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó âûáåðåì ðàâíîìåðíîé ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ
Oxk ñ øàãîì hk = ℓk/Nk, k = 1, 2, . . . , p:

ωhk
= {x(ik)k = (ikhk : ik = 0, 1, . . . , Nk)}, ω =

p∏
k=1

ωhk
.

Íà îòðåçêå [0; T ] ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó

ωτ = {0, tj+k/p = (j + k/p) τ, j = 0, 1, . . . , j0 − 1, k = 1, 2, . . . , p},

ñîäåðæàùóþ íàðÿäó ñ óçëàìè tj = jτ ôèêòèâíûå óçëû tj+k/p , k = 1, 2, . . . , p−1.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ωτ � ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòêè ωτ , äëÿ êîòîðûõ t > 0.
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Â ðàáîòå [18] ïîêàçàíî, ÷òî äèñêðåòíûé àíàëîã äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî
ïîðÿäêà α, 0 < α < 1 èìååò âèä [19]:
(4)

1

Γ(1− α)

tj+k/p∫
0

u̇(x, η)

(tj+k/p − η)α
dη =

1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−α

j+(k−s)/p

)
u
s/p

t
+O

(
τ

p

)
,

ãäå u
s/p

t
=
us/p − u(s−1)/p

τ/p
, u(t) ∈ C2[0, T ].

Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [41] ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî óëó÷øèòü,
åñëè u(t) ∈ C3[0, T ]. Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. Åñëè u(t) ∈ C2[0, T ], òî
(5)

1

Γ(1− k)

tj+k/p∫
0

u̇(x, η)

(tj+k/p − η)α
dη =

1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−k

j+(k−s)/p

)
u
s/p

t
+O

(
τ

p

)2−α

,

ãäå u
s/p

t
=
u

s
p − u(s−1)/p

τ/p
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1

Γ(1− α)

tj+k/p∫
0

u̇(x, η)

(tj+k/p − η)α
dη =

1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

u̇(x, η)

(tj+k/p − η)α
dη =

=
1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

u̇(x, t) + (η − t)ü(x, t) +O((η − t)2)

(tj+k/p − η)α
dη =

=
1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

u̇(x, t)

(tj+k/p − η)α
dη+

1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

(η − t)ü(x, t)

(tj+k/p − η)α
dη+O

((
τ

p

)2
)
,

=
1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−α

j+(k−s)/p

)
u
s/p

t
+

(6) +
1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

(η − t)ü(x, t)

(tj+k/p − η)α
dη +O

((
τ

p

)2
)
.

ãäå t = t s
p−

1
2p
.

Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (6):∣∣∣∣∣ 1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

(η − t)ü(x, t)

(tj+k/p − η)α
dη

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

ü(x, t)

t s
p∫

t s−1
p

η − t

(tj+k/p − η)α
dη

∣∣∣∣∣ ≤
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≤

∣∣∣∣∣ M

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

η − t

(tj+k/p − η)α
dη

∣∣∣∣∣ =

=
M

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

∣∣∣∣∣
t s
p∫

t

η − t

(tj+k/p − η)α
dη −

t∫
t s−1

p

t− η

(tj+k/p − η)α
dη

∣∣∣∣∣ =

=
2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α pj+k∑
s=1

( 1∫
0

z dz

(2(pj + k − s) + 1− z)α
−

1∫
0

z dz

(2(pj + k − s) + 1 + z)α

)
=

=
2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α pj+k∑
s=1

( 1∫
0

1

(2(pj + k − s) + 1− z)α
−

1∫
0

1

(2(pj + k − s) + 1 + z)α

)
z dz =

=
2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α
1∫

0

z

pj+k∑
s=1

(
1

(2(pj + k − s) + 1− z)α
−

1∫
0

1

(2(pj + k − s) + 1 + z)α

)
dz =

=
2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α
1∫

0

(
z

(3− z)α
− z

(2(pj + k) + 1 + z)α

)
dz−

− 2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α
1∫

0

z

pj+k∑
s=1

(
1

(2(pj + k − s) + 1− z)α
− 1

(2(pj + k + 1) + 1 + z)α

)
dz ≤

≤ 2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α
1∫

0

z dz

(3− z)α
=

2α[(α− 4)21−α + 32−α]M

4Γ(3− α)

(
τ

p

)2−α

,

ãäå M = max
0≤t≤T

|ü(x, t)|.
Ëåììà äîêàçàíà. □

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïó-
òî ïîðÿäêà β, 1 < β ≤ 2, ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Â ðàáîòå [39]
ïîñòðîåí äèñêðåòíûé àíàëîã äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà β, 1 < β ≤ 2, ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x:

∆β
0xi
v =

1

Γ(3− β)

i∑
s=1

(
x2−β
i−s+1 − x2−β

i−s

)
vxx,s, 1 < β ≤ 2, vxx,s =

us+1 − 2us + us−1

h2
,

à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî

(7) ∂β0xi
v = ∆β

0xi
v +O(h),

ïðè óñëîâèè, ÷òî v(x) ∈ C3[0, ℓ]. Êàê è âûøå ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò
òàêæå ìîæíî óëó÷øèòü ïðè v(x) ∈ C4[0, ℓ].

Èòàê, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(x) ∈ C4[0, ℓ] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂βk

0xik
vk =

1

Γ(3− βk)

ik∑
s=1

(
x2−βk

ik−s+1 − x2−β
ik−s

)
vxkxk,s +O(h3−βk

k ), 1 < βk ≤ 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

∂βk

0xik
vk =

1

Γ(2− βk)

xik∫
0

v
′′
(ξ)dξ

(xik − ξ)βk−1
=

1

Γ(2− βk)

ik∑
s=1

xs∫
xs−1

v
′′
(ξ)dξ

(xik − ξ)βk−1
=

=
1

Γ(2− βk)

ik∑
s=1

xs∫
xs−1

v
′′
(xs−1/2) + v

′′′
(xs−1/2)(ξ − xs−1/2) +O((ξ − xs−1/2)

2)

(xik − ξ)βk−1
dξ =

=
1

Γ(2− βk)

i∑
s=1

vxkxk,s−1/2

xs∫
xs−1

dξ

(xik − ξ)βk−1
+

+
1

Γ(2− βk)

ik∑
s=1

v
′′′
(xs−1/2)

xs∫
xs−1

(ξ − xs−1/2)

(xik − ξ)βk−1
dξ +O(h2).

Îöåíèì âåëè÷èíó∣∣∣∣∣∣ 1

Γ(2− βk)

ik∑
s=1

v
′′′
(xs−1/2)

xs∫
xs−1

(ξ − xs−1/2)

(xik − ξ)βk−1
dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ Mk

Γ(2− β)

ik∑
s=1

∣∣∣∣∣∣
xs∫

xs−1

(ξ − xs−1/2)

(xik − ξ)βk−1
dξ

∣∣∣∣∣∣ =
=

Mk

Γ(2− βk)

ik∑
s=1

∣∣∣∣∣∣∣
xs∫

xs−1/2

ξ − xs−1/2

(xi − ξ)βk−1
dξ −

xs−1/2∫
xs−1

xs−1/2 − ξ

(xik − ξ)βk−1
dξ

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

2βk−1h3−βk Mk

4Γ(2− βk)

ik∑
s=1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

zdz

(2(ik − s) + 1− z)βk−1
−

1∫
0

zdz

(2(ik − s) + 1 + z)βk−1

∣∣∣∣∣∣ =
=

2βk−1h3−β
k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

z

ik−1∑
s=0

(
1

(2s+ 1− z)βk−1
− 1

(2s+ 1 + z)βk−1

)
dz =

=
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

z

(
1

(1− z)βk−1
− 1

(2ik − 1 + z)βk−1

)
dz+

+
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

z

ik−1∑
s=1

(
1

(2s− 1 + z)βk−1
− 1

(2s+ 1− z)βk−1

)
dz =

=
2βk−1h3−βk Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

(
z

(1− z)βk−1
− z

(2i− 1 + z)βk−1

)
dz−

−
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

z

ik−1∑
s=1

(
1

(2s− 1 + z)βk−1
− 1

(2s+ 1− z)βk−1

)
dz ≤
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≤
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

(
z

(1− z)βk−1
− z

(2ik − 1 + z)βk−1

)
dz =

=
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

zdz

(1− z)βk−1
− 2βk−1h3−βk Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

zdz

(2ik − 1 + z)βk−1
≤

≤
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

zdz

(1− z)βk−1
=

=
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1

(2− βk)(3− βk)
=

2βk−1Mk

4Γ(4− βk)
h3−βk

k ,

ãäå Mk = max
0≤xk≤ℓk

|v′′′
(xk)|.

Ëåììà äîêàçàíà. □

Ïî àíàëîãèè ñ ([43], ñ. 522) óðàâíåíèþ (1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå öåïî÷êó
îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé

Pku = 0, ãäå Pku =
1

p
∂α0tu− Lβk

k u− fk,

p∑
k=1

fk = f.

Óðàâíåíèå (1) ïåðåïèøåì â âèäå

Pu = ∂α0tu− Lu− f = 0,

èëè
p∑

k=1

Pku = 0, Pku =
1

p
∂α0tu− Lku− fk.

Íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå ∆k =
(
tj+(k−1)/p, tj+k/p

]
, k = 1, 2, . . . , p, áóäåì

ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàòü çàäà÷è

(8) Pkv(k) =
1

p
∂α0tv(k) − Lβk

k v(k) − fk = 0, t ∈ ∆k, k = 1, 2, . . . , p,

(9)


∂v(k)

∂xk
= λ−kv(k) − µ−k(x, t), xk = 0,

−
∂v(k)

∂xk
= λ+kv(k) − µ+k(x, t), xk = ℓk,

ïîëàãàÿ ïðè ýòîì ñëåäóþùåå:

(10)
v(1)(x, 0) = u0(x),

v(k)(x, tj+(k−1)/p) = v(k−1)(x, tj+(k−1)/p), k = 2, 3, . . . , p,
v(1)(x, tj) = v(p)(x, tj), j = 1, 2, . . . , j0 − 1.

Êàæäîå èç óðàâíåíèé (8) íîìåðà k àïïðîêñèìèðóåì íåÿâíîé äâóõñëîéíîé
ñõåìîé

(11) ∆α
0tj+k/p

y = Λk

(
σky

j+k/p + (1− σk)y
j+(k−1)/p

)
+ φ

j+k/p
k , k = 1, 2, . . . , p,

ãäå

∆α
0tj+k/p

y =
1

p

1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−α

j+(k−s)/p

)
y

s
p

t
,
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Λky =
1

Γ(3− βk)

ik∑
s=1

(
x2−βk

ik−s+1 − x2−βk

ik−s

)
yxkxk,s − dky,

y(σk) = σky
j+k/p + (1− σk)y

j+(k−1)/p, 0 ≤ σk ≤ 1,

(12)


(
y
j+k/p
xk,0

− λ−ky
j+k/p
0

)σk

= −µ−k, xk = 0,

−
(
y
j+k/p
xk,Nk

− λ+ky
j+k/p
Nk

)σk

= −µ+k, xk = ℓk,

(13) y(x, 0) = u0(x).

Ñðåäè íåÿâíûõ ñõåì íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàê-
òèêå ïîëó÷èëè ñèììåòðè÷íàÿ ñõåìà (σk = 0, 5) è ÷èñòî íåÿâíàÿ ñõåìà (σk = 1)
(ñì., íàïðèìåð, [44] ñòð. 248). Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ñëó÷àé ÷èñòî íåÿâíûõ ñõåì.

4. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ËÎÑ

Ïîäñòàâëÿÿ yj+k/p = zj+k/p + uj+k/p â óðàâíåíèå (11), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ ïîãðåøíîñòè zj+k/p:

(14) ∆α
0tj+k/p

z = Λkz
j+k/p + ψ

j+k/p
k , k = 1, 2, . . . , p,

ãäå

ψ
j+k/p
k = Λku

j+k/p + φ
j+k/p
k −∆α

0tj+k/p
u.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç
◦
ψk =

(
Lβk

k u+ fk − 1

p
∂α0tu

)j+1/2

çàìåòèì, ÷òî
p∑

k=1

◦
ψk = 0, åñëè

p∑
k=1

fk = f.

Ïðåäñòàâèì ψk = ψ
j+k/p
k â âèäå

ψk =
◦
ψk +

∗
ψk,

òîãäà

ψ
j+k/p
k =

(
Λku

j+k/p + φ
j+k/p
k −∆α

0tj+k/p
u
)
−

−
(
Lβk

k u+ fk − 1

p
∂α0tu

)j+1/2

+
◦
ψk =

=

(
Λku

j+k/p −
(
Lβk

k u
)j+1/2

)
+
(
φ
j+k/p
k − f

1+1/2
k

)
−

−
(
∆α

0tj+k/p
u− 1

p
(∂α0tu)

j+1/2

)
+

◦
ψk =

◦
ψk +

∗
ψk,

ãäå
∗
ψk =

(
Λku

j+k/p −
(
Lβk

k u
)j+1/2

)
+
(
φ
j+k/p
k − f

j+1/2
k

)
−

−
(
∆α

0tj+k/p
u− 1

p
(∂α0tu)

j+1/2

)
.



Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ËÎÊÀËÜÍÎ-ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÕ ÑÕÅÌ 1073

Èç îïðåäåëåíèÿ Λk è φk ñëåäóåò, ÷òî
∗
ψk = O(h3−βk

k + τ2−α),
◦
ψk = O(1),

p∑
k=1

◦
ψk = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

ψ =

p∑
k=1

ψk =

p∑
k=1

(
◦
ψk +

∗
ψk) =

p∑
k=1

∗
ψk = O

(
|h|3−βk + τ2−α

)
.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèøåì â âèäå

(15)

{
z
j+k/p
xk,0

− λ−kz
j+k/p
0 = ψ−k, ψ−k = λ−ku

j+k/p
0 − u

j+k/p
xk,0

− µ−k,

z
j+k/p
xk,Nk

− λ+kz
j+k/p
Nk

= ψ+k, ψ+k = λ+ku
j+k/p
Nk

− u
j+k/p
xk,Nk

− µ+k,

(16) z(x, 0) = 0,

ãäå
ψ−k, ψ+k = O(h).

Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà (11) � (13) îáëàäàåò ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèåé

ψ =

p∑
k=1

ψk =

p∑
k=1

(
◦
ψk +

∗
ψk) =

p∑
k=1

∗
ψk = O

(
|h|+ τ2−α

)
.

5. Óñòîé÷èâîñòü ËÎÑ

×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è (11) � (13), ïðèâå-
äåì óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ([42], ñòð. 339):
(17)

A(P )y(P ) =
∑

Q∈Ø′(P )

B(P,Q)y(Q) + F (P ), P ∈ ω,

A(P ) > 0, B(P,Q) > 0, D(P ) = A(P )−
∑

Q∈Ø′(P )

B(P,Q) ≥ 0 äëÿ âñåõ P ∈ ω,

ω � ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòêè â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè n - ìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ (11) çàïèøåì â âèäå(
2τα

Γ(3− βk)h
βk

k

− (22−βk − 1)τα

Γ(3− βk)h
βk

k

+
1

Γ(2− α)
+ dk

)
y
j+k/p
ik

=
τα

Γ(3− βk)h
βk

k

y
j+k/p
ik+1 +

+

(
τα

Γ(3− βk)h
βk

k

− 2(22−βk − 1)τα

Γ(3− βk)h
βk

k

+
τα(32−βk − 22−βk)

Γ(3− βk)h
βk

k

)
y
j+k/p
ik−1 +

+

(
τα(22−βk − 1)

Γ(3− βk)h
βk

k

− 2τα(32−βk − 22−βk)

Γ(3− βk)h
βk

k

+
τα(42−βk − 32−βk)

Γ(3− βk)h
βk

k

)
y
j+k/p
ik−2 + . . .+

+

(
τα[(ik − 3)2−βk − (ik − 4)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

− 2τα[(ik − 2)2−βk − (ik − 3)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

+

+
τα[(ik − 1)2−βk − (ik − 2)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

)
y
j+k/p
3 +

(
τα[(ik − 2)2−βk − (ik − 3)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

−
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−2τα[(ik − 1)2−βk − (ik − 2)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

+
τα[i2−βk

k − (ik − 1)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

)
y
j+k/p
2 +

+

(
τα[(ik − 1)2−βk − (ik − 2)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

−
2τα[i2−βk

k − (ik − 1)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

+

+(1− λ−khk)
τα[i2−βk

k − (ik − 1)2−βk ]

Γ(3− βk)h
β
k

)
y
j+k/p
1 +

+
1

Γ(2− α)

{ [
(j + 1)1−α − j1−α

]
y0ik +

[
−(j + 1)1−α + 2j1−α − (j − 1)1−α

]
y1ik+

(18) + . . .+ (−21−α + 2)y
j+(k−1)/p
ik

}
+ φikτ

α +
µ−khk

1 + λ−khk

τα(x2−βk

ik
− x2−βk

ik−1 )

Γ(3− βk)h2k
.

Çàìåòèì, ÷òî [18]

−(j + 1)1−α + 2j1−α − (j − 1)1−α > 0, j ≥ 1,

A(P ) =
2τα

Γ(3− βk)h
βk

k

− (22−βk − 1)τα

Γ(3− βk)h
βk

k

+
1

Γ(2− α)
+ dk > 0

è âñå êîýôôèöèåíòû, ñòîÿùèå ïåðåä y
j+k/p
s , s = 2, 3, . . . , ik +1, ïîëîæèòåëüíû,

à êîýôôèöèåíò ïðè y
j+k/p
1 ïîëîæèòåëåí ïðè ìàëûõ hk. Ïðè íàïèñàíèè êàíî-

íè÷åñêîé ôîðìû (18) áûë èñïîëüçîâàí ðàçíîñòíûé àíàëîã ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

ïðè xk = 0, yxk,0 = λ−ky0−µ−k, èëè y0 = (1−λ−khk)y1+
µ−khk

1 + λ−khk
, hk <

1

λ−k
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

D(P (xik , tj+1)) =
λ−kτ

α(x2−βk

ik
− x2−βk

ik−1 )

Γ(3− βk)hk
+ dk > 0,

D(P (0, tj+1)) = λ−k, D(P (ℓk, tj+1)) = λ+k, β±k ≥ λ∗ > 0.

Çàìå÷àíèå 1. Â îáùåì ñëó÷àå ñõåìû ñ âåñàìè, êîãäà 0 ≤ σk ≤ 1, êîýôôèöè-
åíòû B(P,Q) > 0, åñëè

(19) τα ≤
Γ(3− βk)(2− 21−α)hβk

k

(1− σk)(3− 22−βk)
,

Ò.î., ïðè óñëîâèè (19) íà øàã ñåòêè ïî âðåìåíè ïðèíöèï ìàêñèìóìà ñîõðàíÿ-
åòñÿ è â îáùåì ñëó÷àå.

Ïðè α → 1, βk → 2, k = 1, 2, . . . , p, (19) ïåðåõîäèò â õîðîøî èçâåñòíîå
óñëîâèå

τ ≤ h2k
2(1− σk)

.

Èòàê, òàê êàê D(P ) > 0 íà âñåé ñåòêå ωhτ = ωh × ωτ , òî ïðè êàæäîì k =
1, 2, . . . , p äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (11) � (13) èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò
îöåíêà

∥yj+k/p∥Ch
≤ ∥u0(x)∥Ch

+
2

λ∗

p∑
k=1

max
t∈ωτ

(
∥µ−k(t)∥C

γ
−
k

+ ∥µ+k(t)∥C
γ
+
k

)
+

(20) +
ℓβk−1
k Γ(2− βk)

λ∗
max
t∈ωτ

∥φj+k/p
k ∥Ch

,
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ãäå γ−k � ìíîæåñòâî ëåâûõ ãðàíè÷íûõ óçëîâ, γ+k � ìíîæåñòâî ïðàâûõ ãðàíè÷-

íûõ óçëîâ, γ = γ−k + γ+k , ãäå ∥y∥Ch
= max

x∈ωh

|y(x)|.
Ñóììèðóÿ (20) ïî âñåì k îò 1 äî p, ïîëó÷èì
p∑

k=1

∥yj+k/p∥Ch
≤ p∥u0(x)∥Ch

+
2

λ∗

p∑
k=1

max
t∈ωτ

(
∥µ−k(t)∥C

γ
−
k

+ ∥µ+k(t)∥C
γ
+
k

)
+

+

p∑
k=1

ℓβk−1
k Γ(2− βk)

λ∗
max

0≤j′≤j
∥φj′+k/p∥Ch

,

èëè

∥yj+1∥Ch
≤ p∥u0(x)∥Ch

+
2

λ∗

p∑
k=1

max
t∈ωτ

(
∥µ−k(t)∥C

γ
−
k

+ ∥µ+k(t)∥C
γ
+
k

)
+

(21) +

p∑
k=1

ℓβk−1
k Γ(2− βk)

λ∗
max

0≤j′≤j
∥φj′+k/p∥Ch

.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà (11) � (13) óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì
äàííûì è ïðàâîé ÷àñòè, òàê ÷òî äëÿ çàäà÷è (11) � (13) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(21).

6. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ËÎÑ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z(k) = zj+k/p è ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è (14) � (16) â
âèäå ñóììû

z(k) = v(k) + η(k),

ãäå η(k) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

1

p

1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−α

j+(k−s)/p

)
η

s
p

t
=

◦
ψk, x ∈ ωhk

+γhk
, k = 1, 2, . . . , p,

η(x, 0) = 0.

Ïî àíàëîãèè ñ [19], [20] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

η
j+k/p
(k) = O(τα), k = 1, 2, . . . , p, j = 0, 1, 2, . . . , j0 − 1.

Ôóíêöèÿ v(k) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè
(22)

1

p

1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−α

j+(k−s)/p

)
η

s
p

t
= Λkv(k) + ψ̃k, ψ̃k = Λkη(k) +

∗
ψk,

(23)

{
vxk,0 = λ−kv0 + ψ̃−k, ψ̃−k = −ηj+k/p

xk,0
+ λ−kη(k) − ψ−k,

−vxk,Nk
= λ+kvNk

+ ψ̃+k, ψ̃+k = η
j+k/p
xk,Nk

+ λ+kη(k) − ψ+k,

(24) v(k)(x, 0) = 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü (21) äëÿ îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (22) � (24) v(k):

∥vj+1∥Ch
≤ 2

λ∗

p∑
k=1

max
t∈ωτ

(
∥ψ̃−k(t)∥C

γ
−
k

+ ∥ψ̃+k(t)∥C
γ
+
k

)
+
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(25) +

p∑
k=1

ℓβk−1
k Γ(2− βk)

λ∗
max

0≤j′≤j
∥ψ̃j′+k/p∥Ch

.

Åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå â çàìêíóòîé îáëàñòè QT ïðîèçâîäíûå
∂4u

∂x2k∂x
2
β

, k ̸= β, òî

Λkη(k) = −ταΛk

(
◦
ψk+1 + . . .+

◦
ψp

)
= O(τα), ψ̃−k = ψ̃+k = O(h).

Ïîýòîìó èç îöåíêè (25) ïîëó÷àåì

∥zj∥Ch
≤ ∥vj∥Ch

≤M

(
h

τ1−α
+ τ2α−1

)
,

òàê êàê ηj = 0 äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . , j0.
Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäà÷à (1) � (3) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå â QT

ðåøåíèå u(x, t) è ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå â QT ïðîèçâîäíûå

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2k∂x
2
s

,
∂2+αu

∂x2k∂t
α
,
∂2f

∂x2k
, 1 ≤ k, s ≤ p, k ̸= s.

Òîãäà ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà (11) � (13) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ

O

(
h

τ1−α
+ τ2α−1

)
, h = O(τ1−α), 1/2 < α ≤ 1,

òàê ÷òî

∥yj − uj∥Ch
≤M

(
h

τ1−α
+ τ2α−1

)
,

ãäå h = max
k

hk, M > 0, M � íå çàâèñèò îò h è τ .
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