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Ïðåäñòàâëåíî Ì.À. Øèøëåíèíûì

Abstract: In the paper the inverse problem for the nonstationary
radiative transfer equation is formulated and investigated. It consists
in determining the discontinuity surfaces of the scattering coe�cient
by the time-angular distribution of the radiation �ux density at a
given point in space. A numerical method for localizing the lines of
discontinuity of the required coe�cient in any plane is proposed.
On a number of numerical experiments applied to high-frequency
acoustic sounding of an inhomogeneous �uctuating ocean, the opera-
bility of the algorithm is demonstrated and its shortcomings due
to the measurement data error are indicated.

Keywords: radiative transfer equation, inverse problem, scattering
coe�cient, function discontinuity surfaces

Â ðàáîòàõ [1, 2] ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó-
÷åíèÿ ñî ñîñðåäîòî÷åííûì èìïóëüñíûì èñòî÷íèêîì, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â íàõîæ-
äåíèè êîýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ ïî âðåìåííî-óãëîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïëîòíî-
ñòè ïîòîêà â çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷à-
ÿõ áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ îäíîêðàòíîãî
ðàññåÿíèÿ ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Îáîçíà÷åíû ãðàíèöû
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ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïðè àêóñòè÷åñêîì çîíäè-
ðîâàíèè îêåàíà íà ÷àñòîòàõ ïîðÿäêà íåñêîëüêî ñîòåí êèëîãåðö.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ðàç-
ðûâà êîýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ ïî òåì æå èñõîäíûì äàííûì, ÷òî è â çàäà÷å,
ðàíåå ðàññìîòðåííîé â [1, 2]. Â îòëè÷èè îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è êîýôôèöèåíò
îñëàáëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ìîæåò áûòü íåèçâåñòíûì, íî íå ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ
â äàííîé ïîñòàíîâêå. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòåé
ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè íåêîòîðîé èíäè-
êàòîðíîé ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùèé ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ëîêàëèçîâàòü èñêîìûå
ïîâåðõíîñòè. Ìåòîä ñâîáîäåí îò îãðàíè÷åíèé ïðèáëèæåíèÿ îäíîêðàòíîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ è òåîðåòè÷åñêè ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è â îáùåì ñëó-
÷àå. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà òðåõìåðíîì ôàíòîìå èç ðàáîòû [2] ïîêàçàëè
ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà, åñëè óðîâåíü øóìà â èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è
íå ñëèøêîì âûñîê.

1 Ïîñòàíîâêè ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùå-
ãî âèäà

1

c

∂I

∂t
+ k · ∇rI(r,k, t) + µI(r,k, t) =

σ(r)

4π

∫
Ω

I(r,k′, t)dk′ + J(r,k, t), (1)

ãäå r ∈ R3, t ∈ [0, T ] è âîëíîâîé âåêòîð k ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîé ñôåðå
Ω = {k ∈ R3 : |k| = 1}. Ôóíêöèÿ I(r,k, t) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïëîòíîñòü
ïîòîêà ýíåðãèè âîëíû â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå r, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â
íàïðàâëåíèè k ñî ñêîðîñòüþ c. Íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû µ è σ èìåþò ñìûñë
êîýôôèöèåíòîâ çàòóõàíèÿ è ðàññåÿíèÿ, à ôóíêöèÿ J îïèñûâàåò èñòî÷íèêè èç-
ëó÷åíèÿ.

Óðàâíåíèå (1) îïèñûâàåò ìíîæåñòâî íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà èç-
ëó÷åíèÿ â èçîòðîïíî ðàññåèâàþùèõ ñðåäàõ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé
âî ôëóêòóèðóþùåì îêåàíå [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

Äîáàâèì ê óðàâíåíèþ (1) íà÷àëüíîå óñëîâèå

I−(r,k, 0) = 0, (r,k) ∈ G× Ω (2)

è ïóñòü ôóíêöèÿ J îïèñûâàåò òî÷å÷íûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííûé
â íà÷àëå êîîðäèíàò è èçëó÷àþùèé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èìïóëüñ åäèíè÷íîé
ìîùíîñòè:

J(r,k, t) = δ(r)δ(t), (3)

ãäå δ � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà è I±(r,k, t) = lim
ϵ→−0

I(r± ϵ,k, t± ϵ).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ σ(r) êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ â R3: σ(r) = σi, r ∈
Gi, i = 0, 1, ..., p, ãäå Gi, i = 1, ...p îãðàíè÷åííûå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ
îáëàñòè è G0 = R3\(G1∪ ....∪Gp). Ïîâåðõíîñòè ∂Gi äîñòàòî÷íî ãëàäêèå êëàññà
C1, à ðàçáèåíèå G1, G2, ....Gp óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáîáùåííîé âûïóêëîñòè
[10], à èìåííî � ìíîæåñòâî γ = ∂G1 ∪ .... ∪ ∂Gp ïåðåñåêàåòñÿ ëþáîé ïðÿìîé â
êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.
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Ñôîðìóëèðóåì ïðÿìóþ è äâå îáðàòíûõ çàäà÷è äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (1).

Çàäà÷à 1. Íàéòè ôóíêöèþ I èç óðàâíåíèÿ (1) è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (2) ïðè
âñåõ çàäàííûõ êîýôôèöèåíòàõ c, µ, σ, J .

Çàäà÷à 2. Íàéòè ôóíêöèþ σ èç ñîîòíîøåíèé (1),(2),(3) è äîïîëíèòåëüíîãî
óñëîâèÿ

I+(0,k, t) = P (k, t), (4)

â êîòîðûõ âåëè÷èíû c, µ è ôóíêöèÿ P èçâåñòíû.

Çàäà÷à 3. Îïðåäåëèòü ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ôóíêöèè σ (ìíîæåñòâî γ) èç
ñîîòíîøåíèé (1),(2),(3) è äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (4), â êîòîðûõ c, P èç-
âåñòíû.

Ðåøåíèå îáðàòíûõ êîýôôèöèåíòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïåðåíîñà â îáùåì âèäå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ïðîáëåìó. ×àùå âñåãî óäàåòñÿ äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
îáðàòíûõ çàäà÷ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå òèïà ¾ìàëîñòè¿ [11, 12].
Â òîæå âðåìÿ òåîðèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïî-
ñòîÿííî ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ è åå ðàçâèòèå èäåò, êàê ïî ïóòè
ñîçäàíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ, òàê è ïî ïóòè óñëîæíåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ [7, 13, 14, 15, 16, 17].

Â ïîñòàíîâêå Çàäà÷è 3 òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òîëüêî ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà
ôóíêöèè σ. Íàõîæäåíèå òàêîé ÷àñòè÷íîé èíôîðìàöèè îá èñêîìîì êîýôôè-
öèåíòå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñèëüíî óïðîùàåò èñõîäíóþ çàäà÷ó [10].
Â ìîíîãðàôèè [10] ðàçðàáîòàíû è îáîñíîâàíû ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíî-
ñòåé ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.
Çàäà÷è ïîäîáíîãî òèïà, ïîñâÿùåííûå íàõîæäåíèþ ëèíèé ðàçðûâà ôóíêöèè
äëÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåé òîìîãðàôèè, ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè
[18, 20, 19, 21, 23, 22, 24, 25, 26]. Ðàçðàáîòàíî øèðîêîå ìíîæåñòâî ìåòîäîâ
ëîêàëèçàöèè ëèíèé ðàçðûâà ôóíêöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì ñêàíèðîâàíèÿ.

2 Ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è
ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ

Çàäà÷à Êîøè (1),(2) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ èíòåãðàëüíîãî òèïà, êîòîðîå
â R3 èìååò ñëåäóþùèé âèä [1, 2]:

I(r,k, t) =

∫ ct

0

exp(−µτ)×

×
(
σ(r− τk)

4π

∫
Ω

I
(
r− τk,k′, t− τ

c

)
dk′ + J

(
r− τk,k′, t− τ

c

))
dτ. (5)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ìîæåò áûòü íàéäåíî âèäå ðÿäà Íåéìàíà

I(r,k, t) =

∞∑
n=1

In(r,k, t), (6)
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ãäå ôóíêöèè In, n = 0, 1, ..., îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûì îáðàçîì

In(r,k, t) =

ct∫
0

exp(−µτ)
σ(r− τk)

4π

∫
Ω

In−1

(
r− τk,k′, t− τ

c

)
dk′dτ, (7)

I0(r,k, t) =

∫ ct

0

exp(−µτ)× J
(
r− τk,k, t− τ

c

)
dτ (8)

è J èìååò âèä (3). Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ êîìïîíåíò
ðÿäà Íåéìàíà In, n = 2, 3, , , ,

I1(r,k, t) =
2c exp(−µct)

4π|r− ctk|2
σ(r− τ(r,k, t)k)χct(τ(r,k, t)). (9)

In(r,k, t) =
2c exp(−µct)

(4π)n

τ(r0,k0,t0)∫
0

∫
Ω

...

τ(rn−2,kn−2,tn−2)∫
0

∫
Ω

n−1∏
i=1

σ(ri)×

× σ(rn−1)

|rn−1 − ctn−1kn−1|2
dkn−1dτn−1...dk1dτ1, (10)

ãäå rn−1 = rn−1 − τ(rn−1,kn−1, tn−1)kn−1 è ri = ri−1 − τiki−1, r0 = r, k0 = k,
ti = ti−1 − τi/c, t0 = t, i = 1, ..., n − 1, χa(x) �õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
èíòåðâàëà [0, a] è

τ(r,k, s) =
1

2

(cs)2 − |r|2

cs− (r,k)
.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè I èìååò âèä

I(r,k, t) = I1(r,k, t)+

+
c exp(−µct)

2π

∞∑
n=2

τ(r0,k0,t0)∫
0

∫
Ω

...

τ(rn−2,kn−2,tn−2)∫
0

∫
Ω

n−1∏
i=1

σ(ri)

4π
×

× σ(rn−1)

|rn−1 − ctn−1kn−1|2
dkn−1dτn−1...dk1dτ1. (11)

Êðàòêî îïèøåì ñõåìó ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñå-
÷åííîé ñóììû ðÿäà Íåéìàíà (11) â òî÷êå (r0,k0, t0) = (r,k, t) [27, 28]. Ñòðîèòñÿ
òðàåêòîðèÿ

(r0,k0, t0), (r1,k1, t1), , ..., (rn−1,kn−1, tn−1), (12)

ãäå

ri = ri−1 − τiki−1, ti = ti−1 − τi/c, i = 1 . . . n− 1, (13)

ki � ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûé íà åäèíè÷íîé ñôåðå Ω,
τi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå
[0, τ(ri−1,ki−1, ti−1)].

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìàðêîâñêîé öåïî÷êè (12) çàâåðøàåòñÿ âû÷èñëåíèåì åùå
îäíîé äîïîëíèòåëüíîé òî÷êè rn−1 = rn−1 − τ(rn−1,kn−1, tn−1)kn−1. Çàòåì âû-
÷èñëÿåòñÿ ñëó÷àéíà âåëè÷èíà

ΘN =
c exp(−µct0)

2π

N∑
n=1

σ(rn−1)

|rn−1 − ctn−1kn−1|2
θn−1, (14)
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ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θn îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûì îáðàçîì

θn = θn−1σ(rn)τ(rn−1,kn−1, tn−1), θ0 = 1, n = 1, 2, ...

Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿM ðàç, è ïîëó÷åííàÿ âûáîðêà ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ΘN óñðåäíÿåòñÿ. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå äàåò îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ΘN , à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé
äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà èçëó÷åíèÿ I(r0,k0, t0) â ïðèáëèæåíèè N -êðàòíîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ.

3 ×èñëåííûé ìåòîä ëîêàëèçàöèè ïîâåðõíîñòåé
ðàçðûâà ôóíêöèè σ(r)

Òàê êàê â òî÷êå r0 = 0 ôóíêöèÿ τ(r0,k, t) = ct/2 è χct(ct/2) = 1, òî èç
(9),(11) ïîëó÷àåì

I+1 (0,k, t) =
exp(−µct)

2πct2
σ

(
−ct

2
k

)
, (15)

I+(0,k, t) =
exp(−µct)

2πct2
σ(r0)+

+
c exp(−µct)

2π

∞∑
n=2

τ(r0,k0,t0)∫
0

∫
Ω

...

τ(rn−2,kn−2,tn−2)∫
0

∫
Ω

n−1∏
i=1

σ(ri)

4π
×

× σ(rn−1)

|rn−1 − ctn−1kn−1|2
dkn−1dτn−1...dk1dτ1. (16)

Ïîëàãàÿ k = − r

|r|
è t =

2|r|
c

èç (15) íàõîäèì èñêîìóþ ôóíêöèÿ σ(r)

σ(r) = I+1

(
0,− r

|r|
,
2|r|
c

)(
c exp(−2µ|r|)

8π|r|2

)−1

. (17)

Ôîðìóëà (17) äàåò ÿâíîå ðåøåíèå îáðàòíîé Çàäà÷è 2 â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàò-
íîãî ðàññåÿíèÿ.

Â ïîñòàíîâêå îáðàòíîé Çàäà÷è 2 ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì ïîëíûé ïîòîê èçëó-
÷åíèÿ P (k, t) = I+(0,k, t) = I+1 (0,k, t) + ....+ I+n (0,k, t) + ... â òî÷êå r = 0, à íå
êàæäàÿ ôóíêöèÿ I+n (0,k, t) â îòäåëüíîñòè, ïîýòîìó íàõîæäåíèå ôóíêöèè σ(r)
ïî ôîðìóëå

σ(r) = P

(
− r

|r|
,
2|r|
c

)(
c exp(−2µ|r|)

8π|r|2

)−1

(18)

ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîé îøèáêå. Â ðàáîòàõ [1, 2] ïðîâåäåí êîëè÷åñòâåííûé
è êà÷åñòâåííûé àíàëèç èñêàæåíèé ïðè ðàñ÷åòå ôóíêöèè σ ïî ôîðìóëå (18) â
çàâèñèìîñòè îò ó÷èòûâàåìîé êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ.

Íåïîñðåäñòâåííî èç (17) âèäíî, ÷òî ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ôóíêöèè σ(r) ñîâ-
ïàäàþò ñ ëèíèÿìè ðàçðûâà ôóíêöèè

Î1(r) = I+1

(
0,− r

|r|
,
2|r|
c

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè îáîáùåííîé âûïóêëîñòè [10] ôóíêöèè

În(r) = I+n

(
0,− r

|r|
,
2|r|
c

)
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ïðè n = 2, 3, ... íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííîé r, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòè ðàç-
ðûâîâ ôóíêöèé σ(r) è

P̂ (r) =
8π

c
exp(2µ|r|)|r|2P

(
− r

|r|
,
2|r|
c

)
=

=
8π

c
exp(2µ|r|)|r|2

(
Î1(r) + Î2(r) + ...

)
(19)

ñîâïàäàþò. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé În(r), n = 2, 3, ...
äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå è âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî

äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé Î3(r), Î2(r), ... ïî ïåðåìåííîé r óïèðà-
åòñÿ â äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè

I2(r,k, t) =
c exp(−µct)

8π
×

×
τ(r,k,t)∫

0

∫
Ω

σ(r− τ1k)σ (r− τ1k− τ(r− τ1k,k1, t− τ1/c)k1)

|r− τ1k− (ct− τ1)k1|2
dk1dτ1 (20)

ïî ïåðåìåííûì r, t,k. Åñëè íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè I2 ïîêàçàíà, òî ó÷èòûâàÿ
ðåêóððåíòíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé I3, I4, ... ïî ôîðìóëå (7), äîêàçà-
òåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé In, n > 2 ïðîâåñòè çíà÷èòåëüíî ïðîùå.

Äëÿ ëîêàëèçàöèè ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì. Âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïëîñêîñòü
â R3, íàïðèìåð r3 = l, è ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü èíòåðåñà èçìåíåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ r1, r2. Â ýòîé îáëàñòè íà ñåòêå ri,j = (r1,i, r2,j , 0) ñ íåêîòîðûì øàãîì h,
r1,i = r1,0 + ih, r2,j = r2,0 + jh, âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

Ind(ri,j) = (P̂ (ri+1,j)− P̂ (ri−1,j))
2 + (P̂ (ri,j+1)− P̂ (ri,j−1))

2. (21)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè h ê íóëþ, ôóíêöèÿ Ind(r) ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ âñþäó â îáëàñòè èíòåðåñà çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê èç h-îêðåñòíîñòè ëè-

íèé ðàçðûâà ôóíêöèè P̂ . Ìåíÿÿ ïàðàìåòð l, ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ôóíêöèè P̂
â R3 îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëîéíî â ïðîèçâîëüíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Òàê

êàê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ôóíêöèé σ è P̂ ñîâïàäàþò, òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óêà-
çàííîãî àëãîðèòìà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé Çàäà÷è 3 áóäåò íàéäåíî,
êàê ìåñòî ïîëîæåíèå òî÷åê, ãäå ôóíêöèÿ Ind(r) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ áîëüøå
íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî. Ôóíêöèÿ Ind(r) ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå èíäè-

êàòîðíîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà γ. Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè P̂ (r)
âõîäèò ïàðàìåòð µ, êîòîðûé â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòåí â ïîñòàíîâêå Çàäà÷è
3. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïàðàìåòð
µ ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ, ëèáî âîñïîëüçîâàòüñÿ àïðèîðíûìè ïðèáëè-
æåííûìè çíà÷åíèÿìè. Íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ exp(2µ|r|) â (19) äëÿ ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà íå ïðèíöèïèàëüíî, ïîñêîëüêó óêàçàííûé ìíîæèòåëü ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
ôóíêöèåé ïåðåìåííîé r. Îäíàêî, õîðîøî ïîäîáðàííîå çíà÷åíèå µ â ñîîòíîøå-
íèè (19) ìîæåò óëó÷øèòü êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíèé ðàçðûâà ôóíêöèè
σ(r) â äàëüíåé çîíå (ïðè |r| → ∞).
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4 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç P̂n(r) ôóíê-

öèþ, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì (19), ãäå âìåñòî áåñêîíå÷íîé ñóììû Î1(r) +

Î2(r) + ... ñòîèò êîíå÷íàÿ ñóììà èç n ñëàãàåìûõ Î1(r) + ...+ În(r). Ôàêòè÷åñêè,

ôóíêöèÿ P̂n(r) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â
òî÷êå 0 â ïðèáëèæåíèè n-êðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Indn ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ

Indn(ri,j) = (P̂n(ri+1,j)− P̂n(ri−1,j))
2 + (P̂n(ri,j+1)− P̂n(ri,j−1))

2. (22)

Ôóíêöèÿ Indn(r) ëîêàëèçóåò ëèíèè ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ σ(r) â
ìîäåëè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùåé ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå â ñðåäå äî
n-îé êðàòíîñòè âêëþ÷èòåëüíî.

Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ïðîâîäèëîñü íà ôàíòîìå èç ðàáîòû [2] äëÿ âêëþ÷å-
íèé, îãðàíè÷åííûõ ýëëèïñîèäàìè. Ñêîðîñòü çâóêà è êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ
ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíûì âåëè÷èíàì, õàðàêòåðíûì äëÿ àêóñòè÷åñêîãî çîíäè-
ðîâàíèÿ â ìîðñêîé ñðåäå íà ÷àñòîòàõ ïîðÿäêà ñîòåí êèëîãåðö: c = 1500ì/ñ,
µ = 0.018ì−1. Îòíîøåíèå σ/µ â îñíîâíîé âîäíîé ñðåäå ñîñòàâëÿëî 0.1 [4], à âî
âêëþ÷åíèÿõ óðîâåíü ðàññåÿíèÿ êîëåáàëñÿ â äèàïàçîíå îò 0 äî 1.

Ïðîâåäåíî äâà ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòà, îòëè÷àþùèõñÿ ðàçìåðàìè ðåêîí-
ñòðóèðóåìûõ îáëàñòåé. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå âîññòàíîâëåíèå îáúåêòîâ ïðî-
âîäèëîñü â ïëîñêîñòè r3 = 0 â îáëàñòè çîíäèðîâàíèÿ ñ ðàçìåðàìè 400ì× 200ì,
(r1 ∈ [−200, 200], r2 ∈ [0, 200]) è ñ øàãîì äèñêðåòèçàöèè h = 1ì íà ñåòêå
r1,i = r1,0 + ih, r2,j = r2,0 + jh, i = 1, ..., 400, j = 1, ..., 200, r1,0 = −200, r2,0 = 0.
Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå îáëàñòü èíòåðåñà áûëà óâåëè÷åíà â 2 ðàçà ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì óâåëè÷åíèåì ìàñøòàáà ñàìèõ âêëþ÷åíèé è ìåñòîì èõ ðàñïîëîæå-
íèÿ. Òî åñòü ðåêîíñòðóêöèÿ âêëþ÷åíèé îñóùåñòâëÿëàñü â îáëàñòè çîíäèðîâà-
íèÿ ñ ðàçìåðàìè 800ì× 400ì è ñ øàãîì äèñêðåòèçàöèè h = 2ì (r1,i = r1,0 + ih,
r2,j = r2,0 + jh, i = 1, ..., 400, j = 1, ..., 200, r1,0 = −400, r2,0 = 0. Çàìåòèì,
÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ïåðåíîñà èç-
ëó÷åíèÿ â ñðåäàõ, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ðàçìåðàìè ñ ñîõðàíåíèåì ñòðóêòóðû
ðàññåèâàþùèõ îáúåêòîâ, äîñòàòî÷íî ïðîïîðöèîíàëüíî óâåëè÷èòü èëè óìåíü-
øèòü êîýôôèöèåíòû îñëàáëåíèÿ è ðàññåÿíèÿ áåç èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ðåãèîíà
çîíäèðîâàíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû îñëàáëåíèÿ è ðàññåÿíèÿ èç ïåð-
âîãî ýêñïåðèìåíòà íóæíî óâåëè÷èòü â äâà ðàçà.

Íà ðèñ. 1 â ãðàôè÷åñêîì âèäå ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè σ(r) â
ïëîñêîñòè r3 = 0 äëÿ óñëîâèé ïåðâîãî ýêñïåðèìåíòà.

Íà ðèñóíêàõ 2 è 3 â ãðàôè÷åñêîì âèäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
ôóíêöèé Ind2, Ind5, Ind8 äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ýêñïåðèìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî.
Áîëåå òåìíûå öâåòà íà ðèñóíêàõ ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèì çíà÷åíèÿì ôóíêöèé
Ind2, Ind5 è Ind8. Ðàñïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿþò ëîêàëèçîâàòü
ëèíèè ðàçðûâà σ(r), åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âû÷èñëÿåòñÿ â ïðèáëè-
æåíèè äâóêðàòíîãî, ïÿòèêðàòíîãî è âîñüìèêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Âèçóàëüíûé àíàëèç ðèñóíêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî êà÷åñòâî ðåêîíñòðóêöèè òàê-
æå, êàê è â ðàáîòàõ [1, 2] ïàäàåò ñ óâåëè÷åíèåì n è ðîñòîì äàëüíîñòè çîíäèðî-
âàíèÿ. Îäíàêî, ñíèæåíèå êà÷åñòâà òîìîãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ïðîèñõîäèò
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Ðèñ. 1. Êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè σ(r1, r2, 0) â îáëà-
ñòè çîíäèðîâàíèÿ 400× 200 ì2

íå ñòîëü çíà÷èòåëüíî, êàê ýòî áûëî ïðè îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòà îñëàáëåíèÿ
ïî ÿâíîé ôîðìóëå, îòâå÷àþùåé ïðèáëèæåíèþ îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ [1, 2].

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè êà÷åñòâà ëîêàëèçàöèè ëèíèé ðàçðûâà íóæíî
ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùóþ âåëè÷èíó. Â ðàáîòå [2] äëÿ ýòîé öåëè áûëà âûáðàíà
îòíîñèòåëüíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà ìåæäó òî÷íûì ðåøåíèåì è ïðè-
áëèæåííûì ðåøåíèåì îáðàòíîé Çàäà÷è 2. Èñïîëüçîâàíèå òàêîé âåëè÷èíû äëÿ
àíàëèçà òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ëèíèé ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà íå ïîäõîäèò,
ïîýòîìó ìû âçÿëè ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèñòèêó

εn =

√√√√√√
∑
i

∑
j

(Ind1(r1,i, r2,j , 0)− Indn(r1,i, r2,j , 0))
2

∑
i

∑
j

Ind21(r1,i, r2,j , 0)
. (23)

Ôàêòè÷åñêè, âåëè÷èíà εn åñòü îòíîñèòåëüíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü
ìåæäó Ind1 è Indn. Òàê êàê îäíîêðàòíîå ðàññåÿíèå I1 âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêè, òî íà ðàñ÷åò ôóíêöèè Ind1 îêàçûâàþò âëèÿíèå òîëüêî îøèáêè äèñêðå-
òèçàöèè íà ñåòêå (r1,i, r2,j , 0). Â ýòîì ñìûñëå åå èçîáðàæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü
ýòàëîííûì. Â òàáëèöàõ 1 è 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ε2, ..., ε8, âû÷èñëåí-
íûõ ïî ôîðìóëå (23).

Ñðàâíèâàÿ ðèñóíîê 2 ñ ðèñóíêîì 3 è òàáëèöó 1 ñ òàáëèöåé 2, óáåæäàåìñÿ,
÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîãðåøíîñòü εn ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì îáëàñòè
çîíäèðîâàíèÿ. Òàê êàê ïðè ðàñ÷åòå íåïðåðûâíîé ÷àñòè ðÿäà Íåéìàíà ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî âîçíèêàþò îøèáêè ñëó÷àéíîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå
â îáùåì ñëó÷àå íàðóøàþò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè I2 + I3 + ...+ In, òî ñ óâå-
ëè÷åíèåì ðàçìåðîâ çîíäèðóåìîãî ðåãèîíà âêëàä ñóììû I2 + I3 + ...+ In ðàñòåò
ïî ñðàâíåíèþ ñ âêëàäîì ïåðâîãî ñëàãàåìîãî I1. Ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷èâàåòñÿ
ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Indn(r).

Òàáëèöà 1. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ôóíêöèè
Indn(r) îò Ind1(r) äëÿ îáëàñòè çîíäèðîâàíèÿ 400× 200 ì2

ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7 ε8
0.00511 0.00990 0.01274 0.01389 0.01428 0.01440 0.01443
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(a)

(b)

(c)

Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ëèíèé ðàçðûâà êîýô-
ôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ σ(r) äëÿ îáëàñòè çîíäèðîâàíèÿ 400×
200 ì2: (a)− êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ind2(r1, r2, 0);
(b)− êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ind5(r1, r2, 0); (c)−
êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ind8(r1, r2, 0);
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(a)

(b)

(c)

Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ëèíèé ðàçðûâà êîýô-
ôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ σ(r) äëÿ îáëàñòè çîíäèðîâàíèÿ 800×
400 ì2: (a)− êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ind2(r1, r2, 0);
(b)− êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ind5(r1, r2, 0); (c)−
êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ind8(r1, r2, 0);
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Òàáëèöà 2. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ôóíêöèè
Indn(r) îò Ind1(r) äëÿ îáëàñòè çîíäèðîâàíèÿ 800× 400 ì2

ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7 ε8
0.007804 0.02181 0.03805 0.05224 0.06172 0.07001 0.0723

Êàê â ïåðâîì, òàê è âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòàõ ïîãðåøíîñòü εn ðàñòåò ñ ðî-
ñòîì n è åå ðîñò, êàê è ïðè ðåøåíèè Çàäà÷è 2 â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî
ðàññåÿíèÿ, çàìåäëÿåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n [1, 2]. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îò-
ëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1, 2], óõóäøåíèå êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ ñ ðîñòîì
ó÷èòûâàåìûõ àêòîâ ðàññåÿíèÿ n â ñðåäå íå ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðèñóùè-
ìè ïðèáëèæåíèþ îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, à âûçâàíî íåèçáåæíîé ïîãðåøíî-
ñòüþ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Íà ïðàêòèêå òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò
ñêëàäûâàòüñÿ ïðè íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñõîäíûõ
äàííûõ îáðàòíîé Çàäà÷è 3. Äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèé Indn(r) ñ ðîñòîì n íåîáõîäèìî ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàòü êîëè÷åñòâî
òðàåêòîðèé â ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî ïðè ðàñ÷åòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
èçëó÷åíèÿ I. Ïðè òåñòèðîâàíèè ìû íàìåðåíî íå ïîâûøàëè êîëè÷åñòâî èñïû-
òàíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íåäîñòàòêè ìåòîäà ðåêîíñòðóêöèè
ëèíèé ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ, îáóñëîâëåííûå åãî ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòüþ ê îøèáêàì èçìåðåíèé. Â êàæäîì èç äâóõ ïåðâûõ ýêñïåðèìåíòîâ êîëè-
÷åñòâî òðàåêòîðèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â çàäàííîé
òî÷êå âûáèðàëîñü îäíî è òîæå è ðàâíÿëîñü 600.

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äåëî èìåííî â òî÷íîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïå-
ðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ìû ïîâòîðèëè âòîðîé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ óòî÷íåííû-
ìè èñõîäíûìè äàííûìè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è â çàäàííîé
òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà áûëî ðàçûãðàíî 6000 òðàåêòîðèé ïðè ðåàëèçàöèè
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, ÷òî â äåñÿòü ðàç áîëüøå, ÷åì â ïåðâûõ äâóõ ýêñïåðèìåí-
òàõ.

Òàáëèöà 3. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ôóíêöèè
Indn(r) îò Ind1(r) äëÿ îáëàñòè çîíäèðîâàíèÿ 800× 400 ì2

ñ ïîâûøåííîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè I(0,k, t)

ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7 ε8
0.00208 0.00658 0.01224 0.01796 0.02266 0.02999 0.03062

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îøèáêè εn, n = 1, ..., 8 è êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
Ind8(r1, r2, 0) äëÿ ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3 è íà ðèñóíêå 3,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè âòîðîãî ýêñïåðèìåíòà, çíà÷åíèÿ
εn äåéñòâèòåëüíî óìåíüøèëèñü áîëåå ÷åì â äâà ðàçà, à êà÷åñòâî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ëèíèé ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ ñóùåñòâåííî ïîâûñèëîñü, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìåòîäà äëÿ çîíäèðîâàíèÿ ðàññåèâàþùèé
ñðåä íà áîëüøîé äàëüíîñòè ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ õîðî-
øóþ òî÷íîñòü èçìåðåíèé.



1090 Ï.À. ÂÎÐÍÎÂÑÊÈÕ, È.Â. ÏÐÎÕÎÐÎÂ

Ðèñ. 4. Êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ind8(r1, r2, 0) äëÿ
îáëàñòè çîíäèðîâàíèÿ 800 × 400 ì2 ñ ïîâûøåííîé òî÷íî-
ñòüþ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè I(0,k, t).

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà íîâàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ïå-
ðåíîñà èçëó÷åíèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â âîññòàíîâëåíèè ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâà êî-
ýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ ïî âðåìåííî-óãëîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîòîêà èçëó÷å-
íèÿ â çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, è ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä ëîêàëèçà-
öèè èñêîìûõ ïîâåðõíîñòåé, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè íåêîòîðîé èíäèêàòîð-
íîé ôóíêöèè. Ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâåäåí àíàëèç êà÷åñòâà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ òîìîãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé â çàâèñèìîñòè îò äàëüíîñòè çîí-
äèðîâàíèÿ è ðàçëè÷íîé ñòåïåíè ó÷åòà êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ â ñðåäå. Ïîêàçàíî,
÷òî àëãîðèòì ìîæåò óñïåøíî ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ëîêàëèçàöèè íåîäíîðîäíîñòåé
ðàññåèâàþùèõ ñðåä ïðè ñîáëþäåíèè îãðàíè÷åíèé íà òî÷íîñòü èçìåðåíèé îá-
ðàòíî ðàññåÿííîãî ñèãíàëà.
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