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Ñ.À. Ìàëþãèí

Ïðåäñòàâëåíî À.Â. Âàñèëüåâûì

Abstract: In this paper, we propose a general construction of
linear perfect codes over in�nite skew �elds and quasi skew �elds
with right (left) unity. A complete classi�cation of such codes
over associative skew �elds is given. Since the cardinality of the
considered skew �elds is in�nite, the constructed codes have an
in�nite length. In the previous work, we considered codes over
in�nite countable �elds, the length of which was also countable.
We now remove this restriction and assume that the cardinality of
the skew �eld and the length of the codes can be arbitrary (not
necessarily countable).

Keywords: skew �eld, quasi skew �eld, perfect code, checking
matrix, quaternions, octonions.

1 Ââåäåíèå

Êâàçèòåëîì F íàçûâàåòñÿ êîëüöî, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ
a, b ∈ F óðàâíåíèÿ ax = c, yb = c îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû ïðè ëþáîì
c ∈ F . Îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ

Malyugin, S.A., Linear and additive perfect codes over skew fields and

quasi skew fields.
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ýëåìåíòîâ F ∗ = F \{0} êâàçèòåëà F ÿâëÿåòñÿ êâàçèãðóïïîé (àññîöèàòèâ-
íîñòü óìíîæåíèÿ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ). Êâàçèòåëî F íàçûâàåòñÿ òåëîì,
åñëè â F ñóùåñòâóåò (äâóñòîðîííÿÿ) åäèíèöà 1 ∈ F . Åñëè â êâàçèòåëå F
ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ (ëåâàÿ) åäèíèöà, òî íàçûâàåì F êâàçèòåëîì ñ ïðàâîé
(ëåâîé) åäèíèöåé. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðèìåðîì òåëà ñ àññîöèàòèâíûì
óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ òåëî êâàòåðíèîíîâ H. Êîììóòàòèâíûå òåëà ïðè-
íÿòî íàçûâàòü ïîëÿìè. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì íåàññîöèàòèâíîãî òåëà
ÿâëÿþòñÿ îêòàâû O èëè ÷èñëà Êýëè, [1]. Èìååòñÿ ìíîãî äðóãèõ êîí-
ñòðóêöèé àññîöèàòèâíûõ è íåàññîöèàòèâíûõ òåë èçëîæåííûõ, íàïðèìåð,
â [2, 3] (êîíêðåòíûé âèä ýòèõ ïðèìåðîâ â êëàññèôèêàöèè ñîâåðøåííûõ
êîäîâ íàì íå ïîòðåáóåòñÿ). Ïî òåîðåìå Âåääåðáåðíà, ëþáîå êîíå÷íîå
àññîöèàòèâíîå òåëî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Òàêæå ïî òåîðåìå Àðòèíà�Öîðíà,
ëþáîå êîíå÷íîå òåëî, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà àëüòåðíàòèâíî-
ñòè (x(xy) = x2y, xy2 = (xy)y), òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì (ò. å. óìíîæåíèå â
òàêîì òåëå àññîöèàòèâíî è êîììóòàòèâíî).
Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ ëèíåéíûõ ñîâåðøåí-

íûõ êîäîâ íàä áåñêîíå÷íûìè òåëàìè è êâàçèòåëàìè ñ ïðàâîé (ëåâîé) åäè-
íèöåé. Äàåòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ êîäîâ íàä àññîöèàòèâíûìè
òåëàìè. Òàê êàê ìîùíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ òåë áåñêîíå÷íà, òî ïîñòðî-
åííûå êîäû áóäóò èìåòü áåñêîíå÷íóþ äëèíó. Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå [4]
ðàññìàòðèâàëèñü êîäû íàä áåñêîíå÷íûìè ñ÷åòíûìè ïîëÿìè, äëèíà êîòî-
ðûõ òîæå áûëà ñ÷åòíîé. Ìû òåïåðü ñíèìàåì ýòî îãðàíè÷åíèå è ñ÷èòàåì,
÷òî ìîùíîñòü òåëà è äëèíà êîäîâ ìîæåò áûòü ëþáîé (íå îáÿçàòåëüíî
ñ÷åòíîé, âîïðîñ, çàäàííûé Ä.Ñ. Êðîòîâûì). Âñÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ êî-
äîâ áàçèðîâàëàñü â [4] íà àïïàðàòå ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè,

âûÿñíèëîñü, ÷òî îäèí èç êîäîâ Õýììèíãà H
(ω)
F èìååò êîíòèíóóì íå ýê-

âèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö. Ýòî îäíà èç ïðè÷èí,
ïî÷åìó ìû âçÿëè çà îñíîâó áîëåå àáñòðàêòíûé àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä,
à àïïàðàò ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö èñïîëüçóåì òîëüêî ïî ìåðå íåîáõîäèìî-
ñòè.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå êâàçèòåëî. Àáåëåâà ãðóïïà (ïî ñëîæåíèþ)M
íàçûâàåòñÿ (ëåâûì) ìîäóëåì íàä F , èëè ëåâûì F -ìîäóëåì, åñëè íà M
çàäàíà (âíåøíÿÿ) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ · : F ×M → M ñî ñëåäóþùèìè
àêñèîìàìè:
1) (α+ β) · x = α · x+ β · x;
2) α · (x+ y) = α · x+ α · y;
3) α · x = 0 ⇒ α = 0 èëè x = 0 (α, β ∈ F , x,y ∈M).

Åñëè â êâàçèòåëå F ñóùåñòâóåò ëåâàÿ åäèíèöà, òî òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ
àêñèîìû

4) 1 · x = x.
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Åñëè â êâàçèòåëå F âûïîëíÿåòñÿ çàêîí àññîöèàòèâíîñòè, òî â îïðåäåëå-
íèè F -ìîäóëÿ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå åùå îäíîé àêñèîìû

5) (αβ)x = α(βx).

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî L ⊆ M íàçûâàåì ïîäìîäóëåì â M , åñëè èç
x,y ∈ L, α, β ∈ F ñëåäóåò α · x+ β · y ∈ L.

Åñëè îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â F êîììóòàòèâíà (ò.å. F ÿâëÿåòñÿ ïîëåì),
òî ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè æå îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íåêîììóòàòèâ-
íà, òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïðàâûé ìîäóëü (òîëüêî â
àêñèîìàõ 1) � 6) ñëåäóåò ïîìåíÿòü ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé íà îáðàòíûé).
Äàëåå ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü ðàññìàòðèâàåìûå F -ìîäóëè ëåâûìè.
Îñíîâíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ìîäóëü F I � âñåõ îòîáðàæåíèé èíäåêñ-

íîãî ìíîæåñòâà I â òåëî F . Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â F I çà-
äàþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî, ò. å. äëÿ âñåõ i ∈ I,

(x+ y)i = xi + yi, (αx)i = αxi α ∈ F, x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I .

Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîäìîäóëü F I0 âñåõ âåêòîðîâ x = (xi)i∈I ∈
F I , èìåþùèõ êîíå÷íûå íîñèòåëè, ò.å. ìíîæåñòâî [x] = {i ∈ I : xi ̸= 0}
(íîñèòåëü âåêòîðà x) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Òàêèå âåêòîðû äàëåå áóäåì
íàçûâàòü ôèíèòíûìè. Â ïðîñòðàíñòâå F I0 îïðåäåëèì íîðìó Õýììèíãà
∥x∥, êàê ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íîñèòåëå [x]. Åñëè â êâàçèòåëå F åñòü ïðàâàÿ
åäèíèöà, òî áàçèñíûå âåêòîðû (δi,j)j∈I (ãäå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà)
áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü ñòàíäàðòíî ÷åðåç ei.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäìíîæåñòâî C ⊂ F I0 íàçûâàåòñÿ r-ñîâåðøåííûì
êîäîì, åñëè ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó ðàçëè÷íûìè x,y ∈ C áîëüøå
2r è îáúåäèíåíèå âñåõ øàðîâ ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè èç C ïîêðûâàåò âñå
ïðîñòðàíñòâî F I0 .

Åñëè r-ñîâåðøåííûé êîä ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð, òî èç ýòîãî îïðå-
äåëåíèÿ î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî âåñ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ òàêîãî êîäà íå
ìåíüøå, ÷åì 2r + 1.

Îïðåäåëåíèå 2. r-ñîâåðøåííûé êîä C ⊂ F I0 íàçûâàåì ãðóïïîâûì (ëè-
íåéíûì), åñëè C ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé (ïîäìîäóëåì) â F I0 îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ).

Ëåììà 1. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð r-ñîâåðøåííîãî ãðóïïîâîãî êîäà C
ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé âåêòîðîâ âåñà 2r + 1 èç C.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñì. â [4, 5].

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî 1-ñîâðøåííûå êîäû (r = 1) è áóäåì
íàçûâàòü òàêèå êîäû ïðîñòî ñîâåðøåííûìè êîäàìè. Ýòî îáîñíîâûâàåòñÿ
òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ òàêèõ êîäîâ.
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Ðàññìîòðèì åùå îäèí ëåâûé (íåíóëåâîé) ìîäóëü L (íàä òåì æå êâàçè-
òåëîì F ). Ïîäìîäóëü ℓ íàçûâàåì îäíîìåðíûì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íåíó-
ëåâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà a ∈ L âûïîëíÿåòñÿ ℓ = Fa = {α · a : α ∈ F}.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî P, îäíîìåðíûõ ïîäìîäóëåé â L, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(a) èç ℓ1, ℓ2 ∈ P, ℓ1 ̸= ℓ2 ñëåäóåò ℓ1 ∩ ℓ2 = {0};
(b) L = ∪{ℓ : ℓ ∈ P}

(òàê êàê óìíîæåíèå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ àññîöèàòèâíûì òî ýòè ñâîéñòâà íå
âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè). Â êàæäîì îäíîìåðíîì ïîäìîäóëå ℓ ∈ P
âûáåðåì íåêîòîðûé áàçèñíûé âåêòîð aℓ (ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà,
åñëè P áåñêîíå÷íî). Ôóíêöèþ âûáîðà îáîçíà÷èì ÷åðåç E, ò. å. E : P →
L \ {0}, E(ℓ) = aℓ (ℓ ∈ P). Â ïðîñòðàíñòâå FP

0 ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå
ïîäïðîñòðàíñòâî:

HE =

{
x = (xℓ)ℓ∈P :

∑
ℓ∈P

xℓ aℓ = 0

}
. (1)

Âñå ñóììû â ýòîì îïðåäåëåíèè ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè, â ñèëó ôèíèòíîñòè
âåêòîðîâ x ∈ FP

0 .

Ëåììà 2. Ïîäìíîæåñòâî HE ⊂ FP
0 ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ãðóïïîâûì

êîäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,HE ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ïîäãðóïïîé â FP
0 .

Òàê êàê èç ℓ ̸= ℓ′ ñëåäóåò Faℓ ∩ Faℓ ′ = {0}, òî âåñ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ
èç HE íå ìîæåò áûòü ìåíüøå òðåõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå Õýì-
ìèíãà ìåæäó ðàçëè÷íûìè âåêòîðàìè èç HE íå ìåíüøå òðåõ. Ïîýòîìó
øàðû ðàäèóñà 1, ñ öåíòðàìè èç HE ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. ×òîáû ïî-
êàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ øàðîâ ïîêðûâàåò âñå ïðîñòðàíñòâî
FP
0 , ðàññìîòðèì ëþáîé âåêòîð y = (yℓ)ℓ∈P ∈ FP

0 \ HE . Ñëåäîâàòåëüíî,
â ïðîñòðàíñòâå L, âåêòîð z =

∑
ℓ∈P zℓ aℓ ̸= 0. Èç (b) ñëåäóåò, ÷òî z ∈ ℓ0

ïðè íåêîòîðîì ℓ0 ∈ P. Ïîýòîìó z = α0aℓ0 äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî
α0 ∈ F . Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå FP

0 âåêòîð x ñ êîîðäèíàòàìè xℓ = zℓ
ïðè ℓ ̸= ℓ0 è xℓ0 = zℓ0 − α0. Ïî ïîñòðîåíèþ x ∈ HE è x îòëè÷àåòñÿ îò
y òîëüêî â îäíîé êîîðäèíàòå ℓ0. Ïîýòîìó ∥x − y∥ = 1 è y íàõîäèòñÿ â
øàðå ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â x ∈ HE . □

Îïðåäåëåííûé òàêèì ñïîñîáîì ñîâåðøåííûé êîä HE áóäåì äàëåå íà-
çûâàòü êîäîì Õýììèíãà, ïîñòðîåííûì ïî ôóíêöèè âûáîðà E. Ñìûñë
ñëåäóþùåé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî òàê óñòðîåí ëþáîé ñîâåðøåííûé
ëèíåéíûé êîä.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî êâàçèòåëà F (ñ ïðàâîé åäèíèöåé), ëþáîãî ìíî-
æåñòâà I (|I| ⩾ |F |), è ëþáîãî ëèíåéíîãî ñîâåðøåííîãî êîäà C ⊂ F I0
ñóùåñòâóåò ëåâûé ìîäóëü L è âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ψ :
I → P, ìíîæåñòâà I â ìíîæåñòâî îäíîìåðíûõ ïîäìîäóëåé P ìîäóëÿ
L, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì (a), (b), ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
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âûáîðà E : P → L \ {0} (E(ℓ) = aℓ, ℓ ∈ P) èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíò-
íîñòü

x = (xi)i∈I ∈ C ⇐⇒
∑
i∈I

xiaψ(i) = 0. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà L ÿâëÿ-
þòñÿ ïàðû (α, i), ãäå α ∈ F ∗, i ∈ I. Íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L ìîæ-
íî îòîæäåñòâèòü ñî âñåìè ïàðàìè âèäà (0, i), i ∈ I. Îïåðàöèþ óìíîæå-
íèÿ ñêàëÿðà íà âåêòîð îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: α(β, i) = (αβ, i),
α, β ∈ F , i ∈ I. Çàäàäèì òåïåðü îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ òàêèõ âåêòîðîâ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: (α, i)+(β, i) = (α+β, i), (α, i)+(0, j) = (0, j)+(α, i) =
(α, i), α, β ∈ F , i, j ∈ I. Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ñóììó (α, i) + (β, j)
äëÿ α, β ∈ F ∗, i ̸= j ∈ I. Ðàññìîòðèì âåêòîð x ∈ F I0 ñ êîîðäèíàòà-
ìè xi = α, xj = β, xk = 0 äëÿ âñåõ k ̸= α, β. Èç ñîâåðøåííîñòè êîäà
C ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî âåêòîðà y ∈ C, äëÿ êîòîðîãî
∥x − y∥ = 1, ò. å. y = αei + βej + γek äëÿ íåêîòîðûõ k ∈ I, γ ∈ F ∗. Ïî-
ëàãàåì (α, i)+ (β, j) = (−γ, k). Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî òàê îïðåäåëåí-
íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû çàäàþò íà ìíîæåñòâå
òàêèõ ïàð ñòðóêòóðó ëåâîãî ìîäóëÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò êîì-
ìóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ (α, i) + (β, j) = (β, j) + (α, i). Äèñòðèáóòèâíîñòü
ñëîæåíèÿ α((β, i) + (γ, j)) = α(β, i) + α(γ, j) ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè êîäà
C. Òàê êàê ïðè i ̸= j, β, γ ∈ F ∗ èìååì βei+γej− δek ∈ C ïðè íåêîòîðûõ
δ ∈ F ∗, k ∈ I, k ̸= i, j. Òîãäà òîæå αβei+αγej −αδek ∈ C. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî (αβ, i)+(αγ, i) = (αδ, k) = α(δ, k) = α((β, i)+(γ, i)). Èç íåî÷åâèäíûõ
ïðîâåðîê ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïðîâåðêà àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

((α, i) + (β, j)) + (γ, k) = (α, i) + ((β, j) + (γ, k)) (3)

â ñëó÷àå, êîãäà α, β, γ ∈ F ∗, i, j, k ∈ I.
1) Ðàâåíñòâî (3) î÷åâèäíî ïðè i = j = k.
2) Ïóñòü i = j, k ̸= i, β = −α. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) ðàâíà (γ, k). Â

ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) (−α, i)+(γ, k) = (δ, l) äëÿ íåêîòîðûõ l ̸= i, k,
δ ∈ F ∗, ïðè ýòîì −αei + γek − δel ∈ C. Äàëåå, (α, i) + (δ, l) = (λ,m),
ãäå αei+ δel− λem ∈ C. Êîä C ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ, ïîýòîìó
âåêòîð γek − λem ∈ C. Âåñ òàêîãî âåêòîðà íå áîëüøå 2, ïîýòîìó m = k
è λ = γ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) ðàâíà (α, i) +
((−α, i) + (γ, k)) = (γ, k) è ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ ýòîãî ðàâåíñòâà.
3) Ïóñòü òåïåðü i = j, k ̸= i, β ̸= −α. Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3)

ïîëó÷àåì (α + β, i) + (γ, k) = (δ, l) äëÿ íåêîòîðûõ δ ∈ F ∗, l ∈ I, l ̸= i, k.
Ïðè ýòîì (α+β)ei+γek−δel ∈ C. Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïðàâîé ÷àñòè (3)
ðàâíî (β, i) + (γ, k) = (λ,m) äëÿ íåêîòîðûõ λ ∈ F ∗, m ∈ I, m ̸= i, k. Ïðè
ýòîì βei + γek − λem ∈ C. Äàëåå, (α, i) + (λ,m) = (µ, n) äëÿ íåêîòîðûõ
µ ∈ F ∗, n ∈ I, n ̸= i,m. Ïðè÷åì αei + λem − µen ∈ C. Èç ãðóïïîâîãî
ñâîéñòâà êîäà C ñíîâà ïîëó÷àåì ((α + β)ei + γek − δel) − (βei + γek −
λem)− (αei + λem − µen) = µen − δel ∈ C. Ñíîâà ïîëó÷èëè âåêòîð âåñà
íå áîëüøå 2, ïðèíàäëåæàùèé êîäó C. Ïîýòîìó n = l è µ = δ. Ïðàâàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâà (3) òîæå îêàçàëàñü ðàâíîé (δ, l).
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4) Ðàâåíñòâî (3) äîêàçàíî äëÿ i = j. Èç êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî îíî âåðíî òàêæå ïðè j = k èëè i = k.
5) Ïóñòü i, j, k ∈ I âñå ðàçëè÷íû, íî (α, i) + (β, j) = (δ, k) äëÿ íåêîòî-

ðîãî δ ∈ F ∗, ïðè÷åì αei+βej−δek ∈ C. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3)
ðàâíà (γ + δ, k). Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü. Ïóñòü (β, j) + (γ, k) = (λ, l),
ãäå λ ∈ F ∗, l ∈ I, l ̸= j, k è βej + γek − λel ∈ C. Åñëè l = i, òî ïîëó-
÷èì (αei + βej − δek) − (βej + γek − λei) = (α + λ)ei − (γ + δ)ek ∈ C.
Òàê êàê i ̸= k, òî λ = −α è δ = −γ. Ïðè ýòîì ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåí-
ñòâà (3) áóäåò ðàâíà (α, i) + (−α, i) = (0, i) è ëåâàÿ ÷àñòü òîæå áóäåò
ðàâíà (0, i). Åñëè æå l ̸= i, òî (α, i) + (λ, l) = (µ,m) äëÿ íåêîòîðûõ
µ ∈ F ∗, m ∈ I, m ̸= i, l, ïðè ýòîì αei + λel − µem ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî,
(αei+βej−δek)−(βej+γek−λel)−(αei+λel−µem) = µem−(γ+δ)ek ∈ C.
Îòñþäà, m = k è µ = γ + δ, ÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (3)
ïðè óñëîâèè (α, i) + (β, j) = (δ, k).
6) Ïóñòü (α, i) + (β, j) = (δ, l) äëÿ íåêîòîðûõ δ ∈ F ∗, l ∈ I, l ̸= i, j, k,

ïðè ýòîì αei+βej−δel ∈ C. Äàëåå, (δ, l)+(γ, k) = (λ,m) äëÿ íåêîòîðûõ
λ ∈ F ∗, m ∈ I, m ̸= k, l, ïðè÷åì δel + γek − λem ∈ C. Àíàëîãè÷íî,
âû÷èñëåíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) äàåò (β, j) + (γ, k) = (µ, n), ãäå
µ ∈ F ∗, n ∈ I, n ̸= j, k, ïðè÷åì βej + γek −µen ∈ C. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
n ̸= i (àíàëîãè÷íûé ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí â ïðåäûäóùåì ïóíêòå 5)).
È íà ïîñëåäíåì ýòàïå (α, i)+ (µ, n) = (ν, p) äëÿ íåêîòîðûõ ν ∈ F ∗, p ∈ I,
p ̸= i, n, ïðè ýòîì αei + µen − νep ∈ C. Çíà÷èò (αei + βej − δel) + (δel +
γek − λem) − (βej + γek − µen) − (αei + µen − νep) = νep − λem ∈ C.
Ñëåäîâàòåëüíî, p = m è ν = λ, ÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà
(3) âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ.
Èòàê, ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (α, i), α ∈ F ∗, i ∈ I, âìåñòå ñ íóëåâûì ýëå-

ìåíòîì (îòîæäåñòâëÿåìûì ñ ïàðàìè (0, i), i ∈ I) ÿâëÿåòñÿ, îòíîñèòåëüíî
ââåäåííûõ âûøå îïåðàöèé, ëåâûì ìîäóëåì L. Îòîáðàæåíèå ψ : I → L
çàäàäèì ôîðìóëîé ψ(i) = (1, i) (i ∈ I).
Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè (2) äëÿ âåêòîðîâ x âåñà 3 ñðàçó ñëå-

äóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â ïîñòðîåííîì ïðîñòðàíñòâåì
L. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ C, â ñèëó ëåììû 1,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé âåêòîðîâ èç C âåñà 3. Ýòèì îáîñíîâû-
âàåòñÿ â (2) èìïëèêàöèÿ ⇒. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîé èìïëèêàöèè
⇐ ðàññìîòðèì ëþáîé âåêòîð x ∈ F I0 òàêîé, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L âûïîë-
íÿåòñÿ ∑

i∈I
xi(1, i) = 0(= (0, k), k ∈ I). (4)

Ðàññìîòðèì ïàðó íåíóëåâûõ êîîðäèíàò xi1 , xi2 . Òàê êàê xi1(1, i1)+xi2(1, i2) =
(y, i3) = y(1, i3) ïðè íåêîòîðîì i3 ̸= i1, i2, òî âåêòîð z, âåñà 3, ñ íåíóëå-
âûìè êîîðäèíàòàìè zi1 = xi1 , zi2 = xi2 , zi3 = −y, Ïðèíàäëåæèò êîäó C.
Çàìåíèâ â (4) xi íà xi−zi, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû ñ ìåíüøèì êî-
ëè÷åñòâîì íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ. ×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì,
÷òî x ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé âåêòîðîâ âåñà 3 èç êîäà C. □
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 (â îòëè÷èå îò ëåììû 2) ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóê-
òèâíûì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 1 íèêàê íå èñïîëüçóåòñÿ, äëÿ ñîâåðøåííûõ êîäîâ íàä íåàñ-
ñîöèàòèâíûìè òåëàìè îíà íîñèò óñëîâíûé õàðàêòåð, òàê êàê èìååò ìåñòî
ñëåäóþùèé îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò:

Ïðåäëîæåíèå 1. Ëèíåéíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ íàä íàä íåàññîöèàòèâ-
íûìè êâàçèòåëàìè ñ ïðàâîé åäèíèöåé íå ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � íåàññîöèàòèâíîå êâàçèòåëî ñ ïðàâîé åäè-
íèöåé è C ⊂ F I0 � ñîâåðøåííûé ëèíåéíûé êîä. Ðàññìîòðèì ëþáûå òðè
íåíóëåâûõ ýëåìåíòà a, b, c ∈ F . Äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i1, i2 ∈ I
ðàññìîòðèì âåêòîð x ∈ F I0 ñ êîîðäèíàòàìè xi1 = 1, xi2 = c, xi = 0
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ èíäåêñîâ i ∈ I, i ̸= i1, i2. Âåñ òàêîãî âåêòîðà ðàâåí
äâóì, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð y ∈ C âåñà 3, äëÿ êîòî-
ðîãî ∥x − y∥ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, y = ei1 + cei2 + dei3 äëÿ íåêîòîðûõ
d ∈ F ∗, i3 ∈ I, i3 ̸= i1, i2. Â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé ëèíåéíîñòè êîäà C,
ïîëó÷àåì bei1 + (bc)ei2 + (bd)ei3 ∈ C, (ab)ei1 + a(bc)ei2 + a(bd)ei3 ∈ C,
(ab)ei1 + (ab)cei2 + (ab)dei3 ∈ C. Ïîýòîìó (ab)ei1 + a(bc)ei2 + a(bd)ei3 −
((ab)ei1 + (ab)cei2 + (ab)dei3) = (a(bc)− (ab)c)ei2 + (a(bd)− (ab)d)ei3 ∈ C.
Âåñ ïîëó÷åííîãî âåêòîðà èç C íå áîëüøå äâóõ. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè,
a(bc) − a(bc) = 0 äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ F , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëàãàå-
ìîé íåàññîöèàòèâíîñòè êâàçèòåëà F . □

3 Êîíñòðóêöèÿ ñîâåðøåííûõ ãðóïïîâûõ êîäîâ íàä
íåàññîöèàòèâíûìè êâàçèòåëàìè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî J ìîùíîñòè |J | ⩾ 2. Ïî àêñèîìå âûáîðà (â
ñëó÷àå |J | ⩾ ℵ0) åãî ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü íàèìåíüøèì îðäèíàëü-
íûì ÷èñëîì α, ò. å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî J = {β : β < α}. Äëÿ êàæäîãî
β < α ôèêñèðóåì íåíóëåâîé ýëåìåíò bβ ∈ F ∗. Äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà

β ∈ J , â ìîäóëå F J0 ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî

Lβ =
{
0β ⊕ bβ ⊕ x : x ∈ F

{γ:β<γ<α}
0

}
,

ãäå 0β � íóëåâîé âåêòîð â F
{γ:0⩽γ<β}
0 . Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, â Lβ ñîáðàíû

âñå âåêòîðû x = (xγ)γ∈J èç F J0 , ó êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòû xγ = 0 ïðè
γ < β, xβ = bβ , xγ ïðîèçâîëüíû ïðè β < γ è ðàâíû íóëþ çà èñêëþ÷åíèåì
íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå

Aα =
⋃

{Lβ : β ∈ J} ⊂ L = F J0 , (5)

êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ñòîëáöîâ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû.
Äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà a ∈ Aα ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ïîäìîäóëü ℓa = Fa.
Ôóíêöèÿ âûáîðà òåïåðü îïðåäåëèòñÿ îäíîçíà÷íî

E(ℓa) = a (a ∈ Aα). (6)
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Ëåììà 3. Äëÿ ìíîæåñòâà P = {ℓa : a ∈ Aα}, îäíîìåðíûõ ïîäìîäóëåé
ìîäóëÿ L = F J0 âûïîëíåíû àêñèîìû (a),(b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1,a2 ∈ Aα, a1 ̸= a2 è δ1a1 = δ2a2 ïðè íåêî-
òîðûõ δ1, δ2 ∈ F ∗. Åñëè a1 ∈ Lβ1 , a2 ∈ Lβ2 è β1 < β2, òî ó âåêòîðà a1
âñå êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè γ < β2 äîëæíû áûòü íóëåâûìè, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ó a1 êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì β1 ðàâíà bβ1 ̸= 0. Ïî
òîé æå ïðè÷èíå íå ìîæåò áûòü β1 > β2. Ïðè β1 = β2 = β ðàâåíñòâî
êîîðäèíàò δ1a1 = δ2a2 ñ ýòèì íîìåðîì äàåò ñîîòíîøåíèå δ1bβ = δ2bβ .
Ñëåäîâàòåëüíî, δ1 = δ2 = δ (ïî çàêîíó ïðàâîãî ñîêðàùåíèÿ). Ðàâåíñòâî
δa1 = δa2 â ëþáîé êîîðäèíàòå β < γ äàåò ñîîòíîøåíèå δa1,γ = δa2,γ .
Â ñèëó çàêîíà ëåâîãî ñîêðàùåíèÿ â êâàçèòåëå F ïîëó÷àåì a1,γ = a2,γ ,
÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî a1 = a2, âîïðåêè íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. ìû äî-
êàçàëè, ÷òî ℓa1 ∩ ℓa2 = {0} ïðè a1 ̸= a2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà
(b) ðàññìîòðèì ëþáîé âåêòîð x ∈ L. Ïóñòü åãî íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà ñ
íàèìåíüøèì íîìåðîì β ðàâíà xβ . Åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ybβ , ïðè
íåêîòîðîì y ∈ F ∗. Äëÿ ëþáîãî íîìåðà γ > β óðàâíåíèå yz = xγ èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z = aγ . ïîëàãàÿ aβ = bβ , aγ = 0 äëÿ âñåõ γ < β,
ïîëó÷èì âåêòîð a ∈ L, äëÿ êîòîðîãî x = ya. Çíà÷èò ñâîéñòâî (b) òîæå
âûïîëíåíî. □

Òåïåðü èç ëåììû 2 è ëåììû 3 óæå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ãðóïïîâûõ
ñîâåðøåííûõ êîäîâ íàä ïðîèçâîëüíûì êâàçèòåëîì F , áåç êàêèõ ëèáî
îãðàíè÷åíèé.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè F � ïðîèâîëüíîå êâàçèòåëî, òî êîä Õýììèíãà
HE = HE(Aα), ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ëåììû 2, ïðîâåðî÷íîé ìàòðè-
öû Aα èç (5) è ôóíêöèè âûáîðà (6) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì ñîâðøåííûì
êîäîì. Åñëè êâàçèòåëî F èìååò ïðàâóþ åäèíèöó, òî êîä HE áóäåò ëè-
íåéíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êâàçèòåëî F óäîâëåòâîðÿåò àê-
ñèîìå àññîöèàòèâíîñòè.

Çàìå÷àíèå 1. Îðäèíàë α â îïðåäåëåíèè ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû Aα è
ñîâåðøåííîãî êîäà HE(Aα) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáîé îðäèíàë
β < α èìååò ìåíüøóþ ìîùíîñòü, |β| < |α|. Òàêèå îðäèíàëû íàçûâàþò-
ñÿ â òåîðèè ìíîæåñòâ íà÷àëüíûìè. Ïîýòîìó êîíñòðóêöèÿ êîäà HE(Aα)
çàâèñèò òîëüêî îò ìîùíîñòè íà÷àëüíîãî îðäèíàëà α (÷èñëà ñòðîê ïðî-
âåðî÷íîé ìàòðèöû Aα). Ôóíêöèÿ âûáîðà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé (6). Ïîýòîìó, äëÿ êîíå÷íûõ îðäèíàëîâ α = 2, 3, . . . , êîäû Õýììèíãà

HE(Aα) áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè H(2)
F , H(3)

F , . . . , óêàçûâàÿ â
íèæíåì èíäåêñå êâàçèòåëî F , à â âåðõíåì èíäåêñå ÷èñëî ñòðîê ïðîâå-
ðî÷íîé ìàòðèöû Aα. Äëÿ ïåðâîãî áåñêîíå÷íîãî îðäèíàëà ω0, ñ÷åòíîé
ìîùíîñòè ℵ0, ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà Aω0 áóäåò èìåòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
ñòðîê, à êîä Õýììèíãà íàä êâàçèòåëîì F áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì

H(ω0)
F . Ñëåäóþùèì áóäåò ïåðâûé íåñ÷åòíûé îðäèíàë ω1 (íàèìåíüøåé

íåñ÷åòíîé ìîùíîñòè ℵ1 = |ω1|). Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà Aω1 áóäåò èìåòü
ℵ1 ñòðîê, à êîä Õýììèíãà, ïîñòðîåííûé ïî òàêîé ìàòðèöå, îáîçíà÷àåì
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ñèìâîëîì H(ω1)
F , è ò. ä. Êîä Õýììèíãà H(α)

F (äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî îð-
äèíàëà α) çàâèñèò åùå îò âûáîðà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ bβ ∈ F ∗ (íî ïðè
íàëè÷èè â êâàçèòåëå F ïðàâîé åäèíèöû ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âñå bβ = 1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòóþ êîíñòðóêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷àòü
èç òåëà F íåàññîöèàòèâíîå êâàçèòåëî F1 ñ ïðàâîé åäèíèöåé. Ýëåìåí-
òû n = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

ïîðîæäàþò ìèíèìàëüíîå ïîäïîëå F0, îòíîñèòåëü-

íî êîòîðîãî ìîæíî ñ÷èòàòü F âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ñ÷èòàåì, ÷òî
F0 ̸= F . Ðàññìîòðèì ëþáóþ F0-ëèíåéíóþ áèåêöèþ V : F → F , äëÿ
êîòîðîé V (1) = 1 è V (a) = a äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà a ∈ F \ F0 (ìîæ-
íî âçÿòü â êà÷åñòâå V òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå). Òàêæå ïîëàãàåì
U(1) = a, U(a) = 1. Òàê êàê 1, a ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä F0, òî ìîæíî
ïðîäîëæèòü U äî ëèíåéíîé áèåêöèè U : F → F . Ââåäåì íà F íîâóþ
îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ x ◦ y = U−1((Ux)(V y)) (òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ èçîòîïèåé). Èç ëèíåéíîñòè îïåðàòîðîâ U
è V ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ◦ âûïîëíåíû àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè. Êðîìå
ýòîãî, x ◦ 1 = U−1((Ux)(V 1)) = U−1((Ux)1) = U−1(Ux) = x. Äîïóñòèì,
÷òî 1 ◦ x = x äëÿ âñåõ x ∈ F . Òîãäà U(1 ◦ a) = Ua = 1 = (U1)(V a) = aa.
Èëè 0 = a2−1 = (a−1)(a+1). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ a ̸= ±1. Ïîýòî-
ìó íîâîå óìíîæåíèå ◦ íåàññîöèàòèâíî (èíà÷å åãî ïðàâàÿ åäèíèöà áûëà
áû îäíîâðåìåííî è ëåâîé åäèíèöåé). Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ïîëåé ïîäîáíàÿ
êîíñòðóêöèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â [6].
Èç òåîðåìû Àëüáåðòà [7] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå êâàçèòåëî èçîòîïíî òåëó,

ñì. [8], ñòð. 71. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå êâàçèòåëî (â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîå
ïîëå), íå èçîòîïíîå ïðîñòûì ïîëÿì Q, Fp (p � ïðîñòîå), èçîòîïíî íåàññî-
öèàòèâíîìó êâàçèòåëó ñ ïðàâîé (ëåâîé) åäèíèöåé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü
ñòðîèòü ñîâåðøåííûå ãðóïïîâûå êîäû êîíå÷íîé äëèíû íàä êîíå÷íûìè
íåàññîöèàòèâíûìè êâàçèòåëàìè. Ê ñîæàëåíèþ òàêèå êîäû ýêâèâàëåíòíû
ñòàíäàðòíûì êîäàì Õýììèíãà íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
íîâûõ êîíå÷íûõ ãðóïïîâûõ êîäîâ åñòü âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü íå
êâàçèòåëà, à òàê íàçûâàåìûå êîíå÷íûå ïî÷òè-ïîëÿ Öàññåíõàóçà (ñ îäíî-
ñòîðîííèì çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè), [9] (ñì. òàêæå [10, 11]).

Ïóñòü F,G � äâà êâàçèòåëà îäèíàêîâîé ìîùíîñòè. Îòîáðàæåíèå A :
F I10 → GI20 íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè A ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷-
íûì è ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó âåêòîðàìè, ò. å. ∥A(x) −
A(y)∥ = ∥x− y∥. Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ èçîìåòðèÿ A èìååò âèä

A(x) = A

∑
i∈I1

xiei

 =
∑
i∈I1

bi(xi)eπ(i) (x = (xi)i∈I1 ∈ F I10 ), (4)

ãäå π : I1 → I2 � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå I1 íà I2, è äëÿ ëþáîãî èíäåêñà
i ∈ I1 bi � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå F íà G, äëÿ êîòîðîãî bi(0) = 0 äëÿ
âñåõ i ∈ I1, êðîìå íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ èç I1.
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Îïðåäåëåíèå 3. Äâà ñîâåðøåííûõ êîäà C1 ⊂ F I10 , C2 ⊂ GI20 íàçûâà-

þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ A : F I10 → GI20 ,
òàêàÿ ÷òî A(C1) = C2. Åñëè, êðîìå ýòîãî, A(0) = 0, òî êîäû C1 è C2

íàçûâàåì èçîìîðôíûìè.

Òàê êàê ãðóïïîâûå ñîâåðøåííûå êîäû ñîäåðæàò íóëåâîé âåêòîð, òî
äâà ãðóïïîâûõ ñîâåðøåííûõ êîäà C1 ⊂ F I10 , C2 ⊂ GI20 ýêâèâàëåíòíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èçîìîðôíû. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâó-
åò èçîìåòðèÿ A : F I10 → GI20 , A(C1) = C2, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî (4), ãäå π : I1 → I2 � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå è äëÿ ëþáî-
ãî èíäåêñà i ∈ I1 bi � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êâàçèòåëà F íà G, äëÿ
êîòîðîãî bi(0) = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I1 áåç èñêëþ÷åíèÿ.
Íàçîâåì òåëî F êîíå÷íîìåðíûì, åñëè â åãî öåíòðå Z(F ) = {x ∈ F :

∀y ∈ F, xy = yx} ñóùåñòâóåò ïîäòåëî F0, ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì, îòíîñè-
òåëüíî êîòîðîãî F ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçûâàåì òåëî F áåñêîíå÷íîìåðíûì. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä ïîëåì F0. Êëàññè÷åñêèìè ïðè-
ìåðàìè àëãåáð ÿâëÿþòñÿ: 4-ìåðíàÿ àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ H è 8-ìåðíàÿ
àëãåáðà îêòàâ O íàä ïîëåì R.
Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ìû ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ïî-

ïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ êîäîâ íàä òåëîì F , ÿâëÿþùèìñÿ êîíå÷íîìåðíîé

àëãåáðîé íàä ñâîèì ïîäïîëåì F0 ⊂ Z(F ). Òàê êàê F0 ⊂ Z(F ), òî êîäH(α)
F

áóäåò íà ñàìîì äåëå F0-ëèíåéíûì.

Òåîðåìà 2. Åñëè ìîùíîñòè îðäèíàëîâ α1 è α2 íå ðàâíû (|α1| ≠ |α2|),
òî êîäû Õýììèíãà H(α1)

F è H(α2)
G , íàä äâóìÿ êîíå÷íîìåðíûìè òåëàìè

F è G, íå ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé êîíå÷íûõ îðäèíàëîâ. Ïóñòü
ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà Aα1 èìååòm1 ñòðîê, à ìàòðèöà Aα2 èìååòm2 ñòðîê
è 2 ⩽ m1 < m2. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà Aα2 ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ ïîä-
ìàòðèöó. Îáîçíà÷èì ñòîëáöû ýòîé ïîìàòðèöû a1, . . . ,am2 . Â ñèëó ýêâè-

âàëåíòíîñòè (1), äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ H(α2)
F ñóùåñòâóåò

ñòîëáåö a ∈ Aα2 , a ̸= an (1 ⩽ n ⩽ m2), äëÿ êîòîðîãî êîîðäèíàòà xa ̸= 0
(íîñèòåëü [x] íå ìîæåò âõîäèòü â {a1, . . . ,am2}). Ïîêàæåì, ÷òî â êîäå

H(α1)
F ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíåíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî

ñòîëáöîâ {a1, . . . ,am2} ëèíåéíî çàâèñèìî íàä F , ò. å. óðàâíåíèå
x1a1 + · · ·+ xm2am2 = 0 (5)

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Ïóñòü ðàçìåðíîñòü F íàä F0 ðàâíà s. Òî-
ãäà êàæäûé ýëåìåíò x ∈ F ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà F , x = x(1)i1 + . . . x(s)is. Ðàññìîòðèì â íàáîðå ñòîëáöîâ
{a1, . . . ,am2}, ñîñòàâëÿþùåì ôðàãìåíò ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû Aα1 êà-
êóþ íèáóäü l-þ ñòðîêó (al,1, . . . al,m2). Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

xnal,n = f(1)(x
(1)
n , . . . x(s)n , a

(1)
l,n , . . . , a

(s)
l,n)i1+· · ·+f(s)(x(1)n , . . . x(s)n , a

(1)
l,n , . . . , a

(s)
l,n)is,
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ãäå f(r)(x
(1)
n , . . . x

(s)
n , a

(1)
l,n , . . . , a

(s)
l,n) (1 ⩽ r ⩽ s) � êàêèå-òî áèëèíåéíûå

âûðàæåíèå íàä F0 îò (x
(1)
n , . . . x

(s)
n ), a

(1)
l,n , . . . , a

(s)
l,n, çàäàâàåìûå òàáëèöåé

óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ipiq =
s∑
r=1

crp,qir (c
r
p,q ∈ F0). ßâíûé âèä

ýòèõ âûðàæåíèé íàì íå ïîòðåáóåòñÿ. Ðàâåíñòâî íóëþ (5) òåïåðü ýêâèâà-
ëåíòíî îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé íàä ïîëåì F0

m2∑
n=1

f(r)(x
(1)
n , . . . x(s)n , a

(1)
l,n , . . . , a

(s)
l,n) = 0 (1 ⩽ r ⩽ s, 1 ⩽ l ⩽ m1),

ñîñòîÿùóþ èç sm1 óðàâíåíèé è sm2 > sm1 íåèçâåñòíûõ x
(r)
n (1 ⩽ r ⩽

s, 1 ⩽ n ⩽ m2). Òàêàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó óðàâ-
íåíèå (5) òîæå èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå (x1, . . . , xm2). Ñëåäîâàòåëüíî,

íåíóëåâîé âåêòîð x = x1e1 + · · · + xm2em2 ïðèíàäëåæèò êîäó H(α1)
F è

åãî íîñèòåëü âõîäèò â ìíîæåñòâî èíäåêñîâ a1, . . . ,am2 . Òàê êàê òàêîå

ñâîéñòâî íåíóëåâûõ âåêòîðîâ êîäà H(α1)
F íåâîçìîæíî èçìåíèòü, ïåðåñòà-

íîâêîé êîîðäèíàò è çàìåíîé íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ òåëà F íà íåíóëåâûå

ýëåìåíòû òåëà G, òî êîä H(α1)
F íå ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòåí êîäó H(α2)

G .
Ïóñòü òåïåðü ìîùíîñòü îðäèíàëà α áåñêîíå÷íà, à ìîùíîñòü îðäèíàëà

α1 ìåíüøå, ÷åì |α2|. Åñëè α1 � êîíå÷íûé îðäèíàë, òî èç ïðåäûäóùåãî

äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî êîäû H(α1)
F è H(α2)

G íå ýêâèâàëåíò-
íû. Åñëè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû Aα1 ìåíüøå ìîù-
íîñòè ìíîæåñòâà ñòîëáöîâ ìàòðèöû Aα2 , òî òîæå ìîæíî ñðàçó ñêàçàòü,

÷òî êîäû H(α1)
F , H(α2)

G íå ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî îðäèíàë
α1 òîæå áåñêîíå÷åí è ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ñòîëáöîâ ó ìàòðèö Aα1 è Aα2

îäèíàêîâûå. Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû {am}m∈M ìîùíîñòè |α2| ëèíåéíî çàâèñèìî íàä òåëîì F . Äëÿ ýòîãî
çàìåíèì êàæäûé ñòîëáåö am íà "óâåëè÷åííûé" ñòîëáåö a

(s)
m ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Êàæäûé ýëåìåíò al,m ñòîëáöà a
(s)
m çàìåíÿåì íà ñòîëáåö

a
(1)
l,m
...

a
(s)
l,m

 ãäå al,m = a
(1)
l,mi1 + · · ·+ a

(s)
l,mis

Òàê êàê âñå a
(r)
l,m ïðèíàäëåæàò ïîëþ F0, òî "óâåëè÷åííûå" ñòîëáöû a

(s)
m

(m ∈ M) ïðèíàäëåæàò (íàä ïîëåì F0) âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó ñòîëá-

öîâ ðàçìåðíîñòè s|α1| = |α1|. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ {a(s)m }m∈M
(ìîùíîñòè |α2| > |α1|) ëèíåéíî çàâèñèìî íàä ïîëåì F0, ò. å. äëÿ íåêî-

òîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà a
(s)
m1 ,. . . , a

(s)
m1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ c1a

(s)
m1 + · · · +

cka
(s)
mk = 0 ïðè íåêîòîðûõ c1, . . . , ck ∈ F ∗

0 . Ñëåäîâàòåëüíî òî æå ñàìîå
áóäåò âåðíî è äëÿ èñõîäíûõ ñòîëáöîâ c1am1 + · · ·+ ckamk

= 0. Ïîëó÷èëè
ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìíîæåñòâà ñòîëáöîâ {am}m∈M äàæå íå íàä âñåì
òåëîì F , à òîëüêî íàä åãî ÷àñòüþ F0. □
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Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ àëãåáðû îêòàâ O, äëÿ ëþáûõ äâóõ îðäèíàëîâ α1, α2,

èìåþùèõ ðàçíóþ ìîùíîñòü, êîäû Õýììèíãà H
(α1)
O è H

(α2)
O íå ýêâèâà-

ëåíòíû.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè òåëî F íåàññîöèàòèâíî, òî êëàññèôèêàöèÿ F0-
ëèíåéíûõ êîäîâ ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé, òàê êàê íåèçâåñòíî, ëþáîé ëè F0-

ëèíåéíûé ñîâåðøåííûé êîä ýêâèâàëåíòåí îäíîìó èç êîäîâ H(α)
F . Êðîìå

ýòîãî, íå ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ F0-ëèíåéíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ íàä
áåñêîíå÷íîìåðíûìè òåëàìè. Íå íàéäåíû òàêæå ïðèìåðû íåýêâèâàëåíò-

íûõ êîäîâ H(α)
F , H(α)

G äëÿ ðàçíûõ òåë F è G îäèíàêîâîé ìîùíîñòè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîâåðøåííûõ ëèíåé-
íûõ êîäîâ íàä ëþáûìè àññîöèàòèâíûìè òåëàìè.

4 Êëàññèôèêàöèÿ ñîâåðøåííûõ ëèíåéíûõ êîäîâ íàä
àññîöèàòèâíûìè òåëàìè

Îïðåäåëåíèå 4. Äâà ñîâåðøåííûõ êîäà C1 ⊂ F I10 , C2 ⊂ F I20 íàçû-
âàþòñÿ ëèíåéíî èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ
A : F I10 → F I20 , òàêàÿ ÷òî A(C1) = C2, ãäå

A(x) = A

∑
i∈I1

xiei

 =
∑
i∈I1

xiαieπ(i) (x = (xi)i∈I1 ∈ F I10 ),

ãäå π : I1 → I2 � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå è αi ∈ F ∗ (i ∈ I1).

Î÷åâèäíî, ïîíÿòèå ëèíåéíîãî èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì ïîíÿòèÿ ïðîñòî èçîìîðôèçìà. Ïåðåõîäèì íåïîñðåäñòâåííî ê êëàñ-
ñèôèêàöèè ëèíåéíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ íàä àññîöèàòèâíûì òåëîì F .
Ðàññìîòðèì äâà ëèíåéíûõ ñîâåðøåííûõ êîäà C1 ⊂ F I10 , C2 ⊂ F I20 . Ïî
òåîðåìå 1 ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà L1, L2 è äâà áèåêòèâ-
íûõ îòîáðàæåíèÿ ψ1 : I1 → P1, ψ2 : I2 → P2, íà ìíîæåñòâî âñåõ îäíî-
ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ P1, P2 ïðîñòðàíñòâ L1, L2, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé âûáîðà E1 : P1 → L1\{0} (E1(ℓ) = a
(1)
ℓ , ℓ ∈ P1),

E2 : P2 → L2 \ {0} (E2(ℓ) = a
(2)
ℓ , ℓ ∈ P2) èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

x = (xi)i∈I1 ∈ C1 ⇐⇒
∑
i∈I1

xia
(1)
ψ1(i)

= 0,

x = (xi)i∈I2 ∈ C2 ⇐⇒
∑
i∈I2

xia
(2)
ψ2(i)

= 0.

Â ïðåäïîëîæåíèè àêñèîìû âûáîðà â ïðîñòðàíñòâàõ L1, L2 ñóùåñòâóþò
áàçèñû Ãàìåëÿ. Ìîùíîñòè âñåõ áàçèñîâ Ãàìåëÿ îäèíàêîâû äëÿ äàííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà L (íàä àññîöèàòèâíûì òåëîì), ñì. [8], ñòð. 240. Ýòó
ìîùíîñòü ïðèíÿòî íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà L è îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç dimL. Òåïåðü â ëåììå 2 â êà÷å-
ñòâå P ñëåäóåò âçÿòü âñå îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà L.
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Äëÿ íèõ, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ îáà óñëîâèÿ (a) è (b), ïðè÷åì ôóíê-
öèÿ âûáîðà, â îòëè÷èå îò îáùåãî ñëó÷àÿ, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âû-
áèðàåò èç êàæäîãî îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ℓ íåíóëåâîé ýëåìåíò
aℓ ∈ ℓ. Ìíîæåñòâî âñåõ îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ òåïåðü îáðàçóåò
íåêîììóòàòèâíóþ (àññîöèàòèâíóþ) ïðîåêòèâíóþ ãåîìåòðèþ ðàçìåðíî-
ñòè dimL−1. Òàêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàëàñü
åùå Ä. Ãèëüáåðòîì, ñì. [12]. � 26.
Òàê êàê ìîùíîñòü |P| = (dimL)|F |, òî èç ëåììû 2 (è ïðåäëîæåíèÿ 2)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà I, ìîùíîñòè |I| ⩾ |F |, â
ïðîñòðàíñòâå F I0 ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå ñîâåðøåííûå êîäû. Èõ ïîëíàÿ
êëàññèôèêàöèÿ äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé:

Òåîðåìà 3. Â ïðåäïîëîæåíèè àêñèîìû âûáîðà, åñëè dimL1= dimL2, òî
ñîâåðøåííûå ëèíåéíûå êîäû C1 ⊂ F I10 , C2 ⊂ F I20 ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû.
Åñëè æå dimL1 ̸= dimL2, òî êîäû C1 è C2 íå ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íàáîðå {a(1)ψ1(i)
}i∈I1 ñîáðàíû ïðåäñòàâèòåëè âñåõ îä-

íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà L1. Íåêîòîðàÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìàÿ ÷àñòü ýòîãî íàáîðà ñîñòàâëÿåò áàçèñ Ãàìåëÿ ïðîñòðàíñòâà L1.

Ïóñòü äëÿ ïîäìíîæåñòâà J1 ⊂ I1 ïîäíàáîð {a(1)ψ1(i)
}i∈J1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì

Ãàìåëÿ â L1 è äëÿ äðóãîãî ïîäìíîæåñòâà J2 ⊂ I2 ïîäíàáîð {a(2)ψ2(i)
}i∈J2

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãàìåëÿ â I2. Èç ðàâåíñòâà ðàçìåðíîñòåé dimL1= dimL2

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ φ : J1 → J2.

Ïîëàãàåì B(a
(1)
ψ1(i)

) = a
(2)
ψ2(φ(i))

. Ïî ëèíåéíîñòè îòîáðàæåíèå B îäíîçíà÷-

íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî (ñëåâà) èçîìîðôèçìà L1 è L2, êîòîðîå
áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé B. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî i ∈ I1 ñóùå-

ñòâóåò ℓ ∈ P2, äëÿ êîòîðîãî B(a
(1)
ψ1(i)

) ∈ ℓ, ò. å. B(a
(1)
ψ1(i)

) = αia
(2)
ψ2(π(i))

ïðè íåêîòîðûõ π(i) ∈ I2, αi ∈ F ∗. Ïóñòü òåïåðü x = (xi)i∈I1 ∈ C1 è∑
i∈I1 xia

(1)
ψ1(i)

= 0. Òîãäà

B

∑
i∈I1

xia
(1)
ψ1(i)

 =
∑
i∈I1

xiαia
(2)
ψ2(π(i))

=
∑
k∈I2

xπ−1(k)απ−1(k)a
(2)
ψ2(k)

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x = (xi)i∈I1 ∈ C1 ⇐⇒ y = (xπ−1(k)απ−1(k))k∈I2 ∈ C2. Ïî-

ëàãàÿ A(x) =
∑
i∈I1

xiαieπ(i) äëÿ âñåõ x = (xi)i∈I1 ∈ F I10 ïîëó÷àåì òðåáóå-

ìûé ëèíåéíûé èçîìîðôèçì êîäîâ C1 è C2. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò
ðàâåíñòâî ìîùíîñòåé èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ |I1| = |I2|.
Äîïóñòè dimL1 ̸= dimL2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,

÷òî dimL1 > dimL2. Åñëè, ïðè ýòîì, |I1| ̸= |I2| òî ñðàçó ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî êîäû C1 è C2 íå ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî |I1| = |I2|.
Ðàññìîòðèì â òåîðåìå 1 äëÿ êîäà C1 ïîäíàáîð {a(1)ψ1(i)

}i∈J1 (J1 ⊂ I1)

ÿâëÿþùèéñÿ áàçèñîì Ãàìåëÿ â L1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íîñèòåëü íåíóëå-

âîãî âåêòîðà x = (xi)i∈I1 ∈ F I10 ëåæèò â J1, òî
∑

i∈I1 xia
(1)
ψ1(i)

̸= 0. Ýòî
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çíà÷èò, ÷òî äëÿ êîäà C1 ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ J1 ⊂ I1
ìîùíîñòè |J1| = dimL1 òàêîå, ÷òî íîñèòåëü ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòî-
ðà èç C1 íå ëåæèò â J1. Äëÿ êîäà C2 ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíåíî. Äëÿ

ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà J ⊂ I2 ìîùíîñòè dimL1 ïîäíàáîð {a(2)ψ2(i)
}i∈J ëè-

íåéíî çàâèñèì. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ôèíèòíîãî âåêòîðà

x = (xi)i∈I2 âûïîëíÿåòñÿ
∑

i∈I2 xia
(2)
ψ2(i)

=
∑

i∈J xia
(2)
ψ2(i)

= 0. Ìû íàøëè

íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ C2 ñ íîñèòåëåì, ëåæàùèì â J . Ýòî ñâîéñòâî ïîêà-
çûâàåò, ÷òî êîäû C1 è C2 íå ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíûìè (äàæå â áîëåå
îáùåì ñëó÷àå, êîãäà êîä C1 çàäàí íàä àññîöèàòèâíûì òåëîì F , à êîä C2

çàäàí íàä äðóãèì àññîöèàòèâíûì òåëîì G). □

Ïðåäëîæåíèå 3. Ëèíåéíûé (ñëåâà) ñîâåðøåííûé êîä H(α)
F íàä àññî-

öèàòèâíûì òåëîì F ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ëèíåéíûì ñïðàâà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåëî F êîììóòàòèâíî, ò. å êîãäà F ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1.

Âîçíèêàåò òàêæå âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè (äëÿ äàííîãî îðäèíàëà

α) ëèíåéíûõ ñëåâà êîäîâ Õýììèíãà H(α)
F è ëèíåéíûõ ñïðàâà êîäîâ Õýì-

ìèíãà FH
(α). Â îáùåì âèäå ýòîò âîïðîñ íå ðåøåí, íî äëÿ ñîâåðøåííûõ

êîäîâ íàä òåëîì êâàòåðíèîíîâ H ìîæíî äàòü ïîëíûé îòâåò.

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α, ëèíåéíûé ñëåâà êîä Õýììèí-

ãà H(α)
H èçîìîðôåí (íåëèíåéíî) ëèíåéíîìó ñïðàâà êîäó Õýììèíãà HH(α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåëå êâàòåðíèîíîâ åñòü îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñî
ñâîéñòâàìè "àíòèëèíåéíîñòè" ab = b a, a+ b = a+ b (a, b ∈ H). Ïîýòîìó
ñîïðÿæåííûé êîä Õýììèíãà H(α)

H = {x : x ∈ H(α)
H } ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

ñïðàâà ñîâåðøåííûì êîäîì, êîòîðûé, ïî òåîðåìå 3, ýêâèâàëåíòåí (ëè-

íåéíî ñïðàâà) êîäó Õýììèíãà HH(α). Òàê êàê îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ òåëà H, òî êîäû H(α)
H è H(α)

H
èçîìîðôíû (â ÷àñòíîñòè, ýêâèâàëåíòíû). Ïîýòîìó êîäû H(α)

H è HH(α)

òîæå èçîìîðôíû (è ýêâèâàëåíòíû). □
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