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1 Ââåäåíèå

Àëãåáðû Íîâèêîâà áûëè ââåäåíû â ðàáîòå È.Ì. Ãåëüôàíäà è È.ß.
Äîðôìàí [1] êàê óñëîâèå ãàìèëüòîíîâîñòè îïðåäåëåííûõ îïåðàòîðîâ â
ôîðìàëüíîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè. Â ðàáîòå À.À. Áàëèíñêîãî è
Ñ.Ï. Íîâèêîâà [2] ýòè àëãåáðû ðàññìàòðèâàëèñü äëÿ èçó÷åíèÿ ñêîáîê
Ïóàññîíà ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà. Àëãåáðà 〈A, ◦〉 íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé
Íîâèêîâà, åñëè âûïîëíåíû òîæäåñòâà

(a ◦ b) ◦ c = (a ◦ c) ◦ b;
(a ◦ b) ◦ c− a ◦ (b ◦ c) = (b ◦ a) ◦ c− b ◦ (a ◦ c)

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A.

Zakharov, A.S., Simple Novikov � Poisson algebras.
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Ïðîñòûå àëãåáðû Íîâèêîâà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü áûëè îïè-
ñàíû Å.È. Çåëüìàíîâûì [3]. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ ïî-
ëÿìè. Ïðèìåðû ïðîñòûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð íàä ïîëåì íóëåâîé
õàðàêòåðèñòèêè è ïðîñòûõ àëãåáð íàä ïîëåì ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè áûëè ïîëó÷åíû Â.Ò. Ôèëèïïîâûì [4].
Èçó÷åíèþ ïðîñòûõ àëãåáð íàä ïîëåì ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòè-

êè ïîñâÿùåíû ðàáîòû Äæ.Ì. Îñáîðíà [5, 6, 7]. Íà èõ îñíîâå Ñ. Ñó [8]
îïèñàë ïðîñòûå êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Íîâèêîâà íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè áîëüøå äâóõ.

Ïðèìåð 1 (Ñó). Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòå-
ðèñòèêè p > 2 è A � ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Íîâèêîâà. Òîãäà
A èìååò áàçèñ èç ýëåìåíòîâ xi, ãäå i = −1, . . . , pn − 2, è óìíîæåíèå
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

xi ◦ xj =

(
i+ j + 1

j

)
xi+j + δi,−1δj,−1αxpn−2 + δi,−1δj,0βxpn−2

äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ F.

Äëÿ èçó÷åíèÿ òåíçîðíîé òåîðèè àëãåáð Íîâèêîâà Ñ. Ñó ââåë ïîíÿòèå
àëãåáð Íîâèêîâà � Ïóàññîíà [9]. Àëãåáðà 〈A, ·, ◦〉 íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé
Íîâèêîâà � Ïóàññîíà, åñëè 〈A, ·〉 � àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àë-
ãåáðà, 〈A, ◦〉 � àëãåáðà Íîâèêîâà, è âûïîëíåíû òîæäåñòâà

a(b ◦ c) = ab ◦ c;
ab ◦ c− a ◦ bc = cb ◦ a− c ◦ ba.

Êàê îêàçàëîñü, ïîëó÷åííûå ðàíåå ïðèìåðû ìîæíî ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü 〈A, ·〉 � ïðîñòàÿ àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ
àëãåáðà è d � íåêîòîðîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, òî åñòü òàêîå ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A

d(ab) = d(a)b+ ad(b).

Òîãäà îïðåäåëèì íîâîå óìíîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a ◦ b = ad(b) + λab (1)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà λ ∈ A ∪ F. Òîãäà 〈A, ·, ◦〉 � àëãåáðà Íîâè-
êîâà � Ïóàññîíà, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé Íîâèêîâà �
Ïóàññîíà âåêòîðíîãî òèïà.

Äëÿ àëãåáð, ïîëó÷åííûõ Ñ. Ñó ìîæíî âçÿòü àññîöèàòèâíîå êîììóòà-
òèâíîå óìíîæåíèå

xi ∗ xj =

(
i+ j + 2

i+ 1

)
xi+j+1 (2)

è äèôôåðåíöèðîâàíèå

d(xi) = xi−1 + bδi,0xpn−2. (3)
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Îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé è ôîðìóëû (1) (ïðè λ = axpn−2) ìû ïîëó-
÷èì àëãåáðó Íîâèêîâà, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé èç ïðèìåðà 1.
Â.Ò. Ôèëèïïîâ [4] è Ñ. Ñó [9] ïîñòðîèëè ñåðèè ïðîñòûõ àëãåáð, êîòî-

ðûå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèåé.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü F � ïîëå è G � àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà 〈F,+〉, q ∈ G
� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, J = {0} èëè J = N. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {xa,i | a ∈ G, i ∈ J}. Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xa,ixb,j = xa+b+q,i+j .

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå d ôîðìóëîé

d(xa,i) = (a+ q)xa,i + ixa,i−1.

Òîãäà d � äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Íîâèêîâà �
Ïóàññîíà, çàäàííàÿ ôîðìóëîé (1) äëÿ íåêîòîðîãî λ, áóäåò ïðîñòîé, åñëè
|G| > 2, èëè q = 0, èëè λ 6= q.

Àëãåáðû, ïîëó÷åííûå â ïðèìåðå 2, ñ óíèòàëüíîé àññîöèàòèâíîé êîì-
ìóòàòèâíîé ÷àñòüþ èçó÷àëèñü Â.Í. Æåëÿáèíûì è À.Ñ Òèõîâûì [10]. Â
÷àñòíîñòè, òàì äîêàçàíî, ÷òî äëÿ àëãåáð íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íå 2
ïðîñòîòó íîâèêîâñêîé ÷àñòè ìîæíî ñâåñòè ê äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîñòî-
òå àññîöèàòèâíîé êîììóòàòèâíîé ÷àñòè. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå
õàðàêòåðèñòèêè 2 åñòü êîíòðïðèìåðû.

2 Ïðîñòûå àëãåáðû Íîâèêîâà � Ïóàññîíà

Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ó íåå íåò ñîáñòâåííûõ íåíóëå-
âûõ èäåàëîâ è A2 6= 0. Ýòî ïîíÿòèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ
íà ïðîèçâîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå. Äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ àëãåáð è àëãåáð ñ äâóìÿ è áîëåå óìíîæåíèÿìè ýòî
îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñîáñòâåííûõ íåíóëåâûõ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëü-
íî äèôôåðåíöèðîâàíèé èäåàëîâ è èäåàëîâ îòíîñèòåëüíî ñðàçó íåñêîëü-
êèõ óìíîæåíèé ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû
êâàäðàò àëãåáðû õîòÿ áû îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç óìíîæåíèé áûë íåíó-
ëåâûì.
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ àëãåáð Íîâèêîâà �Ïóàññîíà. Çäåñü è äàëåå

ïî òåêñòó áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå A2 = A ·A.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè 〈A, ·, ◦〉 � àëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàññîíà è õîòÿ

áû îäíà èç àëãåáð〈A, ·〉 èëè 〈A, ◦〉 ïðîñòà, òî 〈A, ·, ◦〉 ïðîñòàÿ àëãåáðà
Íîâèêîâà � Ïóàññîíà. Åñëè îäíà èç ÷àñòåé òðèâèàëüíà, òî åñòü A2 = 0
èëè A ◦ A = 0, òî àëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàññîíà ïðîñòà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïðîñòà âòîðàÿ ÷àñòü.
Òåïåðü ïóñòü 〈A, ·, ◦〉 ïðîñòàÿ àëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàññîíà. Â ðàáîòå

[11] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ∂xy(a) = xa ◦ y − x ◦ ay ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì 〈A, ·〉. Äëÿ ìíîæåñòâà òàêèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå

∆ = {∂xy | x, y ∈ A}.
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Ëåììà 1. Ïóñòü 〈A, ·, ◦〉 � ïðîñòàÿ àëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàññîíà, è
ïóñòü A2 = A. Òîãäà 〈A, ·〉 � ∆�ïðîñòàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � ∆�èíâàðèàíòíûé èäåàë. Ðàññìîòðèì K =
AI. Òîãäà

AK = A ·AI ⊆ AI = K,

K ◦A = IA ◦A = I(A ◦A) ⊆ IA = K,

A ◦K = A2 ◦ IA ⊆ AD(I) + I(A ◦A) ⊆ K.

Òàêèì îáðàçîì K ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì 〈A, ·, ◦〉 è ëèáî K = 0, ëèáî K = A.
Åñëè K = A, òî

A = K = IA ⊆ I
è I = A.
Åñëè K = 0, òî åñòü IA = 0, òî ïîëó÷àåì

A ◦ I = A(A2 ◦ I) ⊆ A(A ◦AI + I ◦AA+ IA ◦A) = 0,

I ◦A = I ◦A2 ⊆ IA ◦A+A ◦AI +AA ◦ I = 0.

Òàêèì îáðàçîì I � èäåàë 〈A, ·, ◦〉, à çíà÷èò, ëèáî I = 0, ëèáî I = A. Òî
åñòü 〈A, ·〉 � ∆�ïðîñòàÿ.

�

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íå 2, 〈A, ·, ◦〉 � ïðîñòàÿ
àëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàññîíà è A2 = A. Òîãäà 〈A, ◦〉 � ïðîñòàÿ èëè
A ◦A = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ◦ A 6= 0. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî A ◦ A � èäåàë
〈A, ·, ◦〉. Òîãäà A ◦A = A.
Ïî ëåììå 1 è òåîðåìå 5 èç ðàáîòû [12] àëãåáðà 〈A, ·〉 óíèòàëüíà. À

çíà÷èò, 〈A, ·, ◦〉 � âåêòîðíîãî òèïà è

a ◦ b = a∂(b) + λab,

ãäå ∂ = ∂11 è λ = 1 ◦ 1.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà 〈A, ·〉 áóäåò ∂�ïðîñòîé. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïóñòü I � ∂�èíâàðèàíòíûé èäåàë. Òîãäà AI ⊆ I è ∂(I) ⊆ I.

A ◦ I ⊆ A∂(I) +AI ⊆ I;

I ◦A ⊆ I∂(A) + IA ⊆ A.

Òàêèì îáðàçîì I � èäåàë 〈A, ·, ◦〉, òî åñòü I = 0 èëè I = A. À çíà÷èò,
〈A, ·〉 ∂�ïðîñòà. Â [10] äîêàçàíî, ÷òî òîãäà 〈A, ◦〉 � ïðîñòàÿ àëãåáðà. �

Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå ê õàðàêòåðèñòèêå ïîëÿ ñóùåñòâåííî. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð, êîòîðûé ðàçáèðàëñÿ â ðàáîòàõ [4, 10]. Ïóñòü F � ïîëå
õàðàêòåðèñòèêè äâà. Âîçüìåì àëãåáðó èç ïðèìåðà 3 ñ óñëîâèåì

J = {0}, G = {0, 1}, q = λ = 1.
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Ïîëó÷èì àëãåáðó A ñ áàçèñîì x0, x1 è òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

x0x0 = x1x1 = x1, x0x1 = x0, x0◦x0 = x1◦x0 = 0, x0◦x1 = x0, x1◦x1 = x1.

Òîãäà Fx0 � ñîáñòâåííûé èäåàë 〈A, ◦〉, â òî âðåìÿ êàê 〈A, ·, ◦〉 � ïðîñòà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 〈A, ·, ◦〉 � êîíå÷íîìåðíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà Íîâè-
êîâà � Ïóàññîíà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòè-
êè 0. Òîãäà 〈A, ·〉 � ïîëå F, à òàêæå a ◦ b = λab.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 àëãåáðà 〈A, ·〉 ÿâëÿåòñÿ ∂�ïðîñòîé. Êî-
íå÷íîìåðíàÿ äèôôåðåíöèàëüíî ïðîñòàÿ àëãåáðà õàðàêòåðèñòèêè 0 ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëåì (ñì. [13]). Òîãäà ∂ = 0 è a ◦ b = λab. �

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü 〈A, ·, ◦〉 � êîíå÷íîìåðíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà Íî-
âèêîâà � Ïóàññîíà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðè-
ñòèêè p > 2. Òîãäà 〈A, ·, ◦〉 � àëãåáðà èç ïðèìåðà 1, à àññîöèàòèâíîå
êîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå çàäàíî ôîðìóëîé

a · b = ξ ∗ a ∗ b,

ãäå ξ ∈ A è óìíîæåíèå ∗ çàäàíî ôîðìóëîé (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è ðàáîòû [9]. �

3 Ñóïåðàëãåáðû

Çäåñü è äàëåå ïî òåêñòó ñ÷èòàåì, ÷òî F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íå
2. Ñóïåðàëãåáðà A � ýòî àëãåáðà òàêàÿ, ÷òî A = A0 ⊕ A1 è AiAj ⊆
Ai+j(mod 2). Ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A0 ∪A1, A0, A1 íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíû-
ìè, ÷åòíûìè, íå÷åòíûìè ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà a
áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

|a| =

{
0, a ∈ A0,

1, èíà÷å.
.

Àëãåáðà Ãðàññìàíà � ýòî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà G ñ ïîðîæäàþùèìè
ýëåìåíòàìè ei, i ∈ N, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè eiej = −ejei. Òîãäà
ýëåìåíòû ei1 . . . eik , i1 6 . . . 6 ik, îáðàçóþò áàçèñ. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâà
G0 è G1, ïîðîæäåííûå ýëåìåíòàìè ÷åòíîé è íå÷åòíîé äëèíû ñîîòâåò-
ñòâåííî, çàäàþò ãðàäóèðîâêó. Ãðàññìàíîâà îáîëî÷êà ñóïåðàëãåáðû A �
ýòî

A0 ⊗G0 ⊕A1 ⊗G1.

Ïóñòü Ω � ìíîãîîáðàçèå àëãåáð. Ñêàæåì, ÷òî A � Ω�ñóïåðàëãåáðà, åñëè
å¼ ãðàññìàíîâà îáîëî÷êà G(A) � Ω�àëãåáðà. Íàïðèìåð, äëÿ êîììóòàòèâ-
íûõ ñóïåðàëãåáð, ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà

ab = (−1)|a||b|ba

äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ.
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Äëÿ ñóïåðàëãåáð Íîâèêîâà 〈A, ◦〉 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òîæäåñòâà äëÿ
îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ:

(a ◦ b) ◦ c = (−1)|b||c|(a ◦ c) ◦ b; (4)

(a ◦ b) ◦ c− a ◦ (b ◦ c) = (−1)|a||b|
(
(b ◦ a) ◦ c− b ◦ (a ◦ c)

)
. (5)

Äëÿ ñóïåðàëãåáð Íîâèêîâà � Ïóàññîíà 〈A, ·, ◦〉 äîïîëíèòåëüíî

a(b ◦ c) = ab ◦ c; (6)

ab ◦ c− a ◦ bc = (−1)|a||c|+|b||c|+|a||b|(cb ◦ a− c ◦ ba). (7)

Ïðîñòîòà äëÿ ñóïåðàëãåáð îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê è äëÿ àëãåáð, òîëü-
êî èäåàëû çàìåíÿþòñÿ íà Z2�ãðàäóèðîâàííûå èäåàëû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A2 = A. Òîãäà A2
0 = A0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

A0 = (A2)0 = A2
0 +A2

1, A1 = (A2)1 = A0A1.

Òîãäà

A2
0 ⊆ A0 = (A2)0 = A2

0 +A2
1 = A2

0 +A0A
2
1 ⊆ A2

0.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ñêàæåì, ÷òî D � ÷åòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ñóïåðàëãåáðû A, åñëè
äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ èìååò ìåñòî

D(ab) = D(a)b+ aD(b).

Ïóñòü A � ñóïåðàëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàññîíà. Îïðåäåëèì äëÿ ÷åòíûõ
ýëåìåíòîâ x, y îòîáðàæåíèå ∂xy(a) = xa ◦ y − x ◦ ay.

Ëåììà 2. ∂xy � ÷åòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b ∈ A. Òîãäà èìååì

∂xy(ab) = xab ◦ y − x ◦ aby = xab ◦ y − (−1)|a||b|x ◦ bay =

xab ◦ y − (−1)|a||b|xb ◦ ay + a(yb ◦ x− y ◦ bx) =

(xa ◦ y − x ◦ ay)b+ a(xb ◦ y − x ◦ by) = ∂(a)b+ a∂(b).

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 3. Ïóñòü 〈A, ·, ◦〉 � ñóïåðàëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàññîíà. Åñëè
I0 � èäåàë àëãåáðû 〈A0, ·, ◦〉, òî K = I0 + A1I0 + A1 ◦ I0 + I0 ◦ A1 �
Z2�ãðàäóèðîâàííûé èäåàë ñóïåðàëãåáðû 〈A, ·, ◦〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòíàÿ ÷àñòü K � ýòî K0 = I0, à íå÷åò-
íàÿ � K1 = A1I0 +A1 ◦ I0 + I0 ◦A1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

A0I0, A0 ◦ I0, I0 ◦A0 ⊆ I0 ⊆ K è A1I0, I0 ◦A1, A1 ◦ I0 ⊆ K.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì êîìïîíåíòû íå÷åòíîé ÷àñòè. Äëÿ A1I0 èìååì

(A0 +A1)(A1I0) ⊆ (A0A1 +A1A1)I0 ⊆ (A1 +A0)I0 ⊆ K,
A1I0 ◦ (A0 +A1) ⊆ I0(A1 ◦ (A0 +A1)) ⊆ I0(A1 +A0) ⊆ K,

A0 ◦ (A1I0) ⊆ A0A1 ◦ I0 + I0A1 ◦A0 + I0 ◦A0A1 ⊆ A1 ◦ I0 + I0A1 + I0 ◦A1 ⊆ K,
A1 ◦A1I0 ⊆ A1A1 ◦ I0 +A1I0 ◦A1 + I0 ◦A1A1 ⊆ A0 ◦ I0 + I0A0 + I0 ◦A0 ⊆ K.
Äëÿ A1 ◦ I0:

(A0 +A1)A1 ◦ I0 ⊆ (A1 +A0) ◦ I0 ⊆ K,
(A1 ◦ I0) ◦ (A0 +A1) ⊆ (A1 ◦ (A0 +A1)) ◦ I0 ⊆ K,

A0 ◦ (A1 ◦ I0) ⊆ (A0 ◦A1) ◦ I0 + (A1 ◦A0) ◦ I0 −A1 ◦ (A0 ◦ I0) ⊆ A1 ◦ I0 ⊆ K,
A1 ◦ (A1 ◦ I0) = A0A1 ◦ (A1 ◦ I0) ⊆

⊆ A0 ◦ (A1A1 ◦ I0) + (A1 ◦ I0) ◦A0A1 + (A1A1 ◦ I0) ◦A0 ⊆
⊆ A0 ◦ (A0 ◦ I0) + (A1 ◦A1) ◦ I0 + (A0 ◦ I0) ◦A0 ⊆ I0 ⊆ K.

È íàêîíåö, äëÿ I0 ◦A1:

(A0 +A1)(I0 ◦A1) ⊆ I0 ◦A1 + I0A0 ⊆ K,
(I0 ◦A1) ◦A0 ⊆ (I0 ◦A0) ⊆ A1 ⊆ I0 ◦A1 ⊆ K,

(I0 ◦A1) ◦A1 = (I0 ◦A0A1) ◦A1 ⊆
⊆ (I0A0 ◦A1) ◦A1 + (A1A0 ◦ I0) ◦A1 + (A1 ◦ I0A0) ◦A1 ⊆

⊆ I0A0 + (A1 ◦ I0) ◦A1 ⊆ K,
A0 ◦ (I0 ◦A1) ⊆ (A0 ◦ I0) ◦A1 + (I0 ◦A0) ◦A1 + I0 ◦ (A0 ◦A1) = I0 ◦A1 ⊆ K,

A1 ◦ (I0 ◦A1) = A0A1 ◦ (I0 ◦A1) ⊆
⊆ A0 ◦ (A1I0 ◦A1) + (I0 ◦A1)A0 ◦A1 + (I0 ◦A1) ◦A0A1 ⊆

⊆ A0 ◦ I0A0 + I0(A1 ◦A1) + (I0 ◦A1) ◦A1 ⊆ K.

Òàêèì îáðàçîì, K � ãðàäóèðîâàííûé èäåàë 〈A, ·, ◦〉. �

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü A � ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàññîíà.
Òîãäà A0 � ïðîñòàÿ àëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàññîíà.

Çàìåòèì, ÷òî â îáðàòíóþ ñòîðîíó ýòî íå âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòà-
òî÷íî âçÿòü àëãåáðó ñ áàçèñîì ÷åòíîé ÷àñòè x, íå÷åòíîé y, óìíîæåíèÿ
ñîâïàäàþò è çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x2 = x, xy = y, y2 = 0.

Òîãäà ÷åòíàÿ ÷àñòü ïðîñòà, òàê êàê îäíîìåðíà, íî íå÷åòíàÿ ÷àñòü ÿâëÿ-
åòñÿ ãðàäóèðîâàííûì èäåàëîì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 〈A, ·, ◦〉 � ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàñ-
ñîíà è A2 = A. Òîãäà 〈A, ◦〉 � ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Íîâèêîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3 ïîëó÷àåì, ÷òî 〈A0, ·, ◦〉 òàê æå ïðîñòà.
Ïî òåîðåìå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî 〈A0, ·〉 óíèòàëüíà. Ââèäó òîãî, ÷òî A1 = A0A1
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ïîëó÷àåì, ÷òî è 〈A, ·〉 óíèòàëüíà. Òîãäà 〈A, ·, ◦〉 âåêòîðíîãî òèïà è ∂�
ïðîñòà, ãäå ∂ = ∂11. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç [10] ïîëó÷èì, ÷òî 〈A, ◦〉
� ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Íîâèêîâà. �

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü 〈A, ·, ◦〉 � ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Íîâèêîâà � Ïóàñ-
ñîíà è A2 = A. Òîãäà A1 = 0, A = A0 è 〈A, ◦〉 � ïðîñòàÿ àëãåáðà Íîâè-
êîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç òåîðåìû 2 è
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [14]. �
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