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Abstract: The concept ofΠ-partition is an analogue of the concept
of normalized formula (a formula in the basis {∨,∧,− } in which
negations are possible only over variables) and concept ofΠ-schema,
just as these last two concepts are analogues of each other. At
its core, a Π-partition is a kind of "imprint"of a formula in the
Boolean function calculated by this formula and is considered as
a representation of this formula. In order to describe the class of
minimal normalized formulas that calculate linear Boolean func-
tions, the structure of the Π-partitions representing these formulas
has been clari�ed.

Keywords: boolean functions, π-schemes, normalized formulas,
lower bounds on the complexity, formula representation.

1 Ââåäåíèå

Çàäà÷à îïèñàíèÿ êëàññà âñåõ ìèíèìàëüíûõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ äàí-
íóþ áóëåâó ôóíêöèþ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì çàäà÷è ïîëó-
÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè òàêèõ ñõåì. Ïîñëåäíÿÿ èçâåñòíà êàê
îäíà èç î÷åíü òðóäíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Â äàííîé ñòàòüå
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â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíûõ ñõåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèíèìàëüíûå (ò. å. èìå-
þùèå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ) íîðìàëè-
çîâàííûå ôîðìóëû, ðåàëèçóþùèå ëèíåéíûå áóëåâû ôóíêöèè. Â ñëó÷àå,
êîãäà ÷èñëî k ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ëèíåéíîé áóëåâîé ôóíêöèè íà-
õîäèòñÿ â èíòåðâàëå îò 1 äî 8 èëè ðàâíî öåëîé ñòåïåíè äâîéêè, èçâåñòíûå
ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó òî÷íûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè [1, 2, 3, 4, 5] ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ðåàëèçóþùèå ýòó ôóíêöèþ îïòèìàëüíûå ôîðìóëû Ñ. Â.
ßáëîíñêîãî [6] ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè (ïîä îïòèìàëüíûìè ôîðìóëà-
ìè Ñ. Â. ßáëîíñêîãî ìû ïîíèìàåì êàê ïîñòðîåííûå èì ñàìèì ôîðìóëû
òàê è âîîáùå êëàññ âñåõ ôîðìóë, ïîñòðîåííûõ ïî åãî íåñêîëüêî (åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì) ìîäèôèöèðîâàííîìó àëãîðèòìó). Ãèïîòåçà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ëþáàÿ ðåàëèçóþùàÿ ëèíåéíóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìèíèìàëü-
íàÿ íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ôîðìóëîé Ñ. Â.
ßáëîíñêîãî.
Ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû ïðè k ðàâíîì öåëîé ñòåïåíè äâîéêè è ïðè

k = 3, 5 óñòàíîâëåíà â ñòàòüÿõ [7, 8, 9]. Ðåçóëüòàò áûë èçëîæåí íà ÿçûêå
Π-ñõåì (ãðàôè÷åñêèõ àíàëîãîâ íîðìàëèçîâàííûõ ôîðìóë). È ïî ñâîåé
ñóòè îí ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì èäåè Â. Ì. Õðàï÷åíêî, ëåæàùåé â îñíîâå
åãî ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ýòèõ ñõåì [1, 10, 11]. Çà-
ìåòèì, ÷òî âñå âûøåóêàçàííûå òî÷íûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè òàêæå
áûëè ïîëó÷åíû íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà.
Ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà è â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ k = 6, 7 (ò. å. êîãäà

òàêæå èçâåñòíà òî÷íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè). Ïåðâûé øàã å¼ äî-
êàçàòåëüñòâà â ýòèõ ñëó÷àÿõ áûë ñäåëàí â ñòàòüå [12]. Â íåé íà îñíîâå
óïîìÿíóòîé èäåè Â. Ì. Õðàï÷åíêî áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå àíàëîãà êàê
Π-ñõåìû òàê è íîðìàëèçîâàííîé ôîðìóëû (â äàëüíåéøåì ïðîñòî ôîð-
ìóëû), íàçâàííîãî Π-ðàçáèåíèåì, è ðàçðàáîòàíà íåêîòîðàÿ òåîðèÿ ïðåä-
ñòàâëåíèé ôîðìóë òàêèìè ðàçáèåíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ýòè ðàçáèåíèÿ â
íåÿâíîì âèäå ôèãóðèðîâàëè âî âñåõ (êðîìå ñòàòüè [6]) ïåðå÷èñëåííûõ
ñòàòüÿõ.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âî âñåõ âûøåóêàçàííûõ ñëó÷àÿõ (ò. å. âî âñåõ

ñëó÷àÿõ êîãäà èçâåñòíà òî÷íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè) ëþáàÿ ðåàëè-
çóþùàÿ ëèíåéíóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâèìà
òàê íàçûâàåìûì ñîâåðøåííûì Π-ðàçáèåíèåì ñîáñòâåííîãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà ýòîé ôóíêöèè (îïðåäåëåíèÿ íèæå). Â íàñòîÿùåé ñòàòüå óñòàíîâëåí
ðÿä ñâîéñòâ òàêèõ ðàçáèåíèé, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîæíî áóäåò äîêàçàòü,
÷òî ëþáàÿ ïðåäñòàâèìàÿ ýòèìè ðàçáèåíèÿìè ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ôîðìóëîé Ñ. Â. ßáëîíñêîãî.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç ñòàòüè [12] è äîïîëíèì èõ ðÿäîì
íåîáõîäèìûõ íîâûõ.
Ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ íàáîðîâ

Bn = {α = (α1, . . . αi, . . . αn) | αi ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ n}
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íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì åäèíè÷íûì êóáîì èëè êóáîì Bn.
Äëÿ íàáîðîâ ñ åäèíñòâåííîé åäèíè÷íîé êîìïîíåíòîé ââåä¼ì ñëåäóþ-

ùèå îáîçíà÷åíèÿ

e1 = (1, 0, . . . 0), e2 = (0, 1, . . . 0), . . . en = (0, . . . 0, 1).

Ñóììó íàáîðîâ α, β ∈ Bn îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

α+ β = (α1 ⊕ β1, α2 ⊕ β2, . . . , αn ⊕ βn)
1.

Ïàðó íàáîðîâ (α, β) ∈ Bn ×Bn íàçûâàåòñÿ ðåáðîì íàïðàâëåíèÿ i êóáà
Bn, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî β = α + ei. Ïðè αi = 1 ýòî ðåáðî áóäåì
íàçûâàòü îòðèöàòåëüíûì, ïðè αi = 0 � ïîëîæèòåëüíûì; i = 1, . . . , n.
Ïàðà íàáîðîâ (α, β) ∈ Bn × Bn íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ðåáðîì êóáà Bn, åñëè
îíà ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì íàïðàâëåíèÿ i äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . n}.
×òîáû èçáåæàòü èçëèøíåé ãðîìîçäêîñòè äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî n

ïðîèçâîëüíîå íî ôèêñèðîâàííîå.
×åðåç R îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ð¼áåð êóáà Bn. ×åðåç Ri, R

0
i , R

1
i �

ìíîæåñòâî âñåõ ð¼áåð íàïðàâëåíèÿ i, ìíîæåñòâî âñåõ îòðèöàòåëüíûõ ð¼-
áåð íàïðàâëåíèÿ i è ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð íàïðàâëåíèÿ
i ñîîòâåòñòâåííî, i = 1, . . . , n.
Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî P ⊆ Bn×Bn íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïîä-

ìíîæåñòâîì äåêàðòîâà êâàäðàòà êóáà Bn, åñëè P = A×B äëÿ íåêîòî-
ðûõ A,B ⊆ Bn. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü æàðãîí è íàçûâàòü
åãî ïðÿìîóãîëüíèêîì ðàçìåðíîñòè n èëè ïðîñòî ïðÿìîóãîëüíèêîì. Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâà A è B áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíîé è
ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíîé ïðÿìîóãîëüíèêà P ; äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α ∈ A
è β ∈ B ìíîæåñòâà {(α, γ) | γ ∈ B} è {(γ, β) | γ ∈ A} � åãî ñòðîêîé ñ
èíäåêñîì α è åãî ñòîëáöîì ñ èíäåêñîì β èëè ïðîñòî ñòðîêîé α è ñòîëá-
öîì β ñîîòâåòñòâåííî; ïîäìíîæåñòâîD ⊆ P , êîòîðîå ñ êàæäîé ñòðîêîé è
êàæäûì ñòîëáöîì ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà èìååò ðîâíî ïî îäíîìó îáùåìó
ýëåìåíòó, - åãî äèàãîíàëüþ.
×åðåç RECn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðíî-

ñòè n. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn ÷åðåç REC(P )
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ K ∈ RECn, ÷òî K ⊆ P .
Ïðÿìîóãîëüíèê X = Bn × Bn íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì

ðàçìåðíîñòè n èëè ïðîñòî ãëàâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì.
Ïðÿìîóãîëüíèêè

X0
i = {(α, β) ∈ X | αi = 1, βi = 0} è X1

i = {(α, β) ∈ X | αi = 0, βi = 1}

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîìïî-
íåíòàìè ñ íîìåðîì i ãëàâíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà X; i = 1, . . . , n.
ÌíîæåñòâîM ⊆ X íàçûâàåòñÿ (i, δ)-îäíîðîäíûì, åñëè âûïîëíåíî âêëþ-

÷åíèå M ⊆ Xδ
i ; è íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå i ∈

{1, . . . , n} è δ ∈ {0, 1}, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ (i, δ)-îäíîðîäíûì.

1⊕ � ñóììà ïî ìîäóëþ 2.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê P ∈ RECn ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì,
åñëè ìîùíîñòü åãî ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû ðàâíà ìîùíîñòè åãî âåðòè-
êàëüíîé ñòîðîíû.
Î÷åâèäíî ïðÿìîóãîëüíèê òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì,

êîãäà îí èìååò äèàãîíàëü.
Äèàãîíàëü D ïðÿìîóãîëüíèêà (êâàäðàòà) P ∈ RECn íàçîâ¼ì ð¼áåð-

íîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i = {1, . . . , n} âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå D ⊆ Ri,
ïðè ýòîì ÷èñëî i áóäåì íàçûâàòü èíäåêñîì ýòîé ð¼áåðíîé äèàãîíàëè.
Ïðÿìîóãîëüíèê P ∈ RECn íàçîâ¼ì (i, δ)-öåíòðèðîâàííûì, åñëè äëÿ

íåêîòîðîé åãî äèàãîíàëè D âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå D ⊆ Rδ
i ; è íàçîâ¼ì åãî

öåíòðèðîâàííûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå i ∈ {1, . . . , n} è δ ∈ {0, 1}, ÷òî
P ÿâëÿåòñÿ (i, δ)-öåíòðèðîâàííûì.
Ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2 ∈ RECn íàçûâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî (âåðòè-

êàëüíî) ñîñåäíèìè, åñëè P1 ∩ P2 = ∅ è âåðòèêàëüíàÿ (ãîðèçîíòàëüíàÿ)
ñòîðîíà P1 ðàâíà âåðòèêàëüíîé (ãîðèçîíòàëüíîé) ñòîðîíå P2; è íàçû-
âàþòñÿ ïðîñòî ñîñåäíèìè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ëèáî ãîðèçîíòàëüíî, ëèáî
âåðòèêàëüíî ñîñåäíèìè.
Î÷åâèäíî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ P1, P2 ∈ RECn

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå P1 ∪ P2 ∈ RECn.
Ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn

íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïàðà {P1, P2} ⊆ RECn ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî)
ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ÷òî P1 ∪ P2 = P . Ýòà ïàðà íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòî ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíèêà P , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ãîðèçîíòàëü-
íûì ëèáî âåðòèêàëüíûì åãî ðàçðåçîì. Ïðè ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2

íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçðåçà.
Ðàçáèåíèåì (êîíå÷íûì) ìíîæåñòâà P íàçûâàåòñÿ, òàêîå ñåìåéñòâî U =

{Q1, . . . Qk} íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ åãî ïîäìíîæåñòâ, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Q1 ∪ · · · ∪ Qk = P . Ïîäìíîæåñòâà Q1, . . . Qk íà-
çûâàþòñÿ áëîêàìè ýòîãî ðàçáèåíèÿ.
Ðàçáèåíèå U ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì,

åñëè âñå åãî áëîêè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè.
Ñóæåíèåì U |K ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈

RECn íà ïðÿìîóãîëüíèê K ∈ REC(P ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ

{Q ∩K | Q ∈ U, Q ∩K ̸= ∅}.
Ãèïåðáëîêîì ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn

íàçûâàåòñÿ òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê K ∈ REC(P ), ÷òî âûïîëíåíî âêëþ÷å-
íèå U |K ⊆ U .
Ïðÿìîóãîëüíûì ôðàãìåíòîì èëè ïðîñòî ôðàãìåíòîì ïðÿìîóãîëüíî-

ãî ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäñåìåé-
ñòâî áëîêîâ S ⊆ U , ÷òî ìíîæåñòâî

⋃
Q∈S

Q ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.

×åðåçH(U) è F(U) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ãèïåðáëîêîâ è âñåõ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ ôðàãìåíòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà
P ∈ RECn ñîîòâåòñòâåííî.
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Ãèïåðáëîê K ∈ H(U) è ïðÿìîóãîëüíûé ôðàãìåíò F ∈ F(U), F =
U |K, íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè äðóã äðóãó. Î÷åâèäíî, ýòî ñîîò-
âåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
Çàìåòèì, ÷òî áëîêè ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáëî-

êàìè ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Ýòè ãèïåðáëîêè íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Ãè-
ïåðáëîêè èç ìíîæåñòâà H(U) \ U íàçûâàþòñÿ ñîñòàâíûìè. Êðîìå òîãî
ñàì ïðÿìîóãîëüíèê P ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáëîêîì. Ýòîò ãèïåðáëîê íàçûâàåò-

ñÿ ãëàâíûì è îáîçíà÷àåòñÿ Û .
Â äàëüíåéøåì ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà P äëÿ

êðàòêîñòè áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðîñòî ïðÿìîóãîëüíûì ðàçáèåíèåì U ,
èìåÿ â âèäó, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ðàçáèåíèåì ïðÿìîóãîëüíè-

êà Û .
Äâà ãèïåðáëîêà P1, P2 ∈ H(U) ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U áóäåì

íàçûâàòü ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî) ñîñåäíèìè, åñëè ãîðèçîíòàëüíî
(âåðòèêàëüíî) ñîñåäíèìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2; è � ïðîñòî
ñîñåäíèìè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ëèáî ãîðèçîíòàëüíî ëèáî âåðòèêàëüíî ñî-
ñåäíèìè.
Î÷åâèäíî îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ãèïåðáëîêîâ ïðÿìîóãîëü-

íîãî ðàçáèåíèÿ U òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáëîêîì U . Îí íàçûâàåòñÿ ñîåäè-
íåíèåì ýòèõ äâóõ ãèïåðáëîêîâ.
Ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ðàçðåçîì ãèïåðáëîêà P ∈ H(U) ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçîâ¼ì òàêîé ãîðèçîíòàëüíûé (âåðòèêàëü-
íûé) ðàçðåç ïðÿìîóãîëüíèêà P , ÷òî åãî êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ãèïåð-
áëîêàìè U . Êàê ãîðèçîíòàëüíûé òàê è âåðòèêàëüíûé ðàçðåç ãèïåðáëîêà
P áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðîñòî ðàçðåçîì ãèïåðáëîêà P .
Ãèïåðáëîê ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî

(âåðòèêàëüíî) ðàçäåëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëüíûé (âåðòèêàëü-
íûé) ðàçðåç ýòîãî ãèïåðáëîêà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ ãîðè-
çîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî) íåðàçäåëèìûì.
Ãèïåðáëîê ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìûì, åñëè

îí ëèáî ãîðèçîíòàëüíî ëèáî âåðòèêàëüíî ðàçäåëèì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îí íàçûâàåòñÿ íåðàçäåëèìûì.
Ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìûì, åñëè êàæäûé åãî

ñîñòàâíîé ãèïåðáëîê ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëèìûì.
Ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè êàæäûé åãî

áëîê ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîæåñòâîì.
Π-ðàçáèåíèåì íàçûâàåòñÿ òàêîå ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå, êîòîðîå ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îäíîðîäíûì è ðàçäåëèìûì.
Ðàçìåðíîñòüþ Π-ðàçáèåíèÿ íàçîâ¼ì ðàçìåðíîñòü åãî ãëàâíîãî ãèïåð-

áëîêà.
×åðåç Πn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ Π-ðàçáèåíèé ðàçìåðíîñòè n.
Áóëåâó ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíîé, åñëè îíà òîæäåñòâåí-

íî ðàâíà êîíñòàíòå, è � íåòðèâèàëüíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëàãàåì, ÷òî ïåðåìåííûå ðàññìàòðèâàåìûõ áó-

ëåâûõ ôóíêöèé ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {x1, x2, x3, . . . }.
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Î÷åâèäíî äëÿ ëþáîé çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåííûõ íåòðèâèàëüíîé áó-
ëåâîé ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f−1(0)× f−1(1) ∈ RECn. Ïðÿ-
ìîóãîëüíèê f−1(0)× f−1(1) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì
ôóíêöèè f .
Î÷åâèäíî êëàññ ðåàëèçóþùèõ ëèíåéíóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìèíèìàëü-

íûõ ôîðìóë íå çàâèñèò îò ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ è îò ïîðÿäêà ñëåäî-
âàíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè. Ïîýòîìó ïðè îïèñàíèè ýòîãî
êëàññà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò
íàáîðà ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.
Ëèíåéíîé áóëåâîé ôóíêöèåé ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ I ⊆ {1, . . . , n},

I ̸= ∅, è ïîêàçàòåëåì δ ∈ {0, 1} íàçîâ¼ì ôóíêöèþ

f δ
I (x1, . . . , xn) =

⊕
i∈I

xi ⊕ δ ⊕ 1.

Áóëåâó ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ëèíåéíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç ôóíêöèé f δ

I .

×åðåç Φδ
I îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûé ïðÿìîóãîëüíèê ôóíêöèè f δ

I . È ïóñòü

Nδ
I = {α ∈ Bn |

⊕
i∈I αi = δ}.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ I ⊆ {1, . . . , n}, I ̸= ∅, è δ ∈ {0, 1} èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî Φδ

I = Nδ⊕1
I ×Nδ

I .
Ïðÿìîóãîëüíèê L ∈ RECn íàçîâ¼ì ëèíåéíûì ìíîæåñòâîì èëè (èñ-

ïîëüçóÿ æàðãîí) ëèíåéíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k,
1 ≤ k ≤ n, è òàêèå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J = I1, . . . , Ik è∆ = δ1, . . . , δk,
÷òî {1,. . . ,n}⊇ I1 ⊃ I2, . . . ,⊃ Ik ⊃ ∅, δ1, . . . , δk ∈ {0, 1} è âûïîëíåíî ðà-

âåíñòâî L = Φδ1
I1

∩ · · · ∩ Φδk
Ik
. Ïðè ýòîì ÷èñëî k áóäåì íàçûâàòü ìîù-

íîñòíûì ðàíãîì ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L; J � åãî íèæíåé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ; ∆ � åãî âåðõíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, Ik � ìíîæåñòâîì åãî îáðàçóþùèõ, δk � åãî ïîêà-
çàòåëåì.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü (èñïîëüçóÿ ïðîñòåéøèå ñîîáðàæåíèÿ èç îáëàñòè

ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé), ÷òî äëÿ ëþáûõ âûøåóêàçàííûõ

k, J è ∆ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Φδ1
I1
∩· · ·∩Φδk

Ik
∈ RECn è äëÿ ëþáîãî ëè-

íåéíîãî ìíîæåñòâà L ∈ RECn åãî ìîùíîñòíîé ðàíã è íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ p è k, 1 ≤ p ≤ k, è ëþáîãî íàáîðà ìíîæåñòâ

I1, . . . , Ik ⊆ {1, . . . , n} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I1, . . . , Ip áóäåì íàçûâàòü íà-
÷àëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè I1, . . . , Ik; òî÷íî òàêæå äëÿ ëþáîãî íàáîðà
÷èñåë δ1, . . . , δk ∈ {0, 1} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δ1, . . . , δp áóäåì íàçûâàòü
íà÷àëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δ1, . . . , δk.
Ëèíåéíîå ìíîæåñòâîM ∈ RECn íàçîâ¼ì ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîä-

ìíîæåñòâîì ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L ∈ RECn, åñëè íèæíÿÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì íèæíåé õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M , è âåðõíÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü L ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì âåðõíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè M .



Î ÑÒÐÎÅÍÈÈ ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÕ Π-ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ 1505

Ëèíåéíîå ìíîæåñòâî íàçîâ¼ì ýëåìåíòàðíûì, åñëè ìîùíîñòü ìíîæå-
ñòâà åãî îáðàçóþùèõ ðàâíà 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâ¼ì åãî íåýëå-
ìåíòàðíûì.
Ñîáñòâåííîå ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L ∈ RECn

íàçîâ¼ì ýëåìåíòàðíûì, åëè îíî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ëèíåéíûì ìíî-
æåñòâîì.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L = A × S ñ

ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ I è ëþáîãî X ⊂ I ïàðà ìíîæåñòâ S0 = S ∩N0
X

è S1 = S ∩ N1
X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçáèåíèå ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû

S ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. È ñóùåñòâóåò åù¼ òîëüêî îäíî ïîäìíîæåñòâî
Y = I \X ìíîæåñòâà I, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî {S0, S1} =
{S ∩ N0

Y , S ∩ N1
Y }. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {X,Y } ìíîæåñòâà I

äâå ïàðû ïðÿìîóãîëüíèêîâ

{A× (S ∩N0
X), A× (S ∩N1

X)} è {A× (S ∩N0
Y ), A× (S ∩N1

Y )}

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí è òîò æå ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç ïðÿìîóãîëü-
íèêà L = A×S. Ýòîò ðàçðåç íàçîâ¼ì ëèíåéíûì ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðå-
çîì ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L, à ðàçáèåíèå {X,Y } ìíîæåñòâà I � åãî
õàðàêòåðèñòèêîé.
È òî÷íî òàêæå äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {X,Y } ìíîæåñòâà I äâå ïàðû

ïðÿìîóãîëüíèêîâ

{(A ∩N0
X)× S, (A ∩N1

X)× S} è {(A ∩N0
Y )× S, (A ∩N1

Y )× S}

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí è òîò æå âåðòèêàëüíûé ðàçðåç ïðÿìîóãîëüíè-
êà L = A × S. Ýòîò ðàçðåç íàçîâ¼ì ëèíåéíûì âåðòèêàëüíûì ðàçðåçîì
ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L, à ðàçáèåíèå {X,Y } � åãî õàðàêòåðèñòè-
êîé.
Î÷åâèäíî õàðàêòåðèñòèêè ëþáîãî ëèíåéíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçðå-

çà è ëþáîãî ëèíåéíîãî âåðòèêàëüíîãî ðàçðåçà ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.
Äâîéíûì ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn íàçîâ¼ì òàêóþ ÷åòâ¼ð-

êó ïðÿìîóãîëüíèêîâ C = {C1, C2, C3, C4} ⊆ REC(P ), ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçðåçà A = {A1, A2} è íåêîòîðîãî âåðòèêàëüíî-
ãî ðàçðåçà B = {B1, B2} ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
C = {A1∩B1, A1∩B2, A2∩B1, A2∩B2}. Âõîäÿùèå â ýòó ÷åòâ¼ðêó ïðÿìî-
óãîëüíèêè íàçîâ¼ì êîìïîíåíòàìè äâîéíîãî ðàçðåçà C. Ðàçðåçû A è B
áóäåì íàçûâàòü ðàçðåçàìè, ïîðîæäàþùèìè äâîéíîé ðàçðåç C; à äâîéíîé
ðàçðåç C � ïîðîæä¼ííûì ðàçðåçàìè A è B.
Î÷åâèäíî äëÿ ëþáîãî äâîéíîãî ðàçðåçà C ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîðîæäàþùèé C ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç A è
åäèíñòâåííûé ïîðîæäàþùèé C âåðòèêàëüíûé ðàçðåç B ýòîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà.
Ìàòðèöó (

A1 ∩B1 A2 ∩B1

A1 ∩B2 A2 ∩B2

)
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íàçîâ¼ì ìàòðèöåé äâîéíîãî ðàçðåçà C ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn, ïî-
ðîæä¼ííîãî ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçîì A = {A1, A2} è âåðòèêàëüíûì
ðàçðåçîì B = {B1, B2} ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
Äðóãèìè ñëîâàìè ìàòðèöåé äâîéíîãî ðàçðåçà íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñî-

ñòàâëåííàÿ èç êîìïîíåíò ýòîãî ðàçðåçà ìàòðèöà ðàçìåðà 2×2, ÷òî ëþáûå
äâà ðàçëè÷íûå å¼ ýëåìåíòà òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëü-
íî ñîñåäíèìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè, êîãäà îíè íàõîäÿòñÿ â îäíîé ñòðîêå, è
ëþáûå äâà ðàçëè÷íûå å¼ ýëåìåíòà òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿþòñÿ âåð-
òèêàëüíî ñîñåäíèìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè, êîãäà îíè íàõîäÿòñÿ â îäíîì
ñòîëáöå.
Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà äâîéíîãî ðàçðåçà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ (â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà å¼
ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðèâîäèò ê ìàòðèöå, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé
òîãî æå äâîéíîãî ðàçðåçà).
Äâîéíîé ðàçðåç ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L íàçîâ¼ì ëèíåéíûì äâîé-

íûì ðàçðåçîì ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè ïîðîæäàþùèå åãî ãîðèçîí-
òàëüíûé è âåðòèêàëüíûé ðàçðåçû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è èìåþò îäíó
è òó æå õàðàêòåðèñòèêó. Õàðàêòåðèñòèêîé ëèíåéíîãî äâîéíîãî ðàçðåçà
ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L íàçîâ¼ì îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîðîæäà-
þùèõ åãî ëèíåéíûõ ðàçðåçîâ.
Î÷åâèäíî õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ëèíåéíîãî äâîéíîãî ðàçðåçà ëþáîãî

ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.
Äâîéíûì ðàçðåçîì ãèïåðáëîêà P ∈ H(U) Π-ðàçáèåíèÿ U íàçîâ¼ì òà-

êîé äâîéíîé ðàçðåç ïðÿìîóãîëüíèêà P , ÷òî âñå åãî êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ
ãèïåðáëîêàìè U .
Ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ðàçðåçîì Π-ðàçáèåíèÿ U áóäåì íà-

çûâàòü ëþáîé ãîðèçîíòàëüíûé (âåðòèêàëüíûé) ðàçðåç ãëàâíîãî ãèïåð-

áëîêà Û ýòîãî ðàçáèåíèÿ.
Äâîéíûì ðàçðåçîì Π-ðàçáèåíèÿ U áóäåì íàçûâàòü ëþáîé äâîéíîé ðàç-

ðåç ãëàâíîãî ãèïåðáëîêà Û ýòîãî ðàçáèåíèÿ.
Ãîðèçîíòàëüíûé (âåðòèêàëüíûé) ðàçðåçΠ-ðàçáèåíèÿ U ëèíåéíîãî ìíî-

æåñòâà L íàçîâ¼ì ëèíåéíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ãîðèçîíòàëü-

íûì (ëèíåéíûì âåðòèêàëüíûì) ðàçðåçîì ãëàâíîãî ãèïåðáëîêà Û = L
ýòîãî ðàçáèåíèÿ.
Äâîéíîé ðàçðåç Π-ðàçáèåíèÿ U ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L íàçîâ¼ì ëè-

íåéíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì äâîéíûì ðàçðåçîì ãëàâíîãî ãèïåð-

áëîêà Û = L ýòîãî ðàçáèåíèÿ.
Π-ðàçáèåíèå íàçîâ¼ì ñîâåðøåííûì, åñëè êàæäûé åãî áëîê ÿâëÿåòñÿ

öåíòðèðîâàííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì.
Π-ðàçáèåíèå ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà íàçîâ¼ì ëèíåéíûì, åñëè êàæäûé

åãî áëîê ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì
ýòîãî ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà.
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Äëÿ ëþáîãî íåýëåìåíòàðíîãî ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L ∈ RECn ñ
ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ I è ëþáûõ X ⊂ I, X ̸= ∅, è δ ∈ {0, 1}, ñîáñòâåí-
íîå ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî L ∩ Φδ

X ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L îáîçíà÷èì

÷åðåç Lδ
X .

Ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2 ∈ RECn íàçîâ¼ì ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëü-
íî) ñìåæíûìè, åñëè âåðòèêàëüíûå (ãîðèçîíòàëüíûå) èõ ñòîðîíû èìåþò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ãèïåðáëîêà P,K ∈ H(U) Π-ðàçáèåíèÿ U ÿâ-

ëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè ëèáî îíè ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñî-
ñåäíèìè è ëþáûå äâà áëîêà Q ⊆ P è T ⊆ K ýòîãî ðàçáèåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ãîðèçîíòàëüíî ñìåæíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè; ëèáî îíè ÿâëÿþòñÿ âåðòè-
êàëüíî ñîñåäíèìè è ëþáûå äâà áëîêà Q ⊆ P è T ⊆ K ýòîãî ðàçáèåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíî ñìåæíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè.
Äâîéíîé ðàçðåç ãèïåðáëîêà Π-ðàçáèåíèÿ U íàçîâ¼ì ïðîñòûì, åñëè

ëþáûå äâå ñîñåäíèå êîìïîíåíòû ýòîãî ðàçðåçà ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðî-
ñòûìè ãèïåðáëîêàìè U .
Ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì öåëîì ïîëîæèòåëüíîì n ëþáîå ñîâåðøåííîå
Π-ðàçáèåíèå ëþáîãî íåýëåìåíòàðíîãî ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L ∈ RECn

èìååò åäèíñòâåííûé äâîéíîé ðàçðåç. Ýòîò ðàçðåç ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.
Åñëè ìíîæåñòâî I ⊆ {1, . . . , n} è ÷èñëî δ ∈ {0, 1} ÿâëÿþòñÿ ìíî-
æåñòâîì îáðàçóþùèõ è ïîêàçàòåëåì L ñîîòâåòñòâåííî, à ðàçáèåíèå
{X,Y } ìíîæåñòâà I � õàðàêòåðèñòèêîé ýòîãî ëèíåéíîãî äâîéíîãî ðàç-
ðåçà, òî ìàòðèöà (

L0
X Lδ⊕1

Y
Lδ
Y L1

X

)
(1)

ÿâëÿåòñÿ åãî ìàòðèöåé.

Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáîì öåëîì ïîëîæèòåëüíîì n ëþáîå Π-ðàçáèåíèå
ëþáîãî ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L ∈ RECn òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿ-
åòñÿ ñîâåðøåííûì, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

Òåîðåìà 3. Ïðè ëþáîì öåëîì ïîëîæèòåëüíîì n äâîéíîé ðàçðåç ëþáîãî
ñîâåðøåííîãî Π-ðàçáèåíèÿ ëþáîãî íåýëåìåíòàðíîãî ëèíåéíîãî ìíîæå-
ñòâà L ∈ RECn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

×òîáû íå ïåðåãðóæàòü èçëîæåíèå, îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òåî-
ðåìû â ÷àñòíîì ñëó÷àå L = Φ1

I = N0
I × N1

I , |I| > 1, (ò. å. â ñëó÷àå íåýëå-
ìåíòàðíîãî ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà ñ ìîùíîñòíûì ðàíãîì 1 è ïîêàçàòåëåì
1). Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî îòëè÷àåòñÿ ëèøü áîëüøåé ãðîìîçä-
êîñòüþ, íî îïèðàåòñÿ íà òå æå ñàìûå èäåè è ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíîå ñîâåðøåííîå Π-ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà L.



1508 Ê.Ë. ÐÛ×ÊÎÂ

Ëåììà 1. Ïðè ëþáîì I ⊆ {1, . . . , n}, I ̸= ∅, ëþáîé ëèíåéíûé ïðÿìî-
óãîëüíèê K ∈ RECn ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ I èìååò ðîâíî |I| ð¼-
áåðíûõ äèàãîíàëåé ïî îäíîé äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i ∈ I. Îíè ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ è ñîäåðæàò âñå ïðèíàäëåæàùèå K ð¼áðà êóáà Bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 1 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ
ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ I. □

Ëåììà 2. Ëþáîé öåíòðèðîâàííûé ïðÿìîóãîëüíèê P ∈ RECn èìååò
åäèíñòâåííóþ ð¼áåðíóþ äèàãîíàëü. Îíà ñîäåðæèò âñå ïðèíàäëåæàùèå
P ð¼áðà êóáà Bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ öåíòðèðîâàííûé ïðÿìîóãîëüíèê P
èìååò òàêóþ ð¼áåðíóþ äèàãîíàëü D, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ i, δ âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå D ⊆ Rδ

i . Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìíî-
æåñòâî Rδ

i ÿâëÿåòñÿ ð¼áåðíîé äèàãîíàëüþ ïðÿìîóãîëüíèêà Xδ
i . Ïîýòîìó

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå P ⊆ Xδ
i . Êðîìå òîãî î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî Xδ
i = Nδ⊕1

{i} × Nδ
{i} = Φδ

{i}. Ïî ëåììå 1 ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê

Φδ
{i} = Xδ

i èìååò åäèíñòâåííóþ ð¼áåðíóþ äèàãîíàëü è íå ñîäåðæèò íè

êàêèõ äðóãèõ ð¼áåð êðîìå ð¼áåð ýòîé äèàãîíàëè. Ñëåäîâàòåëüíî òî æå
ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ P . □

Ëåììà 3. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ {1, . . . , n} è γ ∈ Bn öåíòðèðîâàííûé
ïðÿìîóãîëüíèê P ∈ RECn ñîäåðæèò ðåáðî (γ, γ + ei), òî ñïðàâåäëèâî

âêëþ÷åíèå P ⊆ Xγi⊕1
i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ðåáðî (γ, γ + ei) ïðèíàäëåæèò ìíî-

æåñòâó Rγi⊕1
i . À ïî ëåììå 2 îíî ïðèíàäëåæèò åäèíñòâåííîé ð¼áåðíîé

äèàãîíàëè D ïðÿìîóãîëüíèêà P . Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷å-
íèå D ⊆ Rγi⊕1

i à, çíà÷èò, è âêëþ÷åíèå P ⊆ Xγi⊕1
i . □

Ëåììà 4. Ãëàâíûé ãèïåðáëîê Û ñîâåðøåííîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ïðÿìî-
óãîëüíèêà L ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ãëàâíûé ãèïåðáëîê Û = L
íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì, ò. å. îí ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì. Òîãäà ïî îïðå-
äåëåíèþ äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ {1, . . . , n} è δ ∈ {0, 1} âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
Û ⊆ Xδ

i . Èç ðàâåíñòâ Û = N0
I ×N1

I è Xδ
i = Nδ⊕1

{i} ×Nδ
{i} ñëåäóåò |Û | = |Xδ

i |.
Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Û = Xδ

i . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî

ïî ëåììå 1 ëèíåéíûå ïðÿìîóãîëüíèêè N0
I ×N1

I = Φ1
I è Nδ⊕1

{i} ×Nδ
{i} = Φδ

{i}
èìåþò ñîîòâåòñòâåííî |I| > 1 è |{i}| = 1 ð¼áåðíûõ äèàãîíàëåé. □

Ëåììà 5. Ëþáîé ãîðèçîíòàëüíûé è ëþáîé âåðòèêàëüíûé ðàçðåç ñîâåð-
øåííîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà L ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçðåçà (ñëó÷àé âåð-
òèêàëüíîãî ðàçðåçà ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü C = {C0, C1}
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ýòî ïðîèçâîëüíûé ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç Π-ðàçáèåíèÿ U (ò. å. ãîðèçîí-

òàëüíûé ðàçðåç ãëàâíîãî åãî ãèïåðáëîêà Û = N0
I ×N1

I).
×åðåç S0 è S1 îáîçíà÷èì ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû êîìïîíåíò ñîîòâåò-

ñòâåííî C0 è C1 ðàçðåçà C. Òîãäà î÷åâèäíî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

C0 = N0
I × S0, C1 = N0

I × S1, S0 ∩ S1 = ∅, S0 ∪ S1 = N1
I .

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ {X,Y } ìíîæåñòâà I ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà

S0 = N1
I ∩N0

X è S1 = N1
I ∩N1

X . (2)

Ýòî ïî îïðåäåëåíèþ è îçíà÷àåò, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ãîðèçîíòàëü-

íûì ðàçðåçîì ãèïåðáëîêà Û à, çíà÷èò, è Π-ðàçáèåíèÿ U .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî J ⊆ {1, . . . , n}, J ̸= ∅, ìíîæåñòâî

BJ = {α ∈ Bn | ∀i ∈ {1, . . . , n} \ J αi = 0}
íàçîâ¼ì ïîäêóáîì êóáà Bn ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ J .
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α ∈ Bn, è A,G ⊆ Bn ÷åðåç α + A, A + α è A + G

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà

α+A = A+ α = {α+ β | β ∈ A} è A+G = {α+ β | α ∈ A, β ∈ G}.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî γ ∈ N0
I ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå

{X,Y } ìíîæåñòâà I, ÷òî ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

γ + (N1
Y ∩ BY ) ⊆ S0 è γ + (N1

X ∩ BX) ⊆ S1. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò,÷òî êàæäàÿ ñòðîêà ïðÿìîóãîëü-
íèêà L = N0

I × N1
I ñîäåðæèò ðîâíî |I| ð¼áåð êóáà Bn. È áîëåå òîãî äëÿ

êàæäîãî i ∈ I ñðåäè ýòèõ ð¼áåð èìååòñÿ ðîâíî îäíî ðåáðî íàïðàâëåíèÿ
i ∈ I. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ ∈ N0

I ñòðîêà ñ èíäåêñîì γ ñîäåð-
æèò |I| ð¼áåð (γ, γ + ei), i ∈ I. Â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó γ
ðàçáèåíèÿ {X,Y } ìíîæåñòâà I ðàññìîòðèì ïàðó ìíîæåñòâ

X = {i ∈ I | (γ, γ + ei) ∈ C1} è Y = {i ∈ I | (γ, γ + ei) ∈ C0}.
Äðóãèìè ñëîâàìèX ýòî ìíîæåñòâî íîìåðîâ íàïðàâëåíèé òåõ ð¼áåð ñòðî-
êè γ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êîìïîíåíòå C1, à Y � êîìïîíåíòå C0 ðàçðåçà
C. Òîãäà

Eγ(X) = {(γ, γ + ei) | i ∈ X} è Eγ(Y ) = {(γ, γ + ei) | i ∈ Y }
åñòü ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî ëåæàùèõ â C1 è ìíîæåñòâî ëåæàùèõ â
C0 ð¼áåð ñòðîêè γ.
Â ñèëó ëåììû 2 ëþáîé èìåþùèé íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñî ñòðîêîé γ

áëîê ñîâåðøåííîãî Π-ðàçáèåíèå U ñîäåðæèò ðîâíî îäíî ðåáðî èç ýòîé
ñòðîêè. Ïîýòîìó ñòðîêà γ ïåðåñåêàåò ðîâíî |I| áëîêîâ U . Êðîìå òîãî
î÷åâèäíî îáúåäèíåíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîí áëîêîâ, ñîäåðæàùèõ ð¼á-
ðà èç Eγ(X), ðàâíî S1. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî α ∈ S1 ñóùåñòâóåò
òàêîå i ∈ X, ÷òî ñòîëáåö ñ èíäåêñîì α ïðÿìîóãîëüíèêà L ïåðåñåêàåò ñî-
äåðæàùèé ðåáðî (γ, γ+ei) áëîê ðàçáèåíèÿ U . Â ñèëó ëåììû 3 ýòîò áëîê
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âêëþ÷àåòñÿ â Xγi⊕1
i è, çíà÷èò, αi = γi ⊕ 1. Òàêèì îáðàçîì äëÿ ëþáîãî

α ∈ S1 ñóùåñòâóåò òàêîå i ∈ X, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî αi = γi ⊕ 1.
Ïîýòîìó â ñèëó ðàâåíñòâ S0 ∩ S1 = ∅ è S0 ∪ S1 = N1

I ñïðàâåäëèâî âêëþ-
÷åíèå

{α ∈ N1
I | ∀i ∈ X αi = γi} ⊆ S0.

Êðîìå òîãî èç îïðåäåëåíèÿ ïîäêóáà BY è èç òîãî, ÷òî ïàðà {X,Y } ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà I, ñëåäóåò ðàâåíñòâî

γ + (N1
Y ∩ BY ) = {α ∈ N1

I | ∀i ∈ X αi = γi}.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå γ + (N1
Y ∩ BY ) ⊆ S0, ò. å. ñïðàâåäëèâî

ïåðâîå èç âêëþ÷åíèé (3).
Òî÷íî òàêæå îáúåäèíåíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîí áëîêîâ, ñîäåðæà-

ùèõ ð¼áðà èç Eγ(Y ), ðàâíî S0. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî β ∈ S0 ñóùå-
ñòâóåò òàêîå j ∈ Y , ÷òî βj = γj ⊕ 1. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

γ + (N1
X ∩ BX) = {β ∈ N1

I | ∀i ∈ Y βi = γi} ⊆ S1,

ò. å. ñïðàâåäëèâî âòîðîå èç âêëþ÷åíèé (3). □

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà γ ∈ N0
I è íåêîòîðîãî

ðàçáèåíèÿ (X,Y ) ìíîæåñòâà I ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ (3), òî è ïðè
âñåõ α ∈ (N0

X∩BX) è β ∈ (N0
Y ∩BY ) äëÿ íàáîðîâ γ+α è γ+β ñïðàâåäëèâû

âêëþ÷åíèÿ

(γ + α) + (N1
Y ∩ BY ) ⊆ S0 è (γ + β) + (N1

X ∩ BX) ⊆ S1. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ íàáîðà γ ∈ N0
I è ðàçáèåíèÿ {X,Y } ìíîæå-

ñòâà I ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ (3).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ∈ (N0

X ∩BX) äîêàæåì ïåðâîå èç âêëþ÷åíèé (4).
Èç î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ (N0

X ∩ BX) ⊆ N0
I ñëåäóåò α ∈ N0

I . Çíà÷èò,
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (γ + α) ∈ N0

I . Ñëåäîâàòåëüíî ïî ïðåäëîæåíèþ
1 ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå {X ′, Y ′} ìíîæåñòâà I, ÷òî ñïðàâåäëèâû
âêëþ÷åíèÿ

(γ + α) + (N1
Y ′ ∩ BY ′) ⊆ S0 è (γ + α) + (N1

X′ ∩ BX′) ⊆ S1. (5)

Ïîýòîìó, ÷òîáû äîêàçàòü ïåðâîå èç âêëþ÷åíèé (4), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ðàâåíñòâî X ′ = X (î÷åâèäíî èç X ′ = X ñëåäóåò Y ′ = Y ).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: X ′ ̸= X. Òîãäà âîçìîæåí îäèí èç ñëåäóþ-

ùèõ äâóõ ñëó÷àåâ: X ⊂ X ′ èëè Y ′ ∩X ̸= ∅.
Â ïåðâîì ñëó÷àå î÷åâèäíî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî X ′ ∩ Y ̸= ∅. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî i ∈ X ′ ∩ Y èç i ∈ Y ñëåäóåò ei ∈ N1
Y ∩ BY . Îòñþäà è èç

ïåðâîãî èç âêëþ÷åíèé (3) ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ

γ + ei ∈ γ + (N1
Y ∩ BY ) ⊆ S0.

Êðîìå òîãî èç X ⊂ X ′ ñëåäóåò (N0
X ∩ BX) ⊆ (N0

X′ ∩ BX′). Ïîýòîìó
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå α ∈ (N0

X′ ∩ BX′). Çíà÷èò, äëÿ âûøåóêàçàííîãî
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i ∈ X ′ ∩ Y èç i ∈ X ′ ñëåäóåò (α+ ei) ∈ (N1
X′ ∩BX′). Îòñþäà è èç âòîðîãî

èç âêëþ÷åíèé (5) ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ

γ + ei = (γ + α) + (α+ ei) ∈ (γ + α) + (N1
X′ ∩ BX′) ⊆ S1.

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó S0 ∩ S1 = ∅.
Âî âòîðîì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ∈ Y ′ ∩X èç âêëþ÷åíèÿ i ∈ Y ′

ñëåäóåò ei ∈ N1
Y ′ ∩ BY ′ . Îòñþäà è èç ïåðâîãî èç âêëþ÷åíèé (5) ñëåäóþò

âêëþ÷åíèÿ

(γ + α) + ei ∈ (γ + α) + (N1
Y ′ ∩ BY ′) ⊆ S0.

Êðîìå òîãî èç âêëþ÷åíèé i ∈ X è α ∈ (N0
X∩BX) ñëåäóåò α+ei ∈ N1

X∩BX .
Îòñþäà è èç âòîðîãî èç âêëþ÷åíèé (3) ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ

(γ + α) + ei = γ + (α+ ei) ∈ γ + (N1
X ∩ BX) ⊆ S1.

Ýòî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó S0 ∩ S1 = ∅.
Ñëåäîâàòåëüíî íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî X ′ = X. Ïåðâîå èç âêëþ÷åíèé (4) äîêàçàíî.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî β ∈ (N0

Y ∩BY ) âòîðîå èç âêëþ÷åíèé (4) äîêàçûâà-
åòñÿ àíàëîãè÷íî. □

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {X,Y } ìíîæåñòâà I ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà

N1
I ∩N0

X =
⋃

α∈N0
X∩BX

(α+ (N1
Y ∩ BY )),

N1
I ∩N1

X =
⋃

β∈N0
Y ∩BY

(β + (N1
X ∩ BX)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì î÷åâèäíûõ ðà-
âåíñòâ

N1
I ∩N0

X = N0
X ∩N1

Y = (N0
X ∩BX)+(N1

Y ∩BY ) =
⋃

α∈N0
X∩BX

(α+(N1
Y ∩BY )),

N1
I ∩N1

X = N1
X ∩N0

Y = (N1
X ∩BX)+(N0

Y ∩BY ) =
⋃

β∈N0
Y ∩BY

((N1
X ∩BX)+β).

□

Ëåììà 5 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèé 1, 2, 3. Äåéñòâè-
òåëüíî ïî ïðåäëîæåíèþ 1 äëÿ γ = (0, . . . , 0) ∈ N0

I ñóùåñòâóåò òàêîå ðàç-
áèåíèå {X,Y } ìíîæåñòâà I, ÷òî ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

γ + (N1
Y ∩ BY ) ⊆ S0 è γ + (N1

X ∩ BX) ⊆ S1.

Ñëåäîâàòåëüíî â ñèëó ïðåäëîæåíèé 3 è 2 èìååì

N1
I ∩N0

X =
⋃

α∈N0
X∩BX

(α+(N1
Y ∩BY )) =

⋃
α∈N0

X∩BX

((γ+α)+(N1
Y ∩BY )) ⊆ S0,
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N1
I ∩N1

X =
⋃

β∈N0
Y ∩BY

(β+(N1
X ∩BX)) =

⋃
β∈N0

Y ∩BY

((γ+β)+(N1
X ∩BX)) ⊆ S1.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ N1
I ∩ N0

X ⊆ S0 è N1
I ∩ N1

X ⊆ S1. Î÷å-
âèäíî ýòè âêëþ÷åíèÿ ðàâíîñèëüíû ðàâåíñòâàì (2). □

Ëåììà 6. Åñëè ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç ñîâåðøåííîãî Π-
ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà L, òî îí ÿâëÿåò åäèíñòâåííû åãî ãîðè-
çîíòàëüíûì ðàçðåçîì. È åñëè ñóùåñòâóåò âåðòèêàëüíûé ðàçðåç ýòîãî
ðàçáèåíèÿ, òî îí ÿâëÿåò åäèíñòâåííû åãî âåðòèêàëüíûì ðàçðåçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçðåçà (ñëó÷àé
âåðòèêàëüíîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ðàçðåçà {C0, C1} è {T0, T1}
ñîâåðøåííîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà L. Òîãäà ïî ëåììå 5 îáà
îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è, çíà÷èò, |C0| = |C1| è |T0| = |T1|. Ïîýòî-
ìó î÷åâèäíî C0 ∩ T0 ̸= ∅ è ïàðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ K0 = C0 ∩ T0 è
K1 = T1 ∪ (C0 \ (C0 ∩ T0)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç
Π-ðàçáèåíèÿ U . Ïî ëåììå 5 ýòîò ðàçðåç ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Íî ýòî ïðî-
òèâîðå÷èò î÷åâèäíîìó íåðàâåíñòâó |K0| < |K1|. Ñëåäîâàòåëüíî íàøå
ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è, çíà÷èò, Π-ðàçáèåíèÿ U ìîæåò èìåòü íå áîëü-
øå îäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçðåçà. □

Ëåììà 7. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ {X,Y } ìíîæåñòâà îáðàçó-
þùèõ I ïðÿìîóãîëüíèêà L ñîâåðøåííîå Π-ðàçáèåíèÿ U ýòîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà èìååò ëèíåéíûé ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç ñ õàðàêòåðèñòèêîé
{X,Y }, òî îíî òàêæå èìååò è ëèíåéíûé âåðòèêàëüíûé ðàçðåç ñ òîé
æå õàðàêòåðèñòèêîé. Ïðè δ = 1 ìàòðèöà (1) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïî-
ðîæä¼ííîãî ýòèìè äâóìÿ ðàçðåçàìè äâîéíîãî ðàçðåçà Π-ðàçáèåíèÿ U .

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç C = {C0, C1} îáîçíà÷èì ëèíåéíûé ãîðèçîíòàëü-
íûé ðàçðåç ñ õàðàêòåðèñòèêîé {X,Y } ñîâåðøåííîãî Π-ðàçáèåíèÿ U . Ïî
îïðåäåëåíèþ C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçîì ñ õàðàê-

òåðèñòèêîé {X,Y } ãëàâíîãî ãèïåðáëîêà Û = N0
I × N1

I ýòîãî ðàçáèåíèÿ.
×åðåç T = {T0, T1} îáîçíà÷èì ëèíåéíûé âåðòèêàëüíûé ðàçðåç ñ òîé æå
õàðàêòåðèñòèêîé ïðÿìîóãîëüíèêà L = N0

I ×N1
I . ×åðåç W îáîçíà÷èì ïî-

ðîæä¼ííûé ðàçðåçàìè C è T äâîéíîé ðàçðåç ïðÿìîóãîëüíèêà L. Òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ è â ñèëó î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ

N1
I ∩N0

X = N1
I ∩N1

Y , N1
I ∩N1

X = N1
I ∩N0

Y ,

N0
I ∩N1

X = N0
I ∩N1

Y , N0
I ∩N0

X = N0
I ∩N0

Y

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

C0 = N0
I×(N1

I∩N0
X) = N0

I×(N1
I∩N1

Y ), C1 = N0
I×(N1

I∩N1
X) = N0

I×(N1
I∩N0

Y ),

T0 = (N0
I∩N1

X)×N1
I = (N0

I∩N1
Y )×N1

I , T1 = (N0
I∩N0

X)×N1
I = (N0

I∩N0
Y )×N1

I .
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Ïîýòîìó äëÿ ìàòðèöû äâîéíîãî ðàçðåçà W ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà(
C0 ∩ T0 C1 ∩ T0

C0 ∩ T1 C1 ∩ T1

)
=(

(N0
I ∩N1

X)× (N1
I ∩N0

X) (N0
I ∩N1

Y )× (N1
I ∩N0

Y )
(N0

I ∩N0
Y )× (N1

I ∩N1
Y ) (N0

I ∩N0
X)× (N1

I ∩N1
X)

)
=(

(N0
I ×N1

I) ∩ (N1
X ×N0

X) (N0
I ×N1

I) ∩ (N1
Y ×N0

Y )
(N0

I ×N1
I) ∩ (N0

Y ×N1
Y ) (N0

I ×N1
I) ∩ (N0

X ×N1
X)

)
=(

L ∩ Φ0
X L ∩ Φ0

Y
L ∩ Φ1

Y L ∩ Φ1
X

)
=

(
L0
X L0

Y
L1
Y L1

X

)
.

Ò. å. ïðè δ = 1 ìàòðèöà (1) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé äâîéíîãî ðàçðåçà W .
Ïîêàæåì, ÷òî âåðòèêàëüíûé ðàçðåç T ïðÿìîóãîëüíèêà L ÿâëÿåòñÿ

âåðòèêàëüíûì ðàçðåçîì Π-ðàçáèåíèÿ U , ò. å. ÷òî ëþáîé áëîê U âêëþ-
÷àåòñÿ ëèáî â T0 ëèáî â T1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî Q ∈ U èç íåðàâåíñòâà Q ∩ T0 ̸= ∅ ñëåäóåò âêëþ÷åíèå
Q ⊆ T0. Äîêàæåì ýòî.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàçðåç C ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçîì Π-

ðàçáèåíèÿ U , ñïðàâåäëèâî îäíî èç âêëþ÷åíèé Q ⊆ C0 èëè Q ⊆ C1. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì Q ⊆ C0. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê
C0 ÿâëÿåòñÿ ñîåäèíåíèåì (îáúåäèíåíèåì) âåðòèêàëüíî ñîñåäíèõ êîìïî-
íåíò L0

X = C0 ∩ T0 è L1
Y = C0 ∩ T1 äâîéíîãî ðàçðåçà W . Êðîìå òîãî èç

íåðàâåíñòâà Q ∩ T0 ̸= ∅ ñëåäóåò Q ∩ L0
X ̸= ∅.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî è Q∩L1
Y ̸= ∅. Òîãäà î÷åâèäíî ïàðà ïðÿìîóãîëüíè-

êîâ Q ∩ L0
X è Q ∩ L1

Y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðòèêàëüíûé ðàçðåç ïðÿìî-
óãîëüíèêà Q. È, çíà÷èò, åäèíñòâåííàÿ ð¼áåðíàÿ äèàãîíàëü D öåíòðèðî-
âàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Q èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå êàê ñ L0

X (ëèíåé-
íûì ïðÿìîóãîëüíèêîì ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ X) òàê è ñ L1

Y (ëèíåé-
íûì ïðÿìîóãîëüíèêîì ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ Y ). Ñëåäîâàòåëüíî ïî
ëåììå 1 äëÿ èíäåêñà k äèàãîíàëè D ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå k ∈ X ∩ Y .
Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïàðà {X,Y } ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíî-
æåñòâà I è ñëåäîâàòåëüíî X ∩ Y = ∅. Ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è, çíà÷èò, Q ∩ L1

Y = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
Q = Q∩L0

X = Q∩ (C0∩T0) = Q∩T0 à, çíà÷èò, è âêëþ÷åíèå Q ⊆ T0. ×òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì âåðòèêàëüíûì

ðàçðåçîì ñ õàðàêòåðèñòèêîé {X,Y } Π-ðàçáèåíèÿ U . Îòñþäà ïî îïðåäå-
ëåíèþ ñëåäóåò, ÷òî è ïîðîæä¼ííûé ðàçðåçàìè C è T äâîéíîé ðàçðåç W
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì äâîéíûì ðàçðåçîì Π-ðàçáèåíèÿ U . □

Ëåììà 8. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ {X,Y } ìíîæåñòâà îáðàçóþ-
ùèõ I ïðÿìîóãîëüíèêà L ñîâåðøåííîå Π-ðàçáèåíèÿ U ýòîãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà èìååò ëèíåéíûé âåðòèêàëüíûé ðàçðåç ñ õàðàêòåðèñòèêîé {X,Y },
òî îíî òàêæå èìååò è ëèíåéíûé ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç ñ òîé æå
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õàðàêòåðèñòèêîé. Ïðè δ = 1 ìàòðèöà (1) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîðîæ-
ä¼ííîãî ýòèìè äâóìÿ ðàçðåçàìè äâîéíîãî ðàçðåçà Π-ðàçáèåíèÿ U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 7. □

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ëåìì 4, 5, 6, 7 è 8. Äåéñòâè-
òåëüíî ïî ëåììå 4 ãëàâíûé ãèïåðáëîê ñîâåðøåííîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîñòàâíûì. Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ îí ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëèìûì. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì, ÷òî îí èìååò ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç C.
Ïî îïðåäåëåíèþ C ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçîì Π-ðàçáèåíèÿ U .
Ïî ëåììå 5 îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ïî ëåììå 7 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
âåðòèêàëüíûé ðàçðåç T ðàçáèåíèÿ U ñ òîé æå õàðàêòåðèñòèêîé ÷òî è C.
Ïî ëåììå 6 ðàçðåç C ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ãîðèçîíòàëüíûì, à ðàçðåç
T � åäèíñòâåííûì âåðòèêàëüíûì ðàçðåçîì Π-ðàçáèåíèÿ U . Ïîýòîìó ïî-
ðîæä¼ííûé èìè äâîéíîé ðàçðåç Π-ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
è ëèíåéíûì. Ïî ëåììå 7 ìàòðèöà (1) ïðè δ = 1 ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ýòîãî
ðàçðåçà.

4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Ïóñòü L ∈ RECn � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê ñ ìíî-
æåñòâîì îáðàçóþùèõ I è ïîêàçàòåëåì δ. È ïóñòü U � ïðîèçâîëüíîå åãî
Π-ðàçáèåíèå.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü: èç ëèíåéíîñòè U ñëåäóåò åãî ñîâåðøåííîñòü.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé áëîê Q ëèíåéíîãî Π-ðàçáèåíèÿ U . Ïî îïðå-
äåëåíèþ Q ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ëèíåéíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì, ò. å.
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà J åãî îáðàçóþùèõ ðàâíà 1. Çíà÷èò, ïî ëåììå 1
îí èìååò åäèíñòâåííóþ ð¼áåðíóþ äèàãîíàëü D. ×åðåç j îáîçíà÷èì åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà J , ÷åðåç σ � ïîêàçàòåëü ïðÿìîóãîëüíèêà Q.
Èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ
J = {i} è ïîêàçàòåëåì σ ñëåäóåò âêëþ÷åíèå Q ⊆ Φσ

{i} = Xσ
i . Î÷åâèäíî

ìíîæåñòâî Rσ
i ÿâëÿåòñÿ ð¼áåðíîé äèàãîíàëüþ ïðÿìîóãîëüíèêà Xσ

i . Ïî
ëåììå 1 ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê Φσ

{i} = Xσ
i èìååò åäèíñòâåííóþ ð¼áåð-

íóþ äèàãîíàëü, è âñå ïðèíàäëåæàùèå åìó ð¼áðà êóáà Bn ïðèíàäëåæàò
ýòîé äèàãîíàëè. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå D ⊆ Rσ

i . Ñëåäîâàòåëü-
íî Q ÿâëÿåòñÿ öåíòðèðîâàííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü: èç ñîâåðøåííîñòè U ñëåäóåò åãî ëèíåéíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâà îáðàçóþ-
ùèõ I ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L.
Ïóñòü |I| = 1. Òîãäà ïî ëåììå 1 ïðÿìîóãîëüíèê L èìååò åäèíñòâåííóþ

ð¼áåðíóþ äèàãîíàëü è íå ñîäåðæèò íè êàêèõ äðóãèõ ð¼áåð êðîìå ð¼áåð
ýòîé äèàãîíàëè. Ýòî î÷åâèäíûì îáðàçîì îçíà÷àåò, ÷òî ñîâåðøåííîå Π-
ðàçáèåíèå U ïðÿìîóãîëüíèêà L ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî áëîêà Q = L.
Êðîìå òîãî ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòàðíûé ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê L
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ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî
U = {L} ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì Π-ðàçáèåíèåì L. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.
Øàã èíäóêöèè îïèðàåòñÿ ïà ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 9. Ëþáîå ñîáñòâåííîå ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî ëþáîãî ñîáñò-
âåííîãî ëèíåéíîãî ïîäìíîæåñòâà ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì ýòîãî ïðÿìîóãîëüíè-
êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèêK ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L. È ïóñòü
ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê Q ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíî-
æåñòâîì ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà K. ×åðåç I, J è F îáîçíà÷èì íèæ-
íèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíèêîâ L, K è Q
ñîîòâåòñòâåííî Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I ÿâëÿåòñÿ íà-
÷àëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü J ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F . Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F . Òî æå ñàìîå êàñàåòñÿ è âåðõíèõ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ L, K è Q. Çíà÷èò, ïî îïðå-
äåëåíèþ ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê Q ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì
ïîäìíîæåñòâîì ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L. □

Ïóñòü m > 1 è äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà L ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ I äîêàçàíî, ÷òî ïðè |I| < m
èç ñîâåðøåííîñòè U ñëåäóåò åãî ëèíåéíîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà è ïðè
|I| = m èç ñîâåðøåííîñòè U ñëåäóåò åãî ëèíåéíîñòü.
Ïóñòü |I| = m. Ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé äâîé-

íîé ðàçðåç ñîâåðøåííîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà L. Îáîçíà÷èì
åãî W . È ïóñòü ðàçáèåíèå {X,Y } ìíîæåñòâà I � õàðàêòåðèñòèêà ðàçðå-
çà W . Òîãäà ïî òåîðåìå 1 ìàòðèöà (1) ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöåé ðàçðåçà W .
Êîìïîíåíòàìè W ÿâëÿþòñÿ å¼ ýëåìåíòû � ïðÿìîóãîëüíèêè L0

X , L
1
X , L

0
Y ,

L1
Y . Î÷åâèäíî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáëîêàìè U , è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ïðÿìîóãîëüíûå ôðàãìåíòû

U0
X = U |L0

X , U1
X = U |L1

X , U0
Y = U |L0

Y , U1
Y = U |L1

Y

ÿâëÿþòñÿ èõ Π-ðàçáèåíèÿìè. Áëîêè ýòèõ Π-ðàçáèåíèé ÿâëÿþòñÿ îäíî-
âðåìåííî áëîêàìè U à, çíà÷èò, � öåíòðèðîâîííûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè.
Ïîýòîìó ýòè Π-ðàçáèåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè. Î÷åâèäíî ñåìåéñòâî
ôðàãìåíòîâ {U0

X , U1
X , U0

Y , U
1
Y } ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà U .

Ïàðà {X,Y } ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà I, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû
ñòðîãèå íåðàâåíñòâà |X| < |I|, |Y | < |I|. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðÿìîóãîëü-
íèêè L0

X , L
1
X , L

0
Y , L

1
Y ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè èç ñîâåðøåííîñòè Π-ðàçáèåíèé U0
X , U

1
X , U

0
Y , U

1
Y ñëåäóåò èõ ëè-

íåéíîñòü. Ïîýòîìó ëþáîé áëîê Π-ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì
ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì îäíîãî èç ýòèõ ëèíåéíûõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ. Êðîìå òîãî ïî îïðåäåëåíèþ ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ
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ñîáñòâåííûìè ëèíåéíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
L. Ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå 9 ëþáîé áëîê Π-ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíûì ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðÿìîóãîëüíèêà L.
Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ U ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì Π-ðàçáèåíèåì L. Íåîáõî-
äèìîñòü äîêàçàíà. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3

Òàêæå êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ L = Φ1

I = N0
I ×N1

I , |I| > 1. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëü-
ñòâî îòëè÷àåòñÿ ëèøü áîëüøåé ãðîìîçäêîñòüþ, è ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷-
íî.
Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíîå ñîâåðøåííîå Π-ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà L.

Ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äâîéíîé ðàçðåç W ýòîãî ðàçáè-
åíèÿ è îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ïóñòü ðàçáèåíèå {X,Y } ìíîæåñòâà I �
åãî õàðàêòåðèñòèêà. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 ïðè δ = 1 ìàòðèöà (1) ÿâëÿþò-
ñÿ ìàòðèöåé ðàçðåçà W . Êîìïîíåíòàìè W ÿâëÿþòñÿ å¼ ýëåìåíòû. Ïî
îïðåäåëåíèþ ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû W òîãäà è òîëüêî òîãäà
ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, êîãäà îíè íàõîäÿòñÿ ëèáî â îäíîé å¼ ñòðîêå ëèáî
â îäíîì å¼ ñòîëáöå. Äîêàæåì, ÷òî íàõîäÿùèåñÿ â ïåðâîì ñòîëáöå âåð-
òèêàëüíî ñîñåäíèå êîìïîíåíòû L0

X è L1
Y ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè

ãèïåðáëîêàìè U (ðàññìîòðåíèå îñòàëüíûõ òð¼õ ïàð ñîñåäíèõ êîìïîíåíò
W ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî). Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äâà ïðîèç-
âîëüíûõ áëîêà Q ⊆ L0

X è P ⊆ L1
Y ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíî

ñìåæíûìè, ò. å. ÷òî èõ ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû SQ è SP èìåþò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå.
Ïîñêîëüêó ïðÿìîóãîëüíèêè L0

X è L1
Y ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáëîêàìè U , ñî-

îòâåòñòâóþùèå èì ïðÿìîóãîëüíûå ôðàãìåíòû U0
X = U |L0

X è U1
Y = U |L1

Y
ÿâëÿåòñÿ èõ ñîâåðøåííûìè Π-ðàçáèåíèÿìè è ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ
Q ∈ U0

X è P ∈ U1
Y . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó L0

X è L1
Y ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-

íûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè, ïî òåîðåìå 2 ïðÿìîóãîëüíèê Q ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì L0

X , è ïðÿìîóãîëüíèê ïðÿìîóãîëü-
íèê P ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì L1

Y . Â ÷àñòíîñòè
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Q è P ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè.
×åðåç J1, . . . , Jq è σ1, . . . , σq îáîçíà÷èì íèæíþþ è âåðõíþþ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíèêà Q; ÷åðåç F1, . . . , Fp è
λ1, . . . , λp � ïðÿìîóãîëüíèêà P . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíåíû ðàâåí-
ñòâà

Q = Φσ1
J1

∩ · · · ∩ Φ
σq

Jq
è P = Φλ1

F1
∩ · · · ∩ Φ

λp

Fp
.

À, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

SQ = Nσ1
J1

∩ · · · ∩N
σq

Jq
è SP = Nλ1

F1
∩ · · · ∩N

λp

Fp
. (6)



Î ÑÒÐÎÅÍÈÈ ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÕ Π-ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ 1517

ÏîñêîëüêóQ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì L0
X , íèæ-

íÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I,X è âåðõíÿÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 0 ïðÿìîóãîëüíèêà L0

X ÿâëÿþòñÿ íà÷à-
ëàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Q. Ïî
àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè I, Y è 1, 1 ÿâëÿþòñÿ íà÷àëàìè
ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé P . Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

J1 = F1 = I, J2 = X, F2 = Y, σ1 = λ1 = 1, σ2 = 0, λ2 = 1.

Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ íèæíèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ëèíåéíûõ ìíîæåñòâ Q è P ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

I ⊃ X ⊃ J3 ⊃ · · · ⊃ Jq ⊃ ∅ è I ⊃ Y ⊃ F3 ⊃ · · · ⊃ Fp ⊃ ∅.

Èç ýòèõ âêëþ÷åíèé è ðàâåíñòâà I \X = Y ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ

I ⊃ (I \ Jq) ⊃ · · · ⊃ (I \ J3) ⊃ Y è

I ⊃ (I \ Jq) ⊃ · · · ⊃ (I \ J3) ⊃ Y ⊃ F3 ⊃ · · · ⊃ Fp ⊃ ∅. (7)

Êðîìå òîãî â ñèëó ðàâåíñòâ (6) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

SQ = N1
I ∩N0

X ∩Nσ1
J3

∩ · · · ∩N
σq

Jq
è SP = N1

I ∩N1
Y ∩Nλ1

F1
∩ · · · ∩N

λp

Fp
. (8)

Ïîýòîìó èç î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ

N1
I ∩N0

X = N1
Y , N1

I ∩Nσ3
J3

= Nσ3⊕1
I\J3 , . . . N1

I ∩N
σq

Jq
= N

σq⊕1
I\Jq

è ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (8) ñëåäóåò

SQ = N1
I ∩N

σq⊕1
I\Jq ∩ · · · ∩Nσ3⊕1

I\J3 ∩N1
Y .

Îòñþäà è èç âòîðîãî èç ðàâåíñòâ (8) ñëåäóåò

SQ ∩ SP = N1
I ∩N

σq⊕1
I\Jq ∩ · · · ∩Nσ3⊕1

I\J3 ∩N1
Y ∩Nλ1

F1
∩ · · · ∩N

λp

Fp
.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî SQ ∩ SP åñòü ìíîæåñòâî âñåõ óäîâëåòâðÿþùèõ ñè-
ñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

⊕
i∈I αi = 1⊕
i∈I\Jq αi = σq ⊕ 1

. . .⊕
i∈Y αi = 1

. . .⊕
i∈Fp

αi = λp

íàáîðîâ α = (α1, . . . , αn) ∈ Bn. Èç âêëþ÷åíèé (7) ñëåäóåò, ÷òî ýòà ñèñòå-
ìà èìååò òðåóãîëüíûé âèä è, çíà÷èò, èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî SQ ∩ SP ̸= ∅. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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