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Abstract: This paper deals with a parabolic partial di�erential
equation that describes the chaotic dynamics of a polymer chain in
water solution. This equation includes a non-linear nonlocal in time
term and the integral of the solution over the space domain that
stands in a denominator. For this reason, a regularized problem
is considered. The regularization prevents vanishing this integral.
The weak solvability of the initial boundary value problem for this
equation is proven.

Keywords: polymer chain, chaotic dynamics, nonlocal parabolic
equation, initial boundary value problem, solvability.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n ≥ 2, ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé
∂Ω. Â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì öèëèíäðå ΩT = Ω×(0, T ), T ∈ (0,∞),
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ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

∂tu−∆u+ φ
(∫ T

0

u(·, t)
Iα(u)(t)

dt
)
u = 0, (1)

Iα(u)(t) = max
{
α,

∫
Ω
u(x, t) dx

}
,

u(x, 0) = u0(x), (2)

u(x, t) = 0 ïðè x ∈ ∂Ω, (3)

ãäå x = (x1, . . . , xn)�ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ â Rn, t ∈ [0, T ]�
ñêàëÿðíàÿ ïåðåìåííàÿ, u : ΩT → R�íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è, φ� òàê íàçûâàåìûé
ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ, óñëîâèÿ íà êîòîðûé áóäóò âûïèñàíû íèæå,
α�ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Ïðè α = 0 äàííàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò äèíàìèêó ïîëèìåðíîé ìîëåêó-

ëû (öåïî÷êè) â âîäíîì ðàñòâîðå (ñì. [1]). Ïîñêîëüêó ïîëèìåðíàÿ öåïî÷-
êà äâèæåòñÿ õàîòè÷íî, äëÿ îïèñàíèÿ å¼ äâèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âåðîÿò-
íîñòíûé ïîäõîä. Ïåðåìåííàÿ t èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà äëèíû äóãè âäîëü
ïîëèìåðíîé öåïî÷êè è ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó çâåíà öåïè. Òî åñòü t = 0
â ïåðâîì çâåíå è T åñòü äëèíà âñåé öåïî÷êè. Ôóíêöèÿ ϱ = u/Iα(u) ïðè
α = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî t-å çâåíî öåïî÷êè íàõîäèòñÿ â òî÷êå x ∈ Ω. Â àðãóìåíòå ïîòåíöèàëà
âçàèìîäåéñòâèÿ φ ñòîèò èíòåãðàë îò ϱ ïî âñåé äëèíå öåïî÷êè, òàê êàê
êàæäîå çâåíî öåïè âçàèìîäåéñòâóåò ñî âñåìè îñòàëüíûìè ÷åðåç îêðó-
æàþùóþ æèäêîñòü. Ïî ñâîåìó ñìûñëó ôóíêöèÿ ϱ äîëæíà áûòü íåîò-
ðèöàòåëüíîé, ïîýòîìó è ðåøåíèå çàäà÷è u íåîáõîäèìî èñêàòü â êëàññå
íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé, à ôóíêöèÿ φ äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà íà
R+ = [0,+∞). Çäåñü âîçíèêàåò ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî îïðåäå-
ëåíèå ôóíêöèè ϱ ìîæåò ïîòåðÿòü ñìûñë ïðè α = 0. Â îáùåì ñëó÷àå
íå óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

∫
Ω u(x, t) dx > 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], ïîýòîìó â

àðãóìåíòå ôóíêöèè φ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü òèïà 0/0. Çà-
ìåòèì, â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè φ ýòó îöåíêó ïîëó÷èòü óäà¼òñÿ
è òàêàÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü íå âîçíèêàåò (ñì. [2]). Â äàííîé ðàáîòå áóäåò
ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñ íåîãðàíè÷åííûì ïîòåíöèàëîì φ, ïîýòîìó áóäåò
ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî α > 0.
Íåñìîòðÿ íà äîâîëüíî ïðîñòîé âèä óðàâíåíèÿ (1), ðåøåíèå êðàåâîé çà-

äà÷è (1)�(3) ñâÿçàíî ñ ïðåîäîëåíèåì íåñêîëüêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñëîæ-
íîñòåé. Íàïðèìåð, â óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò èíòåãðàë îò ðåøåíèÿ ïî
âñåìó èíòåðâàëó (0, T ), íà êîòîðîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à. Åñëè íàçâàòü ïåðå-
ìåííóþ t âðåìåíåì, êàê îáû÷íî ïîñòóïàþò ïðè èññëåäîâàíèè ïàðàáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, òî íàëè÷èå òàêîãî èíòåãðàëà îçíà÷àåò, ÷òî òåêóùåå
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàâèñèò íå òîëüêî îò ïðåäøåñòâóþùèõ ïî âðåìåíè
ñîñòîÿíèé, íî è îò áóäóùèõ. Ýòà ñèòóàöèÿ íåîáû÷íà äëÿ ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ çàäà÷. Êðîìå òîãî, ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ
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ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ÷àñòî ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñíà÷àëà íà ìàëîì ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè, à ïîòîì ïðîäîëæàåòñÿ íà âåñü èíòåðâàë (0, T ). Â íàøåì
ñëó÷àå ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà íåâîçìîæíî. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòà-
ëè ïîÿâëÿòüñÿ ðàáîòû, ïîñâÿù¼ííûå ïðåîäîëåíèþ òðóäíîñòè, ñâÿçàííîé
ñ ¾ãëîáàëüíîñòüþ¿ óðàâíåíèÿ ïî âðåìåíè (ñì. [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]).
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Ëåáåãà è Ñîáîëåâà Lp(Ω), H1
0 (Ω), Lq(0, T ;Lp(Ω)) è Lq(0, T ;H1

0 (Ω)), ãäå
p, q ∈ [1,∞]. Íîðìà â L2(Ω) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç ∥ · ∥.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü φ : R+ → R+ �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, T ∈
(0,∞), α > 0, u0 ∈ L2(Ω) è u0 ≥ 0. Ôóíêöèþ u : ΩT → R+ íàçîâ¼ì
îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3), åñëè

(1) u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), à òàêæå φ(ζ)u ∈ L1(ΩT ), ãäå

ζ(x) =

∫ T

0

u(·, t)
Iα(u)(t)

dt;

(2) èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫ T

0

∫
Ω

(
u ∂th−∇u · ∇h− φ(ζ)uh

)
dx dt+

∫
Ω
u0h0 dx = 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé â ΩT ôóíêöèè h, òàêîé
÷òî h(x, t) = 0 ïðè x ∈ ∂Ω è ïðè t = T . Çäåñü h0 = h|t=0.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ∈ (0,∞), φ : R+ → R+ �íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, u0 ∈ L2(Ω) è u0 ≥ 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 0 ñóùåñòâóåò
îáîáù¼ííîå ðåøåíèå u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) çàäà÷è (1)�
(3), òàêîå ÷òî u ≥ 0 è ñïðàâåäëèâà ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà:

1

2
ess sup
t∈[0,T ]

∥u(·, t)∥2 +
∫ T

0
∥∇u(·, t)∥2 dt

+

∫ T

0

∫
Ω
φ(ζ(x))u2(x, t) dx dt ≤ 1

2
∥u0∥2. (4)

Áîëåå òîãî, ∂tu îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþäó â ΩT è∫
ΩT

t |∂tu(x, t)|2 dxdt+
1

2
ess sup
t∈[0,T ]

(
t ∥∇u(·, t)∥2

+ t

∫
Ω
φ(ζ(x))u2(x, t) dx

)
≤ 1

4
∥u0∥2. (5)

Ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèÿ ïðèâåä¼ííîãî íèæå äîêàçàòåëüñòâà äàí-
íûé ðåçóëüòàò ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åí äëÿ ñëåãêà áîëåå îáùåé çàäà÷è.
Íàïðèìåð, â óðàâíåíèè (1) ìîæíî äîáàâèòü ïðàâóþ ÷àñòü èç ïðîñòðàí-
ñòâà L2(ΩT ), çàìåíèòü îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð äèâåðãåíòíîãî âèäà.
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2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå α > 0 è ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 1, ðàçáèâ åãî äëÿ óäîáñòâà íà íåñêîëüêî øàãîâ.

Øàã 1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà φ � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ,
òî åñòü ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K ∈ R+, òàêàÿ ÷òî φ(ξ) ≤ K äëÿ âñåõ
ξ ∈ R+. Ýòîò ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [2], ãäå ïîëó÷åí ðåçóëüòàò
î ñëàáîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è äëÿ α = 0, òî åñòü â áîëåå ñëîæíîé ñè-
òóàöèè. Òàì áûëî íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî

∫
Ω u(·, t) dx íå îáðàùàåòñÿ â

íóëü ïðè t ∈ (0, T ). Åñëè α > 0, òî Iα(u) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì
è äîêàçàòåëüñòâî óïðîùàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1 ñïðàâåäëèâà â
ýòîì ñëó÷àå. Ìû íå áóäåì âîñïðîèçâîäèòü ðàññóæäåíèÿ èç [2], à ëèøü
ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ.
Òàê êàê φ � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííîå â [2]

ðåøåíèå çàäà÷è îáëàäàåò áîëüøåé ãëàäêîñòüþ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ãëàä-
êîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ýòî ñëåäóåò èç îá-
ùåé òåîðèè ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [9]). Â
íàøåì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, à u0 ∈ L2(Ω), ïîýòîìó íåñëîæ-
íî ïîëó÷èòü, ÷òî ∂tu è ∆u ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà L2(ΩT )
è óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó â ΩT .

Øàã 2. Ïóñòü òåïåðü ïîòåíöèàë φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, íî
íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ
ôóíêöèþ:

φk(ξ) =

{
φ(ξ), φ(ξ) ≤ k,

k, èíà÷å.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç uk îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ñ ïîòåíöèàëîì
φk. Òàê êàê ôóíêöèÿ φk îãðàíè÷åíà, ñóùåñòâîâàíèå uk äîêàçàíî íà
ïðåäûäóùåì øàãå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
ôóíêöèè uk ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

ζk =

∫ T

0

uk(·, t)
Iα(uk)(t)

dt.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 êàæäàÿ ôóíêöèÿ uk óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëü-
íîìó òîæäåñòâó

∫ T

0

∫
Ω

(
uk ∂th−∇uk · ∇h− φk(ζk)uk h

)
dx dt+

∫
Ω
u0 h0 dx = 0 (6)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé â çàìûêàíèè îáëàñòè ΩT ôóíêöèè h, òàêîé
÷òî h(x, t) = 0 ïðè x ∈ ∂Ω è ïðè t = T . Ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ uk
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âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

2
ess sup
t∈[0,T ]

∥uk(·, t)∥2 +
∫ T

0
∥∇uk(·, t)∥2 dt

+

∫ T

0

∫
Ω
φk(ζk(x))u

2
k(x, t) dx dt ≤

1

2
∥u0∥2. (7)

Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ñîäåðæèò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ñíîâà ÷åðåç {uk}), êîòîðàÿ
ñõîäèòñÿ ∗-ñëàáî â L∞(0, T ;L2(Ω)) è ñëàáî â L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ê íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè u. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3), íàì íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûé ïå-
ðåõîä ïðè k → ∞ â ðàâåíñòâå (6). ßñíî, ÷òî

lim
k→∞

∫ T

0

∫
Ω

(
uk ∂th−∇uk · ∇h

)
dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

(
u ∂th−∇u · ∇h

)
dx dt.

Åäèíñòâåííàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî

lim
k→∞

∫ T

0

∫
Ω
φk(ζk)uk h dx dt =

∫ T

0

∫
Ω
φ(ζ)uh dx dt. (8)

Ïðè óñòàíîâëåíèè ýòîãî ôàêòà âîçíèêàþò íåêîòîðûå ñëîæíîñòè, ñâÿçàí-
íûå ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ φ ìîæåò ðàñòè íà áåñêîíå÷íîñòè ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî íåïðåðûâíîé íà R+. Ìû íå ïðåäïîëàãàåì,
÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé èëè âûïóêëîé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî îáîñ-
íîâàòü äàæå òî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (8) èìååò ñìûñë. Áîëåå òîãî, ñèëüíàÿ
ñõîäèìîñòü â êàêîì-íèáóäü Lp(ΩT ) (èëè äàæå Hm(ΩT )) èëè ñõîäèìîñòü
ïî÷òè âñþäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {uk} è {ζk} íå âëåêóò (8) àâòîìàòè÷å-
ñêè. Äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà (8) áóäåò ïîñâÿù¼í ñëåäóþùèé øàã.

Øàã 3. Äîìíîæèâ óðàâíåíèå (1) äëÿ uk íà t ∂tuk(x, t) è ïðîèíòåãðèðîâàâ
ïî ΩT , â ñèëó (7) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî∫

ΩT

t |∂tuk(x, t)|2 dxdt

+
1

2
ess sup
t∈[0,T ]

(
t ∥∇uk(·, t)∥2 + t

∫
Ω
φk(ζk(x))u

2
k(x, t) dx

)
≤ 1

2

∫
ΩT

(
|∇uk(x, t)|2 + φk(ζk(x))u

2
k(x, t)

)
dx dt ≤ 1

4
∥u0∥2. (9)

Ìíîæèòåëü t íåîáõîäèì, ïîñêîëüêó â òåîðåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü, ÷òî
u0 ∈ L2(Ω). Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî uk → u ïðè k → ∞ ñèëüíî â
L2(ΩT ) è (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ïî÷òè âñþäó â ΩT .
Ïîýòîìó ζk → ζ ïðè k → ∞ ïî÷òè âñþäó â Ω.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü (8), ìû âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ
ôóíêöèþ h : ΩT → R è äîêàæåì, ÷òî

φk(ζk)

∫ T

0
uk h dt → φ(ζ)

∫ T

0
uh dt ïðè k → ∞ â L1(Ω). (10)

Çàìåòèì, ÷òî ìû çàôèêñèðîâàëè òåñòîâóþ ôóíêöèþ h, ïîýòîìó äàëåå
íåëüçÿ âûáèðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëè-
æ¼ííûõ ðåøåíèé çàäà÷è. Ýòè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ ïðåäåëû áó-
äóò, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñåòü îò h. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (10) ìû âîñïîëü-
çóåìñÿ òåîðåìîé Âèòàëè î ñõîäèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, [10, ï. 4.8.7]).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî φk(ζk) → φ(ζ) ïðè k → ∞ ïî÷òè âñþäó â Ω.

Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Ω, òàêèõ ÷òî
ζk(x) → ζ(x) ïðè k → ∞. Â ñèëó ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó, µn(Ω \D) = 0,
ãäå µn � n-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî kx,1 ∈ N, ÷òî φ(ζ(x)) + 1 < kx,1. Òàê êàê ôóíêöèÿ φ íåïðå-
ðûâíà, íàéä¼òñÿ òàêîå kx,2 ∈ N, ÷òî |φ(ζk(x)) − φ(ζ(x))| < 1 äëÿ âñåõ
k > kx,2. Ïîýòîìó φ(ζk(x)) < k è, êàê ñëåäñòâèå, φk(ζk(x)) = φ(ζk(x))
ïðè k > max{kx,1, kx,2}. Îïÿòü èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè φ, ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî φk(ζk(x)) = φ(ζk(x)) → φ(ζ(x)) ïðè k → ∞ äëÿ âñåõ
x ∈ D.
Òàêèì îáðàçîì,

φk(ζk)

∫ T

0
uk h dt → φ(ζ)

∫ T

0
uh dt ïðè k → ∞ ïî÷òè âñþäó â Ω,

è ñîãëàñíî òåîðåìå Âèòàëè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (10) îñòàëîñü óñòàíîâèòü,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φk(ζk)
∫ T
0 uk h dt} ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî àáñî-

ëþòíî èíòåãðèðóåìîé íà Ω. Ïóñòü R = max(x,t)∈ΩT
|h(x, t)|, E � ïðîèç-

âîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî â Ω, ET = E × [0, T ] è Gk
M = {(x, t) ∈

ET | |uk(x, t)| ≥ M}. Òîãäà∫
Gk

M

φk(ζk)|uk h| dx dt ≤
R

M

∫
Gk

M

φk(ζk)u
2
k dx dt

≤ R

M

∫
ΩT

φk(ζk)u
2
k dx dt ≤

C1R

M
,

ãäå C1 = ∥u0∥2/2 � ïîñòîÿííàÿ èç îöåíêè (7). Êðîìå òîãî,∫
ET \Gk

M

φk(ζk)|uk h| dx dt ≤ MR

∫
ET \Gk

M

φk(ζk) dx dt ≤ MRT

∫
E
φk(ζk) dx.

Ïîýòîìó∣∣∣ ∫
E
φk(ζk)

∫ T

0
uk h dt dx

∣∣∣ = ∣∣∣ ∫
ET

φk(ζk)uk h dx dt
∣∣∣

≤ C1R

M
+MRT

∫
E
φk(ζk) dx. (11)
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Îöåíèì
∫
E φk(ζk) dx. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî∫

Ω
φk(ζk(x))ζ

2
k(x) dx ≤ T

α2

∫ T

0

∫
Ω
φk(ζk(x))u

2
k(x, t) dx dt ≤

C1T

α2
.

Åñëè Ek
N = {x ∈ E | |ζk(x)| > N}, ãäå N ∈ (0,∞), òî èç ïîñëåäíåé îöåíêè

ñëåäóåò, ÷òî ∫
Ek

N

φk(ζk) dx ≤ 1

N2

∫
Ek

N

φk(ζk)ζ
2
k dx ≤ C1T

N2α2
.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíà, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γN > 0, òàêàÿ
÷òî φ(ξ) ≤ γN äëÿ âñåõ ξ ∈ [0, N ]. Ïîýòîìó∫

E\Ek
N

φk(ζk) dx ≤
∫
E\Ek

N

φ(ζk) dx ≤ γNµn(E).

Òàêèì îáðàçîì, ∫
E
φk(ζk) dx ≤ C1T

N2α2
+ γNµn(E).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (11), ìû ïîëó÷èì∣∣∣ ∫
E
φk(ζk)

∫ T

0
uk h dt dx

∣∣∣ ≤ C1R

M
+

MRC1T
2

N2α2
+ γNMRTµn(E).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âîçüì¼ì M è N òàêèìè, ÷òî

C1R

M
<

ε

3
è

MRC1T
2

N2α2
<

ε

3
.

Òîãäà ∣∣∣ ∫
E
φk(ζk)

∫ T

0
uk h dt dx

∣∣∣ < ε ïðè µn(E) < δ =
ε

3γNMRT
.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìíîæåñòâà E, ýòî ñâîéñòâî è îçíà÷àåò, ÷òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {φk(ζk)
∫ T
0 uk h dt} ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî

èíòåãðèðóåìîé íà Ω. Òàêèì îáðàçîì, (10), à çíà÷èò è îáîáù¼ííàÿ ðàç-
ðåøèìîñòü çàäà÷è (1)�(3), äîêàçàíû.

Øàã 4. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû (1) íàì îñòàëîñü óñòà-
íîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê (4) è (5). Èñïîëüçóÿ ñëàáóþ ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòü ñíèçó íîðì â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è òåîðåìó Ôàòó, ýòè
îöåíêè ëåãêî ïîëó÷èòü èç (7) è (9) ñîîòâåòñòâåííî.
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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