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Abstract. Let G = (V,E) be a transitive graph. A subset T of the
vertex set V (G) is a k-test fragment if for every perfect k-coloring ϕ
of the graph G there exists a position of this fragment, whose partial
coloring allows to reconstruct the whole ϕ.

The objects of this study are k-test fragments of in�nite circulant
graphs. An in�nite circulant graph with distances d1 < d2 < . . . < dn is
a graph, whose set of vertices is the set of integers, and two vertices i
and j are adjacent if |i− j| ∈ {d1, d2, . . . , dn}. If di = i for all i from 1 to
n, then the graph is called an in�nite circulant graph with a continuous
set of distances.

Upper bounds for the cardinalities of minimal k-test fragments of
in�nite circulant graphs with a continuous set of distances are obtained
for any n and k. A rough estimate is also obtained in the general case �
for in�nite circulant graphs with distances d1, d2, . . . , dn and an arbitrary
�nite k.

Keywords: perfect coloring, in�nite circulant graph, k-test fragment.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü G = (V,E) � ïðîèçâîëüíûé òðàíçèòèâíûé ãðàô (êîíå÷íûé èëè áåñêî-
íå÷íûé). Ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêîé ãðàôà G ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ M = (mij)
íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ðàñêðàñêà åãî âåðøèí, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû öâåòà i ÷èñ-
ëî ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí öâåòà j ðàâíÿåòñÿ mij . Äëÿ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè
G â k öâåòîâ áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü òåðìèí ñîâåðøåííàÿ k-ðàñêðàñêà.

Lisitsyna, M.A., Avgustinovich, S.V., Test fragments of perfect colorings of

circulant graphs.
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Ôðàãìåíò T � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G. Äëèíà T ðàâíà
åãî ìîùíîñòè. Ìèíèìàëüíîñòü ôðàãìåíòà ñ òåì èëè èíûì ñâîéñòâîì áóäåì
ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíî åãî äëèíû.

Ôðàãìåíò T ãðàôà G áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî k-òåñòîâûì, åñëè äëÿ ëþáîé
ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêè ϕ ýòîãî ãðàôà ñóæåíèå ϕ íà T ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷-
íî ýòó ðàñêðàñêó âîññòàíîâèòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóæåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ
k-ðàñêðàñîê íà T ðàçëè÷íû. Äëÿ òðàíçèòèâíûõ ãðàôîâ îïðåäåëèì ïîíÿòèå
k-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà T ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè äëÿ ëþáîé k-ðàñêðàñêè
íàéäåòñÿ àâòîìîðôèçì π òàêîé, ÷òî ñóæåíèå ðàñêðàñêè íà π(T ) ïîçâîëÿåò ýòó
ðàñêðàñêó îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü, òî ýòîò ôðàãìåíò áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî
k-òåñòîâûì. Ïîíÿòíî, ÷òî ñòðîãî k-òåñòîâûé ôðàãìåíò ÿâëÿåòñÿ k-òåñòîâûì,
íî îáðàòíîå âåðíî íå âñåãäà. Äàííîå îïðåäåëåíèå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè
ìàøèííîì ïåðåáîðå âñåõ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê çàäàííîãî ãðàôà. Ïåðåáðàâ
âñå k-ðàñêðàñêè k-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà íåáîëüøîé äëèíû ìû êàæäóþ èç íèõ
ëèáî îäíîçíà÷íî ïðîäîëæèì äî ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè ãðàôà, ëèáî ïðèäåì ê
ïðîòèâîðå÷èþ (ê íåâîçìîæíîñòè ñîâåðøåííîãî ïðîäîëæåíèÿ). Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷èì âñå ñîâåðøåííûå k-ðàñêðàñêè ãðàôà ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíî-
ñòè (äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ ðàñêðàñîê äîñòàòî÷íî ê îïèñàííûì ïðèìåíèòü âûøå-
óïîìÿíóòûå àâòîìîðôèçìû). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ k-ïåñòðûé ôðàãìåíò
ãðàôà G. Ýòî ôðàãìåíò T , êîòîðûé äëÿ ëþáîé ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêè ϕ ìî-
æåò áûòü ïåðåâåäåí â òàêîå ïîëîæåíèå (ñ ïîìîùüþ àâòîìîðôèçìà ãðàôà G),
â êîòîðîì îí ñîäåðæèò âåðøèíû âñåõ k öâåòîâ ðàñêðàñêè ϕ.

Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òåñòîâûì ôðàãìåíòîì ñîâåðøåííîãî êîäà ñ ðàñ-
ñòîÿíèåì 3 â ãèïåðêóáå En ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí òàêîãî ãèïåðêóáà âåñà
(n+1)

2 . Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ öåíòðèðîâàííûõ ôóíêöèé (ò.å. ôóíêöèé,
ñóììà çíà÷åíèé êîòîðûõ â ëþáîì øàðå ðàäèóñà 1 íå çàâèñèò îò âûáîðà øàðà)
ïîëó÷åí â [2]. Â [3] ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà âñåõ äâîè÷íûõ íàáîðàõ äëèíû n. Äëÿ ýòîãî êëàññà âîññòà-
íîâëåíèå ôóíêöèè ïðîèñõîäèò íå òîëüêî ïî ÷àñòè ñâîèõ çíà÷åíèé, íî è ïî
êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Îáúåêòàìè äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ k-òåñòîâûå ôðàãìåíòû áåñêî-
íå÷íûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ. Áåñêîíå÷íûé öèðêóëÿíòíûé ãðàô ñ äèñòàíöè-
ÿìè d1 < d2 < . . . < dn � ýòî ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë, ïðè÷åì âåðøèíû i è j ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè
|i−j| ∈ {d1, d2, . . . , dn}. Îáîçíà÷àåòñÿ òàêîé ãðàô ÷åðåç C∞(d1, d2, . . . , dn). Ãðàô
C∞(1, 2, . . . , n) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì öèðêóëÿíòíûì ãðàôîì ñî ñïëîøíûì
íàáîðîì äèñòàíöèé (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ëîêàëüíîå ñòðîåíèå ãðàôà C∞(1, 2, 3)

Ðÿä òåîðåì äëÿ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ â 2 öâåòà
äîêàçàí Ä. Á. Õîðîøèëîâîé [4, 5]. Ñîâåðøåííûå 2-ðàñêðàñêè ãðàôîâ C∞(1, 2,
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. . . , n) è C∞(1, 3, . . . , 2n−1) îõàðàêòåðèçîâàíû â [6] è [7]. Ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà öâåòîâ è ãðàôîâ C∞ = C∞(1) è C∞(1, 2) ïîëó÷åíû
â [8] è [9] ñîîòâåòñòâåííî. Â [10] ïðèâåäåíà áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ñîâåðøåííûõ
ðàñêðàñîê ãðàôîâ C∞(1, 2, . . . , n) ñ ïåðèîäàìè íîâîãî òèïà.

Âåçäå â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå k-òåñòîâîãî è k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòîâ ãðàôà
C∞(d1, d2, . . . dn) áóäåì ðàññìàòðèâàòü öåëî÷èñëåííûå îòðåçêè. Íå îãðàíè÷è-
âàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî îòðåçêè âèäà T = [1, N ] äëÿ N ∈ N. Â ëåììàõ 1
è 2 äîêàçàíû ñâîéñòâà k-òåñòîâîãî è k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòîâ áåñêîíå÷íîãî öèð-
êóëÿíòíîãî ãðàôà.

Ëåììà 1. Â ëþáîé ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêå ãðàôà C∞(d1, d2, . . . , dn) öâåòà
âåðøèí 1 è N ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà T = [1, N ] ðàçëè÷íû è â

ôðàãìåíòå T
′
= [2, N − 1] íå âñòðå÷àþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó 1 îò ïðîòèâíîãî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ôðàãìåíòå [2, N − 1] åñòü âåðøèíà, ñîöâåòíàÿ ñ âåðøèíîé

1. Òîãäà ôðàãìåíò T
′′
= [2, N ] ñîäåðæèò âåðøèíû âñåõ k öâåòîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ

k-ïåñòðûì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ T . □

Ëåììà 2. Åñëè T = [1, N ] � ìèíèìàëüíûé k-ïåñòðûé ôðàãìåíò ãðàôà C∞(d1, d2,

. . . , dn), òîãäà ôðàãìåíò T
′
= [1−dn, N +dn] ÿâëÿåòñÿ åãî k-òåñòîâûì ôðàã-

ìåíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çíàÿ ðàñêðàñêó ôðàãìåíòà T
′
ãðàôà C∞(d1, d2, . . . , dn), ìîæ-

íî èëè âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ïàðàìåòðîâ M ðàñêðàñêè, èëè ñðàçó ñäåëàòü âû-
âîä î òîì, ÷òî òàêîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè íå ñóùåñòâóåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå,
ïðîäîëæàÿ îêðàøèâàòü ãðàô âëåâî è âïðàâî îò T

′
ñîãëàñíî ïàðàìåòðàì, ëè-

áî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèì ñîâåðøåííóþ ðàñêðàñêó â ñèëó åå ïåðèîäè÷íîñòè
(äîêàçàíà â [5]), ëèáî ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå (êîãäà åå íåò). □

Ñîãëàñíî ëåììå 2, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó íà äëèíó ìè-
íèìàëüíîãî k-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà áåñêîíå÷íîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà, äîñòà-
òî÷íî îöåíèòü äëèíó åãî ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Äëÿ òåñòîâûõ ôðàãìåíòîâ áåñêîíå÷íûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Äëèíà ìèíèìàëüíîãî 2-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(d1, d2, . . .
, dn) íå ïðåâîñõîäèò 2dn + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìèíèìàëüíûé ïåñòðûé ôðàãìåíò ñîâåðøåííîé 2-ðàñêðàñêè
èññëåäóåìîãî ãðàôà ñîñòîèò èç äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèí, îêðàøåííûõ öâåòàìè a
è b. Â ñèëó ëåììû 2 äëèíà ìèíèìàëüíîãî 2-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà äëÿ íåãî íå
ïðåâîñõîäèò 2dn + 2 (ñì. ðèñ. 2).

□

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëèíó ìèíèìàëüíîãî 2-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà áåñ-
êîíå÷íîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà ñî ñïëîøíûì íàáîðîì n äèñòàíöèé ìîæíî
îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíîé 2n+ 2.

Òåîðåìà 2. Äëèíà ìèíèìàëüíîãî 3-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n)
íå ïðåâîñõîäèò 4n+ 1.
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Ðèñ. 2. 2-òåñòîâûé ôðàãìåíò ãðàôà C∞(d1, d2, . . . , dn)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé 3-ïåñòðûé ôðàãìåíò [1, N ] ãðàôà
C∞(1, 2, . . . , n). Â ñèëó ëåììû 1 ïîëîæèì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî âåð-
øèíû ñ íîìåðàìè 1 è N îêðàøåíû öâåòàìè a è b ñîîòâåòñòâåííî, à âñå âåðøèíû
ìåæäó íèìè � öâåòîì c (c ̸= a, c ̸= b). Äîêàæåì, ÷òî äëèíà ôðàãìåíòà [2, N−1]
ìåíüøå 2n. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, öâåòîâûå ñîñòàâû îêðóæåíèÿ âåðøèí n + 1
è N − n öâåòà c íå ñîâïàäàþò. Ïåðâàÿ èç íèõ âèäèò a, íî íå âèäèò b, à âòî-
ðàÿ � âèäèò b, íî íå âèäèò a. Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ìèíèìàëüíîãî 3-òåñòîâîãî
ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n) íå ïðåâîñõîäèò 4n + 1 ñîãëàñíî ëåììå 2 (ñì.
ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. 3-òåñòîâûé ôðàãìåíò ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n)

□

Ïóñòü T = [1, N ] � ìèíèìàëüíûé ïåñòðûé ôðàãìåíò áåñêîíå÷íîãî öèðêó-
ëÿíòíîãî ãðàôà ñî ñïëîøíûì íàáîðîì n äèñòàíöèé. Ïóñòü äëèíà T áîëüøå
èëè ðàâíà 2n+3. Ëåâûìè íàçîâåì âåðøèíû îò 1 äî n+1, ñåðåäèíîé � îò n+2
äî N − n − 1, à ïðàâûìè � îò N − n äî N . Öâåòà ëåâûõ, ñðåäíèõ è ïðàâûõ
âåðøèí ôðàãìåíòà T áóäåì òàêæå íàçûâàòü ëåâûìè, ñðåäíèìè è ïðàâûìè.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Åñëè äëèíà ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà T = [1, N ] ãðàôà
C∞(1, 2, . . . , n) íå ìåíüøå 2n+ 2, òî öâåòà âåðøèí n+ 1 è N − n ðàçëè÷íû â
ëþáîé ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N ≥ 2n + 2. Öâåò âåðøèíû 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç a, à
âåðøèíû N � ÷åðåç b. Ñîãëàñíî ëåììå 1 öâåòàìè a è b â T îêðàøåíû òîëüêî
êðàéíèå âåðøèíû. Öâåòà âåðøèí n+ 1 è N − n ðàçëè÷íû, ïîòîìó ÷òî â îêðó-
æåíèè ïåðâîãî èç íèõ åñòü öâåò a, è íåò b, à â îêðóæåíèè âòîðîãî íàîáîðîò �
åñòü öâåò b, íî íåò a (ñì. ðèñ. 4).

□

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà íà äëèíó ìèíèìàëüíîãî 4-
òåñòîâîãî ôðàãìåíòà öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà ñî ñïëîøíûì íàáîðîì äèñòàíöèé.
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Ðèñ. 4. Ñåðåäèíà k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n)

Òåîðåìà 3. Äëèíà ìèíèìàëüíîãî 4-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n)
íå ïðåâîñõîäèò 4n+ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 íà÷íåì ñ òîãî æå, ÷òî è äîêà-
çàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé 4-ïåñòðûé ôðàã-
ìåíò T = [1, N ] ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n), è ïîëîæèì, ÷òî âåðøèíû ñ íîìåðàìè 1
è N îêðàøåíû öâåòàìè a è b ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîêàæåì, ÷òî N < 2n+3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü N ≥ 2n+3. Òîãäà
ó ôðàãìåíòà T åñòü ñåðåäèíà, è âåðøèíû n+1 è N−n îêðàøåíû â c è d â ñèëó
ëåìì 1 è 3. Â 1-îêðåñòíîñòè ñåðåäèíû íåò âåðøèí öâåòîâ a è b, çíà÷èò, äëÿ
ðàñêðàñêè åå âåðøèí òðåáóåòñÿ ïÿòûé öâåò. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,
N < 2n+3, è äëèíà 4-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n) íå ïðåâîñõîäèò
4n+ 2. □

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ k > 4. Â ñèëó ëåììû 2, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âåðõíþþ
îöåíêó äëèíû ìèíèìàëüíîãî k-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n), äî-
ñòàòî÷íî îöåíèòü äëèíó åãî ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà T = [1, N ].
×òîáû âû÷èñëèòü ïîñëåäíþþ, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: N ≥ 3n+2 è N < 3n+2.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïåðâîì ñëó÷àå. Ïðè òàêèõ N ñåðåäèíà ôðàãìåíòà
T íå ïóñòà, áîëåå òîãî, åå äëèíà íå ìåíüøå n. Äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãà-
òåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 4. Ïóñòü k > 4. Åñëè äëèíà ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà
T = [1, N ] ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n) íå ìåíüøå 3n + 2, òî ìíîæåñòâà ëåâûõ,
ñðåäíèõ è ïðàâûõ öâåòîâ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ íè â îäíîé ñîâåðøåííîé
k-ðàñêðàñêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó N ≥ 3n + 2 > 2n + 3, âåðøèíû 1, N , n + 1 è
N − n ìîæíî ïîêðàñèòü ðàçëè÷íûìè öâåòàìè a, b, c è d ñîîòâåòñòâåííî (ñì.
ëåììû 1 è 3). Â îêðóæåíèè âåðøèí ñåðåäèíû íåò öâåòîâ a è b, ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî ñðåäíèõ öâåòîâ íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ ìíîæåñòâîì ëåâûõ öâåòîâ, íè
ñ ìíîæåñòâîì ïðàâûõ.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå è ýòèõ ìíîæåñòâ (ëåâûõ è ïðàâûõ öâå-
òîâ) ïóñòî. Ïóñòü ýòî íå òàê, è öâåò e ÿâëÿåòñÿ äëÿ íèõ îáùèì. Ïîëîæèì äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, ÷òî èì îêðàøåíû íåêîòîðàÿ ëåâàÿ âåðøèíà x è íåêîòîðàÿ
ïðàâàÿ âåðøèíà y (1 < x < n + 1, N − n < y < N). Â îêðóæåíèè x åñòü
âåðøèíà öâåòà c, çíà÷èò, è â îêðóæåíèè y äîëæíà áûòü âåðøèíà ýòîãî öâåòà.
Ôðàãìåíòó [y − n,N − n− 1] îíà ïðèíàäëåæàòü íå ìîæåò, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ñåðåäèíû. Äðóãèå ýëåìåíòû 1-îêðåñòíîñòè y òàêæå íå ìîãóò
áûòü îêðàøåíû öâåòîì c, òàê êàê îíè èìåþò â ñâîåì îêðóæåíèè âåðøèíó N
öâåòà b. Ïðîòèâîðå÷èå. □
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Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè è ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðà-
ãìåíòà T óíèêàëüíûìè áóäåì íàçûâàòü öâåòà, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â T ðîâíî
îäèí ðàç.

Ëåììà 5. Åñëè äëèíà ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà T = [1, N ] ãðà-
ôà C∞(1, 2, . . . , n) íå ìåíüøå 3n + 2, òî êàæäûé åãî ñðåäíèé öâåò ÿâëÿåòñÿ
óíèêàëüíûì â ëþáîé ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàéäóòñÿ îäèíàêîâî îêðàøåííûå
âåðøèíû èç ñåðåäèíû � s è t. Ðàññìîòðèì òàêóþ ïàðó ñ íàèìåíüøèì s. Âñå
ñîñåäè s ñëåâà îêðàøåíû ëèáî ëåâûìè öâåòàìè, ëèáî óíèêàëüíûìè. Âàæíî,
÷òî òàêèå öâåòà òî÷íî íå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ñïðàâà îò íåå. Öâåòîâûå ñîñòàâû
1-îêðåñòíîñòåé âåðøèí s è t äîëæíû ñîâïàäàòü â ñèëó ðàâåíñòâà èõ öâåòîâ,
íî ýòî íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè s âèäèò õîòÿ
áû îäèí ëåâûé öâåò, òî t âèäèò ìåíüøåå ÷èñëî ëåâûõ öâåòîâ â ñèëó ñâîåãî
ðàñïîëîæåíèÿ è òîãî ôàêòà, ÷òî ñïðàâà îò íåå ëåâûõ öâåòîâ áûòü íå ìîæåò.
Â ñëó÷àå æå êîãäà s > 2n + 1, âåðøèíà s âèäèò öâåò âåðøèíû s − n, êîòîðûé
óíèêàëåí è íå âèäåí âåðøèíå t. Ïîäûòîæèì: åñëè ìèíèìàëüíûé k-ïåñòðûé
ôðàãìåíò ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n) èìååò äëèíó N ≥ 3n + 2, òî âñå åãî ñðåäíèå
öâåòà óíèêàëüíû. □

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó î äëèíå ìèíèìàëüíîãî k-òåñòîâîãî ôðàã-
ìåíòà áåñêîíå÷íîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà ñî ñïëîøíûì íàáîðîì äèñòàíöèé äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî k > 4.

Òåîðåìà 4. Äëèíà ìèíèìàëüíîãî k-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(1, 2, . . . ,
n) íå ïðåâîñõîäèò max{4n+ k − 2, 5n+ 1} äëÿ k > 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè N < 3n + 2, òî ïî ëåììå 2 äëèíà ìèíèìàëüíîãî k-
òåñòîâîãî ôðàãìåíòà èññëåäóåìîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò 5n+ 1.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âñå âåðøèíû ñåðåäèíû ôðàãìåíòà T îêðàøåíû óíè-
êàëüíûìè öâåòàìè ñîãëàñíî ëåììå 5. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ñåðåäèíû íå
áîëüøå k − 4. Òîãäà äëèíà ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà íå áîëüøå
2n+ k − 2.

Çíà÷èò, äëèíà ìèíèìàëüíîãî k-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n)
íå ïðåâîñõîäèò max{4n+ k − 2, 5n+ 1} äëÿ k > 4.

□

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëèíà ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà T = [1, N ]
ãðàôà C∞(1, 2, . . . , n) íå ìåíüøå 3n + 2, òî âñå åãî âåðøèíû îêðàøåíû óíè-
êàëüíî â ëþáîé ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, N ≥ 3n+2. Â ñèëó ëåììû 4 ìíîæåñòâà ëåâûõ, ñðåäíèõ
è ïðàâûõ öâåòîâ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Â ëåììå 5 äîêàçàíà óíèêàëüíîñòü
ñðåäíèõ öâåòîâ äëÿ òàêèõ N . À öâåò ëþáîé ëåâîé (ïðàâîé) âåðøèíû óíèêàëåí,
òàê êàê îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ñðåäíèõ âåðøèí â åå îêðóæåíèè.

□

×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó íà äëèíó k-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(d1, d2, . . .
, dn) íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ââåäåì íîâûå ïîíÿòèÿ.

Ðàññìîòðèì ñâÿçíûé ãðàô G = (V,E). Ýêñöåíòðèñèòåòîì âåðøèíû v íàçû-
âàåòñÿ âåëè÷èíà e(v) ðàâíàÿ max

u∈V
d(u, v), ãäå d(u, v) � êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå
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ìåæäó âåðøèíàìè u è v. Ðàäèóñ ãðàôà r(G) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøèé èç
ýêñöåíòðèñèòåòîâ åãî âåðøèí. Ìíîæåñòâî âåðøèí, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó
e(v) = r(G), ñîñòàâëÿþò öåíòð ãðàôà G. Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

r(G) ≤
[n
2

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [11].
Ðàññìîòðèì ñîâåðøåííóþ k-ðàñêðàñêó ãðàôà G ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ M .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ãðàôîìGχ(M) ìàòðèöû ïàðàìåòðîâM íàçûâàåòñÿ ãðàô
ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí 1, 2, . . . , k, âåðøèíû i è j ñîåäèíåíû â Gχ(M) ðåáðîì,
åñëè mij ̸= 0 è mji ̸= 0. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Äëèíà ìèíèìàëüíîãî k-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(d1, d2, . . .
, dn) íå ïðåâîñõîäèò dn(k + 2) + 1 äëÿ k ≥ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîâåðøåííóþ k-ðàñêðàñêó ϕ ãðàôà C∞(d1, d2, . . .
, dn) ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ M . Ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ãðàô Gχ(M)
ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ M . Òàê êàê â íåì k âåðøèí, òî åãî ðàäèóñ íå ïðåâîñõî-
äèò [k2 ].

Âûáåðåì èç öåíòðà ãðàôà Gχ(M) îäíó ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó. Ïóñòü öâåò,
åé ñîîòâåòñòâóþùèé � c. Ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû öâåòà c äî âåðøèíû ëþáîãî
äðóãîãî öâåòà â ðàñêðàñêå ϕ ãðàôà C∞(d1, d2, . . . , dn) íå ïðåâîñõîäèò dn · [k2 ].
Çíà÷èò, äëèíà ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû
dnk + 1. Îòñþäà ïî ëåììå 2 ñëåäóåò, ÷òî äëèíà k-òåñòîâîãî ôðàãìåíòà ãðàôà
C∞(d1, d2, . . . , dn) íå ïðåâîñõîäèò dn(k + 2) + 1 (ñì. ðèñ. 5).

Ðèñ. 5. K-òåñòîâûé ôðàãìåíò ãðàôà C∞(d1, d2, . . . , dn)

□

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè íà äëèíû ìèíèìàëüíûõ k-òåñòî-
âûõ ôðàãìåíòîâ ãðàôîâ C∞(1, 2, . . . , n) è C∞(d1, d2, . . . , dn) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
íàòóðàëüíûõ k è n.

3. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíî íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åì àíîíñèðîâàëîñü. Íàéäåíû íå òîëü-
êî âåðõíèå îöåíêè íà äëèíû ìèíèìàëüíûõ k-òåñòîâûõ ôðàãìåíòîâ èññëåäóå-
ìûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ, íî è â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïèñàíà ñòðóêòóðà
ýòèõ ôðàãìåíòîâ. Ïîíèìàíèå ýòîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðà-
òèòü ïåðåáîð ïðè îòûñêàíèè âñåõ ñîâåðøåííûõ k-ðàñêðàñîê ãðàôîâ C∞(1, 2, . . .
, n) è C∞(d1, d2, . . . , dn) ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.
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