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Abstract. We study a generalisation of the model of the classical
synchronised multiple access system with a single transmission channel
controlled by a randomised transmission protocol (ALOHA) and additio-
nally equipped with an energy harvesting mechanism as well as self-
discharge mechanism and suppose that message batteries may receive an
unlimited amount of energy.
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1. Ââåäåíèå

Èñïîëüçîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè (energy harvesting) ïîçâîëÿåò óñò-
ðîéñòâàì íåïðåðûâíî ïîëó÷àòü ýíåðãèþ èç ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ îêðóæàþ-
ùåé ñðåäû, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ñâåò, òåïëî, âèáðàöèÿ è ìíîæåñòâî äðóãèõ.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïîëó÷àåìîå òàêèì îáðàçîì, ñðàâíè-
òåëüíî íåâåëèêî, äàííàÿ òåõíîëîãèÿ íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå, íàïðèìåð,
ñðåäè óñòðîéñòâ ñ íèçêèì ïîòðåáëåíèåì ýíåðãèè (Low-Power Systems). Ñíàáæå-
íèå óñòðîéñòâ ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
èõ â òåõ ìåñòàõ, ãäå êëàññè÷åñêèå èñòî÷íèêè ýíåðãèè íåäîñòóïíû. Â ñèëó òî-
ãî, ÷òî çàðÿä áàòàðåé íåïðåðûâíî âîñïîëíÿåòñÿ, ïðîäîëæèòåëüíîñòü "æèçíè"
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èñïîëüçóåìûõ óñòðîéñòâ ìîæåò áûòü ïðîäëåíà. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [1] ïðè-
âåäåí ïðèìåð óñòðîéñòâà, èñïîëüçóþùåãî ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå (MEMS)
ñèñòåìû äëÿ èçâëå÷åíèÿ ýíåðãèè èç âèáðàöèé îêðóæàþùåé ñðåäû.

Ìåõàíèçì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè òàêæå èìååò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ñðå-
äè ñèñòåì ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà. Íàïðèìåð, ñåíñîðíûå ñåòè, îñíàùåííûå
ïåðåçàðÿæàþùèìèñÿ áàòàðåÿìè, êîòîðûå "ïîäïèòûâàþòñÿ" ýíåðãèåé èç îêðó-
æàþùåé ñðåäû, ìîãóò ñóùåñòâåííî ïðîäëèòü ñðîê åå ñëóæáû (ñì. [2]). Äðó-
ãîé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ìåõàíèçìà áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [3], ãäå
àâòîðû ðàññìîòðåëè ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêóþ ñèñòåìó ñ áàçîâîé ñòàíöèåé, èñ-
ïîëüçóþùåé òåõíîëîãèþ ¾OFDM¿ (orthogonal frequency division multiplexing)
è áåñïðîâîäíîé êàíàë äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè è ýíåðãèè ïîëüçîâàòåëÿì.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñëó÷àéíî-
ãî ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà, îñíàùåííûõ ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèò-
êè, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ñèñòåì. Íàïðèìåð,
â ñòàòüå [4] ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà ñ îãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ïîëüçîâàòå-
ëåé, äåöåíòðàëèçîâàííûì ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè è ïðîòîêîëîì
ïåðåäà÷è äàííûõ òèïà ALOHA. Â ñòàòüå áûëà íàéäåíà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü
äàííîé ñèñòåìû, à òàêæå áûë ïðîäåìîíñòðèðîâàí ýôôåêò åå óìåíüøåíèÿ ïðè
îãðàíè÷åíèè âìåñòèìîñòè ó ìåõàíèçìà äëÿ õðàíåíèÿ ýíåðãèè, êîòîðûì ñíàá-
æåí êàæäûé ïîëüçîâàòåëü ñèñòåìû. Èçó÷åíèþ ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè ïðîòîêî-
ëîâ ðàçðåøåíèÿ êîíôëèêòîâ ïîñâÿùåíà ðàáîòà [5].

Êàê èçâåñòíî, òðàäèöèîííûå (â ÷àñòíîñòè, íå èñïîëüçóþùèå ìåõàíèçì ýíåð-
ãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè) ñèñòåìû ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà (ñì. íàïðèìåð [6], [7])
ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîëüçîâàòåëåé â èçâåñòíîì ñìûñëå íåñòàáèëüíû íè ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ (ñì. [8]) è ìåòàñòàáèëüíû ïðè ìà-
ëûõ çíà÷åíèÿõ âõîäíîãî ïîòîêà è âåðîÿòíîñòè ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé (ñì. [9]).
Îäíàêî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [10] è [11], îãðàíè÷åíèÿ íà ïîñòóïëåíèå
ýíåðãèè è âõîäíîé ïîòîê â ñèñòåìó ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîëüçîâàòåëåé ìîæåò
ñòàáèëèçèðîâàòü åå, íå ïîçâîëÿÿ ñîîáùåíèÿì â íàêîïèòåëå íåîãðàíè÷åííî ðàñ-
òè. Â ñòàòüå [10] áûëà íàéäåíà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ìîäåëè êëàññè÷åñêîé
ñèíõðîíèçèðîâàííîé ñèñòåìû ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà ñ îäíèì ïå-
ðåäàþùèì ïðèáîðîì, óïðàâëÿåìîé ïðîòîêîëîì ïåðåäà÷è òèïà ALOHA è ñíàá-
æåííîé öåíòðàëèçîâàííûì ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè. Îäíàêî, êàê
îòìå÷àþò àâòîðû, òàêàÿ ìîäåëü äàëåêà îò ïðàêòèêè. Òåì íå ìåíåå, ðàññìîòðåí-
íàÿ â ðàáîòå [11] ìîäåëü äëÿ äåöåíòðàëèçîâàííîãî ìåõàíèçìà ýíåðãåòè÷åñêîé
ïîäïèòêè, â êîòîðîé êàæäûé ïîëüçîâàòåëü ñèñòåìû ñíàáæåí èíäèâèäóàëüíûì
ìåõàíèçìîì äëÿ õðàíåíèÿ ýíåðãèè, èìååò ïðàêòè÷åñêèå àíàëîãè. Â óïîìÿíóòîé
ðàáîòå ïðè îïðåäåëåíèè êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè ïîäçàðÿä-
êè ñîîáùåíèé íà êàæäîì øàãå, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé îáùåìó êîëè÷åñòâó
ïðèñóòñòâóþùèõ â ñèñòåìå ñîîáùåíèé, áûëà íàéäåíà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü
ñèñòåìû.

Â ñòàòüå [12] èçó÷àëîñü îáîáùåíèå ïðåäûäóùåé ìîäåëè. Ãëàâíîå îòëè÷èå ñî-
ñòîÿëî â òîì, ÷òî ñîîáùåíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü áîëåå îäíîé åäèíèöû ýíåðãèè.
Îäíîé èç ïðè÷èí èçó÷åíèÿ îáîáùåííîé ìîäåëè ÿâëÿëñÿ ýôôåêò, ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàííûé â ðàáîòå [4], âîçíèêàþùèé ïðè óâåëè÷åíèè åìêîñòè íàêîïèòåëÿ
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ýíåðãèè ó ïîëüçîâàòåëåé è, êàê ñëåäñòâèå, ïðèâîäÿùèé ê óâåëè÷åíèþ îáëà-
ñòè ñòàáèëüíîñòè ñèñòåìû. Îäíàêî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ñòàòüå [12], ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ ïðè
çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè ïîäçàðÿäêè.

Ëþáàÿ ñèñòåìà, èñïîëüçóþùàÿ ìåõàíèçì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè, ïîìèìî
"ñáîðùèêà" ýíåðãèè, ñíàáæåíà àêêóìóëÿòîðîì, êîòîðûé èìååò ñâîéñòâî ñàìî-
ðàçðÿäêè, òî åñòü ïîòåðè ýíåðãèè â ïåðèîä ïðîñòîÿ. Áóäåò ëîãè÷íûì ó÷èòû-
âàòü äàííîå ñâîéñòâî â ìîäåëÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïèñûâàåìûì ñèñòåìàì. Â
äàííîé ðàáîòå ìû îáîáùàåì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ñòàòüå [12], íà ñëó÷àé,
ó÷èòûâàþùèé ýôôåêò ñàìîðàçðÿäêè. Ãëàâíîå îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðåçóëü-
òàòîâ ñîñòîèò â èçìåíåíèè ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè ïîäçàðÿäêè äëÿ ñîõðàíåíèÿ
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç 5 ïàðàãðàôîâ è Ïðèëîæåíèÿ. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïè-
ñûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò, â òðå-
òüåì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îïèñàííîé ìîäåëè, êîãäà êàæäàÿ áàòàðåÿ èìååò òîëüêî îäíó
ÿ÷åéêó äëÿ õðàíåíèÿ ýíåðãèè. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
êàæäàÿ áàòàðåÿ èìååò ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê äëÿ õðà-
íåíèÿ ýíåðãèè. Â Ïðèëîæåíèè ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé, èñ-
ïîëüçóåìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì.

2. Îïèñàíèå ìîäåëè è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà (äàëåå ñè-
ñòåìó/ìîäåëü) ñ îäíèì ïåðåäàþùèì ïðèáîðîì, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò è, ïðè
óñïåøíîé ïåðåäà÷å, îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèÿ. Âðåìÿ ñëîòèðîâàíî. Ïóñòü ξn �
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿþùàÿ êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé, ïîñòóïèâøèõ â íà-
êîïèòåëü ñèñòåìû â òå÷åíèè èíòåðâàëà âðåìåíè [n−1, n) (äàëåå n-ûé âðåìåííîé
ñëîò), è {ξn}n≥0 îáðàçóåò ñåìåéñòâî íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
(í.î.ð.) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì ìà-
òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì λ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çà îäèí âðåìåííîé ñëîò
ñèñòåìó ìîæåò ïîêèíóòü òîëüêî 1 ñîîáùåíèå, òî åñòü â êàæäîì âðåìåííîì
ñëîòå âîçìîæíû 3 ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè:

• Íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð íå ïîñòóïàëî ñîîáùåíèé (ïóñòîé ñëîò).
• Íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð ïîñòóïèëî îäíî ñîîáùåíèå è ê êîíöó âðåìåí-
íîãî ñëîòà ïîêèíóëî ñèñòåìó (óñïåõ ).

• Íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð ïîñòóïèëî 2 è áîëåå ñîîáùåíèé è ê êîíöó âðå-
ìåííîãî ñëîòà îíè âåðíóëèñü â íàêîïèòåëü ñèñòåìû (êîíôëèêò).

Ïóñòü p ∈ (0, 1) è p̂ ∈ [0, 1] � ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Ìû ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî êàæäîå ñîîáùåíèå ñíàáæåíî áàòàðååé ñ íåîãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì
ÿ÷ååê äëÿ õðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïðèáûâàåò â íàêîïèòåëü ñèñòåìû ñ ðàçðÿæåííîé
áàòàðååé, à òàêæå èìååò ìåõàíèçì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè. Ïðè ýòîì áàòàðåÿ
ïîäâåðæåíà ýôôåêòó ñàìîðàçðÿäêè. Ïîëíûé öèêë ðàáîòû ñèñòåìû â êàæäîì
âðåìåííîì ñëîòå ðàçáèò íà ñëåäóþùèå 5 ïîñëåäîâàòåëüíûõ èíòåðâàëîâ:

(i) Êàæäîå ñîîáùåíèå, èìåþùåå â íà÷àëå âðåìåííîãî ñëîòà áàòàðåþ, çàðÿ-
æåííóþ íà i ≥ 0 ÿ÷ååê, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
ïîñòóïàåò íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð ñ âåðîÿòíîñòüþ pi := 1− pi èëè îñòà-
åòñÿ â íàêîïèòåëå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− pi.
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(ii) Êàæäîå çàðÿæåííîå ñîîáùåíèå, îñòàâøååñÿ â íàêîïèòåëå, íåçàâèñèìî
îò îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû òåðÿåò îäíó åäèíèöó ýíåðãèè ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ p̂.

(iii) Íîâûå ñîîáùåíèÿ ïîñòóïàþò â íàêîïèòåëü ñ ðàçðÿæåííîé áàòàðååé.
(iv) Êàæäîå ñîîáùåíèå èç íàêîïèòåëÿ, êîòîðîå íå ïîòåðÿëî çàðÿä â èíòåð-

âàëå (ii), ïîëó÷àåò åäèíèöó çàðÿäà ñ âåðîÿòíîñòüþ µ ∈ [0, 1], êîòîðàÿ
çàâèñèò îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ñîîáùåíèé, íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå ê íà-
÷àëó âðåìåííîãî ñëîòà.

(v) Åñëè â èíòåðâàëå (i) ïðîèçîøåë êîíôëèêò, òî ñîîáùåíèÿ, ïîñòóïèâ-
øèå íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð, âîçâðàùàþòñÿ â íàêîïèòåëü, òåðÿÿ îäíó
åäèíèöó çàðÿäà.

Ñëó÷àé p = 0 ìû íå ðàññìàòðèâàåì, òàê êàê îí ýêâèâàëåíòåí ñòàíäàðòíîìó öåí-
òðàëèçîâàííîìó ïðîòîêîëó ALOHA, à ïðè p = 1 ñîîáùåíèÿ íå ìîãóò ïîêèíóòü
ñèñòåìó. Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ ñèñòåìà, ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå [12], ñîâïàäàåò
ñ äàííîé ñèñòåìîé ïðè p̂ = 0, òî åñòü ïðè îòñóòñòâèè ýôôåêòà ñàìîðàçðÿäêè.

Ïóñòü ξn � êîëè÷åñòâî íîâûõ ñîîáùåíèé, êîòîðûå ïðèáûëè â íàêîïèòåëü
ñèñòåìû â òå÷åíèè n-ãî âðåìåííîãî ñëîòà â èíòåðâàëå (iii), à qn � êîëè÷åñòâî
ñîîáùåíèé, ïðèñóòñòâóþùèõ â ñèñòåìå ê íà÷àëó (n + 1)-ãî âðåìåííîãî ñëîòà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v
(i)
n êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé, èìåþùèõ i ≥ 0 åäèíèö ýíåðãèè ê

íà÷àëó (n+ 1)-ãî âðåìåííîãî ñëîòà. Î÷åâèäíî, ÷òî

∞∑
i=0

v(i)n = qn ï.í.

Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â åäèíè÷íîì

êóáå [0, 1]3 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {UUU (i)
n,j}n,i≥0,j≥1, íåçàâèñèìûõ îò âõîäíîãî ïîòî-

êà, òî åñòü {ξn}n≥0. Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæ-
íî ðàçáèòü íà òðè íåçàâèñèìûõ ñåìåéñòâà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

èìåþùèõ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà åäèíè÷íîì îòðåçêå,
{
U

(i)
n,j

}
,
{
Û

(i)
n,j

}
è{

Ũ
(i)
n,j

}
òàê, ÷òî

UUU
(i)
n,j =

(
U

(i)
n,j , Û

(i)
n,j , Ũ

(i)
n,j

)
.

Ïóñòü 1(A) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ A, à µ : Z+ → [0, 1] � íåêîòîðàÿ
èçìåðèìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ñîîáùå-
íèé, ñêàæåì, ê íà÷àëó (n+1)-ãî âðåìåííîãî ñëîòà qn, çíà÷åíèå µ(qn) ðàâíî âå-
ðîÿòíîñòè ïîäçàðÿäêè êàæäîãî ñîîáùåíèÿ â èíòåðâàëå (iv) â òå÷åíèè (n+1)-ãî
âðåìåííîãî ñëîòà. Îïðåäåëèì ÷åðåç

Ï v v̂ ṽ
u û ũ = [u, v]× [ û, v̂ ]× [ ũ, ṽ ]

∗
u,

∗
v ∈ [0, 1]; ∗ ∈ { , ̂ , ˜ },

ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü â åäèíè÷íîì êóáå [0, 1]3 è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

B
(i)
n

(
k,Ï v v̂ ṽ

u û ũ

)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B(i)
n

(
k,Ï v v̂ ṽ

u û ũ

)
=


k∑

j=1

1
(
UUU

(i)
n,j ∈ Ï v v̂ ṽ

u û ũ

)
k ≥ 1,

0, k = 0.
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Ïóñòü

Inp = 1

( ∞∑
i=1

B(i)
n

(
v(i)n ,Ï pi 1 1

0 0 0

)
= 1

)
,

òî åñòü Inp � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî â (n+1)-îì âðåìåííîì
ñëîòå ïðîèçîøëà óñïåøíàÿ ïåðåäà÷à ñîîáùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ ðåêóðñèþ.

qn+1 = qn − Inp + ξn,

v
(1)
n+1 = B

(1)
n

(
v
(1)
n ,Ï

1 1 1
p1 p̂ µ(qn)

)
+B

(0)
n

(
v
(0)
n + ξn,Ï

1 1 µ(qn)
0 0 0

)
+B

(2)
n

(
v
(2)
n ,Ï 1 p̂ 1

p2 0 0

)
+B

(2)
n

(
v
(2)
n ,Ï p2 1 1

0 0 0

)
·
(
1− Inp

)
,

...

v
(i)
n+1 = B

(i)
n

(
v
(i)
n ,Ï

1 1 1
pi p̂ µ(qn)

)
+B

(i−1)
n

(
v
(i−1)
n ,Ï 1 1 µ(qn)

pi−1 p̂ 0

)
+B

(i+1)
n

(
v
(i+1)
n ,Ï 1 p̂ 1

pi+1 0 0

)
+B

(i+1)
n

(
v
(i+1)
n ,Ï pi+1 1 1

0 0 0

)
·
(
1− Inp

)
,

...

(M)

ãäå v
(0)
n = qn−

∞∑
i=1

v
(i)
n . Â ñèëó ãðîìîçäêîñòè ìîäåëè (M), ìû äàäèì èíòåðïðåòà-

öèþ åå ñëàãàåìûõ. Ðàññìîòðèì ðåêóðñèþ äëÿ ýëåìåíòîâ v
(i)
n+1 ïðè i ≥ 2. Ïåðâîå

ñëàãàåìîå

B(i)
n

(
v(i)n ,Ï 1 1 1

pi p̂ µ(qn)

)
ðàâíî êîëè÷åñòâó ñîîáùåíèé, êîòîðûå íå ïåðåäàâàëèñü íà ïåðåäàþùèé ïðè-
áîð, íå ðàçðÿæàëèñü è íå çàðÿæàëèñü â òå÷åíèè (n + 1)-ãî âðåìåííîãî ñëîòà
ñîîòâåòñòâåííî â èíòåðâàëàõ (i), (ii) è (iv). Ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå

B(i−1)
n

(
v(i−1)
n ,Ï 1 1 µ(qn)

pi−1 p̂ 0

)
ðàâíî êîëè÷åñòâó ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ íà i − 1 ÿ÷åéêó, êîòîðûå ïîëó÷èëè
åäèíèöó çàðÿäà â èíòåðâàëå (iv) â òå÷åíèè (n + 1)-ãî âðåìåííîãî ñëîòà. Äëÿ

ñëó÷àÿ i = 1, â âûðàæåíèè äëÿ v
(1)
n+1, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå èìååò ñëåäó-

þùèé âèä

B(0)
n

(
v(0)n + ξn,Ï

1 1 µ(qn)
0 0 0

)
,

òî åñòü åäèíèöó çàðÿäà ìîãëî ïîëó÷èòü êàæäîå íîâîå è ðàçðÿæåííîå ñîîáùå-
íèå. Òðåòüå ñëàãàåìîå

B(i+1)
n

(
v(i+1)
n ,Ï 1 p̂ 1

pi+1 0 0

)
ðàâíî êîëè÷åñòâó ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ íà i + 1 ÿ÷åéêó, êîòîðûå ïîòåðÿëè
çàðÿä â ñëåäñòâèè ñàìîðàçðÿäêè â èíòåðâàëå (ii). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

B(i+1)
n

(
v(i+1)
n ,Ï pi+1 1 1

0 0 0

)
·
(
1− Inp

)
ðàâíî êîëè÷åñòâó ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ íà i + 1 ÿ÷åéêó, êîòîðûå áûëè ïå-
ðåäàíû íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð â èíòåðâàëå (i) è ïîòåðÿëè åäèíèöó çàðÿäà â
èíòåðâàëå (v). Ïðè ýòîì ñîîáùåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèñòåìå òîëüêî â ñëó÷àå èõ
êîíôëèêòà.
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Çàìåòèì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüXn =
(
qn, v

(1)
n , v

(2)
n ...

)
ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèÿ â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå

X =

{
x =

(
q, v(1), v(2)...

)
∈ Z∞

+ :

∞∑
i=1

v(i) ≤ q

}
, (1)

è îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà. Âñþäó äàëåå íàì óäîáíî áóäåò îòîæäåñòâëÿòü ìîäå-
ëè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòîõàñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à òàêæå øàãè
öåïè è âðåìåííûå ñëîòû ðàáîòû ñèñòåìû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ðà-
áîòàåò ñòàáèëüíî, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé öåïü Ìàðêîâà ñõîäèòñÿ ê ñâîåìó
ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè, ñòàðòóÿ èç ëþáîãî
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x ∈ X.

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü (M) ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ó êàæäîãî ïîëüçîâàòåëÿ
ìåõàíèçìà äëÿ õðàíåíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê ýíåðãèè. Â ñóùå-
ñòâóþùèõ ñèñòåìàõ ñ ïåðåäà÷åé ýíåðãèè ïî ðàäèîêàíàëó (ñì., íàïðèìåð, [3])
ýíåðãèÿ, ïåðåäàâàåìàÿ áàçîâîé ñòàíöèåé, íàêàïëèâàåòñÿ ó êàæäîãî àáîíåíòà â
ñâîåì èíäèâèäóàëüíîì èñòî÷íèêå è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìà-
öèè. Îäíàêî, êàæäûé èíäèâèäóàëüíûé èñòî÷íèê èìååò òîëüêî îäíó ÿ÷åéêó äëÿ
õðàíåíèÿ ýíåðãèè. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü (M) îòðàæàåò ðàáîòó áåñïðîâîäíûõ
ñèñòåì, ñíàáæåííûõ ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè è ñàìîðàçðÿäêè, ñ
òåì îòëè÷èåì îò ñóùåñòâóþùèõ, ÷òî â íåé äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ íà-
ëè÷èå ìåõàíèçìà äëÿ õðàíåíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê ýíåðãèè ó
ïîëüçîâàòåëåé ñåòè. Â ïàðàãðàôå 5 ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè
ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óïîìÿíóòûì áåñïðî-
âîäíûì ñèñòåìàì.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû. Çàìåòèì, ÷òî áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè λ < 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáùåå êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé
â ñèñòåìå íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò (ñèñòåìà íåñòàáèëüíà) â ñèëó òîãî, ÷òî çà
îäèí âðåìåííîé ñëîò ìîæåò áûòü ïåðåäàíî ëèøü 1 ñîîáùåíèå. Ñëåäîâàòåëü-
íî P(ξ1 = 0) > 0. Òàêèì îáðàçîì, öåïü Ìàðêîâà (M) çà îäèí øàã ñ ïîëîæè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíÿåò ñîñòîÿíèå, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ àïåðèîäè÷åñêîé.
Ïîêàæåì, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ öåïè ÿâëÿþòñÿ ñîîáùàþùèìèñÿ. Ðàññìîòðèì äâà
ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèÿ x = (q, v(1), ...) ∈ X è x̃ = (q̃, ṽ(1), ...) ∈ X. Ïóñòü öåïü
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q ≥ q̃. ßñíî, ÷òî íóæíî íå áîëåå
äâóõ âðåìåííûõ ñëîòîâ, ÷òîáû ïðîèçâîëüíîå ñîîáùåíèå ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðî-
ÿòíîñòüþ ìîãëî ïîêèíóòü ñèñòåìó. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì âðåìåííîì ñëîòå
äàííîå ñîîáùåíèå ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷èò åäèíèöó çàðÿäà (â
èíòåðâàëå (iv)) è âî âòîðîì âðåìåííîì ñëîòå ñîîáùåíèå ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðî-
ÿòíîñòüþ ïîêèíåò ñèñòåìó (â èíòåðâàëàõ (i) è (v)). Ñëåäîâàòåëüíî ñ ïîëîæè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ q− q̃ ñîîáùåíèé ïîêèíåò ñèñòåìó çà 2(q− q̃) âðåìåííûõ
ñëîòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q < q̃. Â ñèëó òîãî, ÷òî P(ξ1 = s) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî
s ≥ 1, çíà÷èò ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ â ñèñòåìó ïîñòóïèò ïî êðàéíåé
ìåðå q̃ − q ñîîáùåíèé çà ⌈(q̃ − q)/s⌉ âðåìåííûõ ñëîòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç
⌈(q̃− q)/s⌉ âðåìåííûõ ñëîòîâ â ñèñòåìå áóäåò íå ìåíåå q̃ ñîîáùåíèé. Ó÷èòûâàÿ
ðàññóæäåíèÿ âûøå, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äîñòàòî÷íî ⌈(q̃−q)/s⌉+2(s−1) âðå-
ìåííûõ ñëîòîâ, ÷òîáû îáùåå êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé â ñèñòåìå ñòàëî ðàâíûì q̃.
Ïðè ýòîì ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ çà ëþáîå çàäàííîå êîëè÷åñòâî âðå-
ìåííûõ ñëîòîâ îáùåå êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé â ñèñòåìå íå èçìåíèòñÿ (â ñëåä-
ñòâèè êîíôëèêòîâ/ïóñòûõ ñëîòîâ). Òàêæå êàæäîå ñîîáùåíèå ìîæåò ïîëó÷èòü
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èëè ïîòåðÿòü åäèíèöó çàðÿäà â êàæäîì âðåìåííîì ñëîòå (â èíòåðâàëàõ (ii),
(iv) è (v)) ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ. Çíà÷èò ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ çà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ ñëîòîâ îáùåå êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé
â ñèñòåìå íå èçìåíèòñÿ, à òàêæå äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé, çà-
ðÿæåííûõ íà i ÿ÷ååê, áóäåò ðàâíî ṽ(i). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
âñå ñîñòîÿíèÿ öåïè ÿâëÿþòñÿ ñîîáùàþùèìèñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî öåïü Ìàðêîâà
(M) ïîëîæèòåëüíî âîçâðàòíà â íåêîòîðîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ÷åìó è ïî-
ñâÿùåíà áîëüøàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíîé òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé îñíî-
âàíî íà óòâåðæäåíèÿõ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â Ïðèëîæåíèè (ñì. ðàáîòû [11], [14]
è [13]). Âñþäó äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

P x(·) = P(· |X0 = x), E x(·) = E(· |X0 = x),

∥x∥l1 = ∥x∥ = q +

∞∑
i=1

v(i), p∗ =
1− p(1− p̂)

1− p
.

Òåîðåìà 1. Åñëè µ(q) èìååò ñëåäóþùèé âèä

µ(q) =

{
min(cp∗/q, 1), q ∈ N
1, q = 0

,

ãäå c > 0, òî ñèñòåìà (M) ñòàáèëüíà ïðè âõîäíîé èíòåíñèâíîñòè λ < ce−c

è íåñòàáèëüíà ïðè λ > ce−c.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè c = 1 ìû ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìóþ îáëàñòü ñòà-
áèëüíîñòè ñèñòåìû, òî åñòü λ < e−1.

3. Ñëó÷àé åäèíè÷íîé âìåñòèìîñòè

Â ðàáîòå [11] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c > 0

µ(q) =

{
min(c/q, 1), q ∈ N
1, q = 0

(2)

òî äâóìåðíàÿ öåïü Ìàðêîâà, îïèñûâàþùàÿ ñèñòåìó, â êîòîðîé ó êàæäîãî ñîîá-
ùåíèÿ àêêóìóëÿòîð íå ïîäâåðæåí ýôôåêòó ñàìîðàçðÿäêè è èìååò òîëüêî îäíó
ÿ÷åéêó äëÿ õðàíåíèÿ ýíåðãèè, ñòàáèëüíà ïðè âõîäíîé èíòåíñèâíîñòè λ < ce−c

è íåñòàáèëüíà ïðè λ > ce−c. Â òåêóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ äàííàÿ öåïü Ìàðêîâà
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäåqn+1 = qn − 1

(
Bn

(
v
(1)
n ,Ï p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)
+ ξn,

v
(1)
n+1 = B

(1)
n

(
v
(1)
n ,Ï 1 1 1

p1 0 0

)
+B

(0)
n

(
v
(0)
n + ξn,Ï

1 1 µ(qn)
0 0 0

) (Mold
1 )

Åñëè â ìîäåëè (M) ïîëîæèòü v
(i)
n ≡ 0 äëÿ âñåõ i ≥ 2, n ≥ 0, òî ïîëó÷èì

ñëåäóþùóþ ìîäåëüqn+1 = qn − 1
(
B

(1)
n

(
v
(1)
n ,Ï p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)
+ ξn,

v
(1)
n+1 = B

(1)
n

(
v
(1)
n ,Ï 1 1 1

p1 p̂ 0

)
+B

(0)
n

(
v
(0)
n + ξn,Ï

1 1 µ(qn)
0 0 0

) (M1)

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü z(*), ÷òîáû óêàçàòü, ÷òî ñèìâîë z îòíîñèòñÿ
ê ìîäåëè * ∈ {Mold

1 ,M1}, åñëè èç êîíòåêñòà ýòî íå ÿñíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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öåïè Ìàðêîâà (Mold
1 ) è (M1) ñòàðòóþò èç îäíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, òî

åñòü q0(M1) = q0(M
old
1 ) è v

(1)
0 (M1) = v

(1)
0 (Mold

1 ). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â êîíöå
ïåðâîãî âðåìåííîãî ñëîòà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

v
(1)
1 (M1) ≤ v

(1)
1 (Mold

1 ), q1(M1) = q1(M
old
1 ) ï.í., (3)

òàê êàê â ìîäåëè (M1) ïðèñóòñòâóåò ýôôåêò ñàìîðàçðÿäêè.
Â ðàáîòå [11] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñòàáèëüíîñòè öåïè (Mold

1 ) èñïîëüçóåòñÿ
îáîáùåííûé êðèòåðèé Ôîñòåðà (ñì. Ïðèëîæåíèÿ, óòâåðæäåíèå 2). Ïóñòü ïðîá-
íàÿ ôóíêöèÿ L(x) = q + v(1), à ôóíêöèÿ gR,k(x) � ñòóïåí÷àòàÿ, òàêàÿ ÷òî

gR,k(x) =

{
1, v(1) > R,

k, v(1) ≤ R.
(4)

Çíà÷åíèå R > 0 âûáèðàþò òàê, ÷òîáû, ïðè v
(1)
0 > R è ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè

q0, ñíîñ öåïè áûë îòðèöàòåëåí çà îäèí øàã. Çíà÷åíèå k ∈ Z+ âûáèðàþò òàêèì,
÷òîáû, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì q0 ≥ q̃, ñíîñ öåïè áûë îòðèöàòåëåí çà k øàãîâ.
Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà {x | L(x) ≤ q̃ + R} ñíîñ öåïè
îãðàíè÷åí, à âíå � îòðèöàòåëåí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñòàáèëüíîñòè öåïè (Mold
1 ) â ðàáîòå [11] èñïîëüçóåòñÿ

ñõîæèé ìåòîä (ñì. Ïðèëîæåíèÿ, óòâåðæäåíèå 3) ñ ïðîáíîé ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà

L̃(x) = q è ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé gR̃,k̃(x). Çíà÷åíèå R̃ > 0 âûáèðàþò òàê,

÷òîáû, ïðè v
(1)
0 > R̃ è ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè q0, ñíîñ öåïè áûë ïîëîæèòåëåí çà

îäèí øàã. Çíà÷åíèå k̃ ∈ Z+ âûáèðàþò òàêèì, ÷òîáû, ïðè v
(1)
0 ≤ R̃ è äîñòàòî÷íî

áîëüøîì q0 ≥ q̂, ñíîñ öåïè áûë ïîëîæèòåëåí çà k̃ øàãîâ. Òàêèì îáðàçîì, âíå

ìíîæåñòâà {x | L̃(x) ≤ q̂ } ñíîñ öåïè (Mold
1 ) ïîëîæèòåëåí.

Â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé òåîðåìû ìû áóäåì èñïîëüçî-

âàòü êîíñòàíòû R è R̃ èç ðàññóæäåíèé âûøå.

Òåîðåìà 2. Åñëè µ(q) èìååò ñëåäóþùèé âèä

µ(q) =

{
min(cp∗/q, 1), q ∈ N
1, q = 0

,

ãäå c > 0, òî ñèñòåìà (M1) ñòàáèëüíà ïðè âõîäíîé èíòåíñèâíîñòè λ < ce−c

è íåñòàáèëüíà ïðè λ > ce−c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ñòàáèëüíîñòè öåïè (M1). Âûáåðåì
ïðîáíóþ ôóíêöèþ L(x) = q + v(1) è ôóíêöèþ gR,k(x), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â
(4). Èç ñîîòíîøåíèé (3) ïîëó÷èì

E xL(X1(M1)) ≤ E xL(X1(M
old
1 )) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñíîñ öåïè (M1) çà îäèí øàã áóäåò îòðèöàòåëüíûì â îáëàñòè, ãäå

îòðèöàòåëåí ñíîñ öåïè (Mold
1 ), òî åñòü ïðè v

(1)
0 (Mold

1 ) > R. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñòàáèëüíîñòè äîñòàòî÷íî íàéòè ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå k ∈ Z+

òàêîå, ÷òî ñíîñ öåïè (M1) ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì çà k øàãîâ, ñòàðòóÿ èç

íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x, ïðè êîòîðîì v
(1)
0 (M1) ≤ R. Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèå â

íåñêîëüêî ýòàïîâ:

à) Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {v(1)n }n≥0 ìàæîðèðóåòñÿ öåïüþ, èìå-
þùåé îãðàíè÷åííûé ñíîñ.
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á) Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {v(1)n }n≥0, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
çíà÷åíèè q0, áëèçêà ê íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé öåïè, ñõîäÿùåéñÿ â
ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, èìåþùåé ðàñïðåäåëå-
íèå Ïóàññîíà.

â) Ïîäáåðåì k òàê, ÷òîáû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè q0, ñíîñ öåïè
ñòàë îòðèöàòåëüíûì çà k øàãîâ.

à) Ïóñòü {Yn}n≥0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü í.î.ð. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ýëåìåíòû
êîòîðîé íå çàâèñÿò îò ξn è èìåþò ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå

P(Yn > y) = sup
q≥c

P(B(1)
1 (q,Ï 1 1 µ(q)

0 0 0 ) > y). (5)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ y > 0 è äëÿ ëþ-
áîãî α > 0, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5) íå ïðåâîñõîäèò

sup
q≥c

E
eαB1(q,c/q)

eαy
= sup

q≥c

(
1 + (eα − 1)

c

q

)q
e−αy ≡ C1e

−αy,

ãäå C1 êîíå÷íà, òàê êàê
(
1 + (eα − 1) cq

)q
−→ exp(c(eα − 1)) < ∞, ïðè q −→ ∞.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå Y1 � ñîáñòâåííîå, òî åñòü P(Yn < ∞) = 1 äëÿ
âñåõ n ≥ 0 è, áîëåå òîãî, èìååò êîíå÷íûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ìîìåíò.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Z(1)
n = Y (1)

n + ξn, W
(1)
n+1 = B(1)

n

(
W (1)

n ,Ï 1 1 1
p1 p̂ 0

)
+ Z(1)

n , W
(1)
0 = v

(1)
0 . (6)

Èç ñâîéñòâ (IV) è (V) óòâåðæäåíèÿ 1 (ñì. Ïðèëîæåíèÿ)

E
(
v(1)n | v(1)0

)
≤ E

(
W (1)

n |W (1)
0

)
≤ v

(1)
0 + C(1), (7)

ãäå

C(1) =
E(Y1 + ξ1)

1− p( 1− p̂ )
=

EY1 + λ

1− p( 1− p̂ )
.

á) Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ṽn+1 = B(1)
n

(
Ṽn,Ï

1 1 1
p1 p̂ 0

)
+ ηn, (8)

ãäå {ηn}n≥0 � ñåìåéñòâî í.î.ð. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà
ñ ïàðàìåòðîì cp∗. Èñïîëüçóÿ (III) è (VI) ïóíêòû óòâåðæäåíèÿ 1 (ñì. Ïðèëîæå-

íèÿ), ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ṽn ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì cp∗/(1−p(1−p̂)) = c/(1−p) â ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè.
Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, ìû ìîæåì âûáðàòü l ≥ 0 òàê, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ l

sup
Ṽ0≤R

∣∣∣P x

(
B(1)

n

(
Ṽn,Ï

p1 1 1
0 0 0

)
= 1
)
− ce−c

∣∣∣ < δ/2, (9)

ãäå δ > 0 òàêàÿ, ÷òî λ+ δ < ce−c. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ k ìîæíî
âûáðàòü êîíñòàíòó C òàê, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

A1(k,C) =
{
W (1)

n ≤ C äëÿ âñåõ 0 ≤ n ≤ k
}
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íå ìåíüøå, ÷åì 1 − δ/2. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Ïóàññîíà ìû ìîæåì âûáðàòü
q̃ òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n, ïðè qn ≥ q̃, ðàññòîÿíèå ìåæäó

B
(1)
n

(
qn − v

(1)
n + ξn,Ï

1 1 µ(qn)
0 0 0

)
è ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì cp∗ íå

ïðåâîñõîäèò δ/2 â ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè ðàâíîìåðíî ïî v
(1)
n ∈ (0, 1, ..., C).

Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

P x

({
B(1)

n

(
qn − v(1)n + ξn,Ï

1 1 µ(qn)
0 0 0

)
= ηn, ∀n ∈ {l, ..., k}

}
∩A1(k, C)

)
≥ 1− δ/2.

Ñëåäîâàòåëüíî

P x

(
{v(1)n = Ṽn, ∀n ∈ {l, ..., k}} ∩A1(k,C)

)
≥ 1− δ/2. (10)

â) Âûáåðåì k > l òàê, ÷òî

−ε = kλ+ C(1) − (k − l)(ce−c − δ)

= k(λ− (ce−c − δ)) + l(ce−c − δ) + C(1) < 0. (11)

Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó (9) è (10), ïðè âñåõ n ∈ {l, l + 1, ..., k}, ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

sup
v
(1)
0 ≤R

∣∣∣P x

(
B(1)

n

(
v(1)n ,Ï p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)
− ce−c

∣∣∣ < δ. (12)

Íàêîíåö, èç (11) è (12), ïîëó÷èì

E x(L(Xk)− L(x)) = E x(qk − q0) + E x(vk − v0)

≤ kλ−
k∑

i=l+1

P x

(
B

(1)
i

(
v
(1)
i ,Ï p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)
+ C(1)

< kλ−
k∑

i=l+1

(ce−c − δ) + C(1) = kλ− (k − l)(ce−c − δ) + C(1) < −ε.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñòàáèëüíîñòè öåïè (M1), ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óò-
âåðæäåíèå 3, ñôîðìóëèðîâàííîå â Ïðèëîæåíèè. Ïóñòü nk � íåêîòîðàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî nk −→ ∞, ïðè k −→ ∞, à òàêæå
|nk+1 − nk| ≤ C < ∞ äëÿ ëþáîãî k ≥ 0. Â ñèëó íåðàâåíñòâà

qn ≥ qnk
− C ï.í. äëÿ âñåõ nk ≤ n ≤ nk+1 è k ≥ 0, (13)

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî, åñëè qnk
−→ ∞, ïðè k −→ ∞, òî qn −→ ∞, ïðè n −→ ∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèì L̃(x) = q è g(x) := gk̃,R̃(x), ãäå êîíñòàíòû k̃, R̃ áóäóò
çàäàíû äàëåå ïîäõîäÿùèì îáðàçîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çàäàííûõ â óñëîâèè
óòâåðæäåíèÿ 3 îãðàíè÷åíèÿõ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìàðêîâñêàÿ öåïü èìååò
ïîëîæèòåëüíûé ñíîñ

E x(∆g̃(x)1(∆g̃(x) ≤ M)) ≥ ε̃, (14)

ãäå ∆g̃(x) = L̃, (Xg̃(x))− L̃(x) è ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

(∆−
g̃(x))

2 = (min(0,∆g̃(x)))
2 (15)
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ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìî. Òîãäà èç óñëîâèé (13), (14), (15) è èç óòâåðæäåíèÿ
3, áóäåò ñëåäîâàòü

P x(L̃(Xn) −→ ∞) = 1.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (13), ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî, ïðè âûáðàííûõ ôóíêöèÿõ L̃

è g̃, âåðíî 0 ≥ ∆−
g̃(x) ≥ −k̃ ï.í. è, òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (15) âûïîëíåíî. Â

ñèëó òîãî, ÷òî E ξ1 = λ < 1, óñëîâèå (14) ýêâèâàëåíòíî

E x(∆g̃(x)) ≥ ε′, (16)

äëÿ íåêîòîðîãî ε′ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñòàáèëüíîñòè,
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (16).

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó íåñòàáèëü-
íîñòè öåïè (Mold

1 ). Â ñèëó (3) è ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ äëÿ ñëó÷àÿ íåñòà-
áèëüíîñòè öåïè (Mold

1 ), ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

R̃(M1) = R̃(Mold
1 )

Òàêèì îáðàçîì, ïðè v
(1)
0 > R̃

E x(q1 − q0) > 0.

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî íåñòàáèëüíîñòè öåïè (M1), äîñòàòî÷íî âû-

áðàòü íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè k̃, êîãäà ñíîñ öåïè ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ñòàáèëüíîñòè öåïè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (12). Òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè l, êîãäà âñïîìîãàòåëüíàÿ öåïü äîñòà-

òî÷íî áëèçêà ê ñâîåìó ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Âûáåðåì çíà÷åíèå k̃
òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

ε′ = k̃λ− l − (k̃ − l)(ce−c + δ)

= k̃(λ− (ce−c + δ)) + l(ce−c − δ)− l > 0, (17)

ãäå δ òàêàÿ, ÷òî

0 < δ < λ− ce−c.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè q0 > q̃ + k̃ è v
(1)
0 ≤ R̃, ïîëó÷èì

E x

(
L̃(Xk̃)− L̃(x)

)
≥ k̃λ− l −

k̃∑
i=l+1

P x

(
B

(1)
i

(
v
(1)
i ,Ï p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)

> k̃λ− l −
k̃∑

i=l+1

(ce−c + δ)

= k̃λ− l − (k̃ − l)(ce−c + δ) > ε′,

ãäå ε′ îïðåäåëåíà â (17). □

4. Ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîé âìåñòèìîñòè

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû è ðàñ-
ñóæäåíèÿ èç ðàáîòû [12], ãäå ìû ðàññìàòðèâàëè ìîäåëü (M) áåç ýôôåêòà ñà-
ìîðàçðÿäêè, òî åñòü ìîäåëü, â êîòîðîé p̂ = 0. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç (Mold). Ìû
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äîêàçàëè, ÷òî åå îáëàñòè ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè îáëàñòÿìè ìîäåëè (Mold

1 ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñòàáèëüíîñòè èñ-
ïîëüçîâàëàñü ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ

L(x) = q +

∞∑
i=1

p−i/2v(i). (18)

Ìû èñïîëüçîâàëè óòâåðæäåíèå 2 (Îáîáùåííûé êðèòåðèé Ôîñòåðà) ñ ôóíêöèåé
g(x) ñëåäóþùåãî âèäà

g(x) =

{
1, L(x)− q > R

k, L(x)− q ≤ R

Çíà÷åíèå R îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òàê, ÷òî ñíîñ öåïè, ñòàð-
òóþùåé èç ìíîæåñòâà

{x ∈ X | L(x)− q > R} ,

îòðèöàòåëåí çà îäèí øàã. Çíà÷åíèå k îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî øàãîâ íåîáõîäè-
ìûõ, ÷òîáû, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè q0 ≥ q̃, â äîïîëíåíèè ê óïîìÿ-
íóòîìó ìíîæåñòâó, ñíîñ öåïè ñòàíîâèëñÿ îòðèöàòåëüíûì. Â èòîãå, ìû èìååì
ìíîæåñòâî

{x ∈ X | L(x) ≤ q̃ +R},

âíóòðè êîòîðîãî ñíîñ öåïè îãðàíè÷åí, à âíå � îòðèöàòåëåí. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà íåñòàáèëüíîñòè öåïè (Mold) ìû èñïîëüçîâàëè óòâåðæäåíèå 3 (ñì. Ïðèëî-
æåíèÿ) ñ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà

L̃(x) = q (19)

è ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé

g(x) =

{
1, x ∈ H,

k̃, x ∈ H,

ãäå H = {x ∈ X | Px(I
0
p = 1) < ce−c}. Ìíîæåñòâî H òàêîâî, ÷òî ñíîñ öåïè,

ñòàðòóþùåé èç íåãî, ïîëîæèòåëåí çà îäèí øàã. Çíà÷åíèå k̃ âûáèðàþò òàê, ÷òî-
áû, ïðè x ∈ H è äîñòàòî÷íî áîëüøîì q0 ≥ q̂, ñíîñ öåïè áûë ïîëîæèòåëåí çà

k̃ øàãîâ. Òàêèì îáðàçîì, âíå ìíîæåñòâà {x ∈ X | L̃(x) ≤ q̂ } ñíîñ öåïè (Mold)
ïîëîæèòåëåí.

Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî öåïü (Mold) ñòàðòóåò èç ìíîæåñòâà

H ∪ {x ∈ X | L(x)− q ≤ R} .

Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå êîëè÷åñòâî èçíà÷àëüíî çàðÿæåííûõ ñîîáùåíèé îãðàíè-
÷åíî, òàê êàê ëèáî îãðàíè÷åí èçíà÷àëüíûé ñóììàðíûé çàðÿä â ñèñòåìå, ëèáî
îãðàíè÷åíà âåðîÿòíîñòü êîíôëèòêà â ïåðâîì âðåìåííîì ñëîòå.

Îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ áûëè ïîñâÿùåíû ñâåäåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé öåïè
(Mold) ê åå äâóìåðíîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ (Mold

1 ). Âî-ïåðâûõ, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
ñíîñ ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ áîëåå ÷åì íà îäíó ÿ÷åéêó, ìîæåò áûòü ñêîëü óãîä-
íî áëèçêèì ê 0 ïóòåì âûáîðà äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ q0. Âî-âòîðûõ, ìû
îïðåäåëèëè íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, ïîñëå êîòîðîãî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øîì çíà÷åíèè q0, óïîìÿíóòûå öåïè "âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî" ñ âåðîÿòíîñòüþ,
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äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê 1, â òå÷åíèå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè q0, çà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî øàãîâ, ñíîñ
öåïè (Mold) îïðåäåëÿåòñÿ ñíîñîì öåïè (Mold

1 ).
Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ öåïåé (M) è (M1). Îñíîâíîå îòëè-

÷èå ñèñòåìû (M) îò ñèñòåìû (Mold) çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè÷èè â ïåðâîé ýôôåêòà
ñàìîðàçðÿäêè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñèñòåìû ñòàðòóþò èç îäíîãî íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ, òî ñóììàðíûé çàðÿä âñåõ ñîîáùåíèé â ñèñòåìå (M) â êîíöå ïåðâîãî
âðåìåííîãî ñëîòà ìàæîðèðóåòñÿ ñóììàðíûì çàðÿäîì âñåõ ñîîáùåíèé â ñèñòåìå
(Mold) â êîíöå ïåðâîãî âðåìåííîãî ñëîòà. Â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè L(x) ñîîá-
ùåíèÿ, èìåþùèå áîëüøèé çàðÿä, èìåþò áîëüøèé âåñ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ L(x)
ìîíîòîííà ïî ñóììàðíîìó çàðÿäó âñåõ ñîîáùåíèé â ñèñòåìå. Òàêèì îáðàçîì,
ñíîñ öåïè (M) çà îäèí øàã ìàæîðèðóåòñÿ ñíîñîì öåïè (Mold), òî åñòü

E x [L(X1(M))− L(x)] ≤ E x

[
L(X1(M

old))− L(x)
]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïîëîæèòü R(M) = R(Mold). Òàêèì îáðàçîì, âñþäó
äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

L(X0)− q0 ≤ R.

Áîëåå òîãî, òàê êàê îáùåå êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé â ñèñòåìå â êîíöå ïåðâîãî
âðåìåííîãî ñëîòà íå çàâèñèò îò íàëè÷èÿ â ñèñòåìå ýôôåêòà ñàìîðàçðÿäêè, òî

E x

[
L̃(X1(M))− L̃(x)

]
= E x

[
L̃(X1(M

old))− L̃(x)
]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïîëîæèòü H(M) = H(Mold). Çàìåòèì, ÷òî íàéäåòñÿ

òàêîå çíà÷åíèå R̃, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå

{x ∈ X | ∥v∥ > R̃} ⊆ H,

òàê êàê ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå çàðÿæåííûõ ñîîáùåíèé âûñîêà âåðîÿòíîñòü
êîíôëèêòà. Âñþäó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

X0 = x ∈ H ∪ {x ∈ X | L(x)− q ≤ R}.

Ïåðåéäåì ê ñâåäåíèþ öåïè (M) ê (M1). Ïîêàæåì, ÷òî

à) ñíîñ ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ áîëåå ÷åì íà îäíó ÿ÷åéêó, ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ q0,

á) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè q0, ìîäåëè (M) è (M1) ñîâïàäàþò ñ
âåðîÿòíîñòüþ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1.

à) Çàìåòèì, ÷òî 1− Inp ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî

v
(i)
n+1 ≤ B(i)

n

(
v(i)n ,Ï 1 1 1

pi p̂ µ(qn)

)
+B(i−1)

n

(
v(i−1)
n ,Ï 1 1 µ(qn)

pi−1 p̂ 0

)
+B(i+1)

n

(
v(i+1)
n ,Ï 1 p̂ 1

pi+1 0 0

)
+B(i+1)

n

(
v(i+1)
n ,Ï pi+1 1 1

0 0 0

)
. (20)
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Ðàññìîòðèì ñíîñ öåïè çà n øàãîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (20) è âíåñåì
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîä çíàê ñóììû, òàê êàê x ∈ X è ∥vn∥ ≤ qn < ∞ ï.í.,

E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2(v(i)n − v
(i)
0 )

]
= E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2 E
(
v(i)n − v

(i)
0

∣∣∣ v(i)n−1

)]

≤ E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2
(
pi(1− p̂ )(1− µ(qn−1))v

(i)
n−1 + pi−1(1− p̂ )µ(qn−1)v

(i−1)
n−1

+pi+1p̂v
(i+1)
n−1 + (1− pi+1)v

(i+1)
n−1

)
−

∞∑
i=2

p−i/2v
(i)
0

]
= E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2
(
v
(i)
n−1 − v

(i)
0

)
−

∞∑
i=2

p−i/2(1− pi)v
(i)
n−1 +

∞∑
i=2

p−i/2(1− pi+1)v
(i+1)
n−1

−
∞∑
i=2

pi/2p̂v
(i)
n−1 +

∞∑
i=2

pi/2+1p̂v
(i+1)
n−1

+
∞∑
i=2

pi/2−1(1− p̂)v
(i−1)
n−1 µ(qn−1)−

∞∑
i=2

pi/2(1− p̂)v
(i)
n−1µ(qn−1)

]
.

Çàìåòèì, ÷òî

−
∞∑
i=2

p−i/2(1− pi)v
(i)
n−1 +

∞∑
i=2

p−i/2(1− pi+1)v
(i+1)
n−1 ≤ 0,

−
∞∑
i=2

pi/2p̂v
(i)
n−1 +

∞∑
i=2

pi/2+1p̂v
(i+1)
n−1 ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E x

[
∞∑
i=2

p−i/2(v(i)n − v
(i)
0 )

]
≤ E x

[
∞∑
i=2

p−i/2
(
v
(i)
n−1 − v

(i)
0

)]
+

∞∑
i=1

E xv
(i)
n−1µ(qn−1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó

E x

[
∞∑
i=2

p−i/2
(
v(i)n − v

(i)
0

)]
≤ E x

n−1∑
l=0

µ(ql)

∞∑
i=1

v
(i)
l . (21)

Çàìåòèì, ÷òî çà îäèí âðåìåííîé ñëîò, ñêàæåì (l + 1)-ûé, îáùåå êîëè÷åñòâî
çàðÿæåííûõ ñîîáùåíèé â ñðåäíåì âûðàñòåò íå áîëåå ÷åì íà cp∗ + λµ(ql). Â
íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè öåïè îáùåå êîëè÷åñòâî çàðÿæåííûõ ñîîáùåíèé íå ïðå-

âûøàåò max(R, R̃), ñëåäîâàòåëüíî çà n øàãîâ îáùåå êîëè÷åñòâî çàðÿæåííûõ
ñîîáùåíèé íå ïðåâûñèò

max(R, R̃) + (cp∗ + λµ(q0)) + (cp∗ + λµ(q1)) + ...+ (cp∗ + λµ(qn−1)).

Çà îäèí âðåìåííîé ñëîò èç ñèñòåìû ìîæåò óéòè íå áîëåå îäíîãî ñîîáùåíèÿ,
ïîýòîìó ql ≥ ql−1 − 1 ï.í. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

µ(ql) ≤ cp∗/(q0 − n+ 1) ï.í., ïðè l ≤ n− 1 è q0 ≥ n.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (21) íå ïðåâîñõîäèò

cp∗n
(
max(R, R̃) + n

(
cp∗ + λµ(q0 − n+ 1)

))
q0 − n+ 1

.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ q0 (ïðè ôèêñèðîâàííîì n) ñíîñ ñîîáùåíèé,
çàðÿæåííûõ áîëåå ÷åì íà îäíó ÿ÷åéêó, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

á) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ

A0(n) =
{
ïîñëå (n− 1)-îãî øàãà âñå èçíà÷àëüíî çàðÿæåííûå ñîîáùåíèÿ

ïîòåðÿëè âåñü ñâîé çàðÿä èëè ïîêèíóëè ñèñòåìó
}
,

A2(q0, k) =
{
B(i)

n

(
v(i)n ,Ï 1 1 µ(qn)

pi p̂ 0

)
= 0

äëÿ âñåõ i ≥ 1 è 0 ≤ n ≤ k
}
.

Çàìåòèì, ÷òî, ïðè íåêîòîðûõ k è n0 ≤ k, âíóòðè ñîáûòèÿ A0(n0)∩A2(q0, k) öåïü
(M) âåäåò ñåáÿ êàê öåïü (M1) íà âðåìåííîì îòðåçêå [n0, k], òàê êàê íà÷àëüíûå
ñîîáùåíèÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè n0 ïîòåðÿëè âåñü ñâîé çàðÿä è çà k øàãîâ íå
áûëî çàðÿæåíî íà áîëåå ÷åì îäíî äåëåíèå íè îäíîãî ñîîáùåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñ ìîìåíòà âðåìåíè n0 ïî ìîìåíò âðåìåíè k â ñèñòåìå íå áûëî ñîîáùåíèé,
çàðÿæåííûõ áîëåå ÷åì íà îäíî äåëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
äàííîãî ïóíêòà íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî

P x

(
A0(n0) ∩A2(q0, k)

)
−→ 1, ïðè q0 −→ ∞. (22)

Ïîêàæåì, ÷òî çàðÿæåííûå íà îäíó ÿ÷åéêó ñîîáùåíèÿ {v(1)n }n≥0 îãðàíè÷åíû
ýðãîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

{W (1)
n +max(R, R̃)}n≥0, W

(1)
0 = v

(1)
0 (M),

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {W (1)
n }n≥0 îïðåäåëåíà â (6). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çà-

ìåòèòü, ÷òî âñëåäñòâèå êîíôëèêòîâ è ñàìîðàçðÿäîê ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ íà
2 è áîëåå ÿ÷åéêè, îáùåå êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ íà îäíó ÿ÷åéêó,

óâåëè÷èòñÿ íå áîëåå ÷åì íà max(R, R̃). Òîãäà ÿñíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

A1(C, k) = {v(1)n ≤ C äëÿ âñåõ 0 ≤ n ≤ k}

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k è äîñòàòî÷íî áîëüøîì C = C(k) ñêîëü óãîäíî
áëèçêà ê 1. Âûáåðåì íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå 0 < δ < 1 è ïàðàìåòðû
C, k òàêèå, ÷òî

P x

(
A1(C, k)

)
≥ 1− δ/4.

Çàìåòèì, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

P x

(
A2(q0, k) ∩A1(C, k)

)
≥ P x

(
A2(q0, k) |A1(C, k)

)
(1− δ/4)

≥ P x

({
B(1)

n (max(R, R̃) + C,Ï 1 1 µ(qn)
0 0 0 ) = 0 äëÿ âñåõ 0 ≤ n ≤ k

})
(1− δ/4),

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè

íå áîëåå, ÷åì max(R, R̃) çàðÿæåííûõ ñîîáùåíèé, à òàêæå âåðîÿòíîñòü ïîäçà-
ðÿäêè îäíîãî ñîîáùåíèÿ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íå çàâèñèò îò çàðÿäà
äàííîãî ñîîáùåíèÿ. ßñíî, ÷òî âûðàæåíèå ñâåðõó áîëüøå, ÷åì(

1− µ(q0 − k)
)(max(R,R̃)+C)k

(1− δ/4).

Òàêèì îáðàçîì, ïóòåì âûáîðà äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ q0, ïîëó÷èì

P x

(
A2(q0, k) ∩A1(C, k)

)
≥ 1− δ/2.
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Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñ ðîñòîì n0, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A0(n0) ñòðåìèòñÿ ê
1. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå x ∈ {x ∈ X | L(x)− q ≤ R} óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî,
òàê êàê íà÷àëüíûé ñóììàðíûé çàðÿä â ñèñòåìå îãðàíè÷åí. Çíà÷èò, ñóùåñòâó-
åò íåêîòîðîå çàäàííîå êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ ñëîòîâ n1, íåîáõîäèìûõ, ÷òîáû
èçíà÷àëüíî çàðÿæåííûå ñîîáùåíèÿ ïîòåðÿëè âåñü çàðÿä ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñêîëü
óãîäíî áëèçêîé ê 1. Â ñëó÷àå x ∈ H ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷àëüíûé çàðÿä
êàæäîãî ñîîáùåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì âîçìîæíî ëèøü îäíîãî, íå ïðåâûøàåò
íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ b = b(p). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå çàäàííîå
êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ ñëîòîâ n2, íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ,
ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1, îäíî ñîîáùåíèå, èçíà÷àëüíî çàðÿæåííîå (ìíîãî) áî-

ëåå ÷åì íà b ÿ÷ååê, ïîêèíóëî ñèñòåìó è R̃−1 ñîîáùåíèé ïîòåðÿëè çàðÿä. Ïóñòü
n0 = max(n1, n2), òîãäà

P x(A0(n0)) ≥ 1− δ/2, ãäå x ∈ H ∪ {x ∈ X | L(x)− q ≤ R}.

Ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

P x

(
A0(n0) ∩A2(q0, k)

)
≥ P x

(
A0(n0) ∩A1(C, k) ∩A2(q0, k)

)
≥ 1− δ.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè çíà÷åíèÿ δ, (22) âûïîëíåíî.

Òàêèì îáðàçîì, ñíîñ öåïè (M) îïðåäåëÿåòñÿ ñíîñîì öåïè (M1). Ñëåäîâàòåëü-
íî, îáëàñòè ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè öåïè (M) ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè îáëàñòÿìè öåïè (M1).

5. Çàìå÷àíèå îá îãðàíè÷åííîé âìåñòèìîñòè

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ìîäåëè, â êîòîðûõ ó êàæäîãî ïîëüçîâàòåëÿ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ íàëè÷èå áàòàðåéêè ëèøü ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ÿ÷ååê äëÿ õðàíåíèÿ
ýíåðãèè. Ïðè ýòîì ìîäåëü (M), â ñëó÷àå íàëè÷èÿ áàòàðåéêè ñ m ÿ÷åéêàìè,
áóäåò âûãëÿäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qn+1 = qn − Inp + ξn,

v
(1)
n+1 = B

(1)
n

(
v
(1)
n ,Ï

1 1 1
p1 p̂ µ(qn)

)
+B

(0)
n

(
v
(0)
n + ξn,Ï

1 1 µ(qn)
0 0 0

)
+B

(2)
n

(
v
(2)
n ,Ï 1 p̂ 1

p2 0 0

)
+B

(2)
n

(
v
(2)
n ,Ï p2 1 1

0 0 0

)
·
(
1− Inp

)
v
(2)
n+1 = B

(2)
n

(
v
(2)
n ,Ï

1 1 1
p2 p̂ µ(qn)

)
+B

(1)
n

(
v
(1)
n ,Ï 1 1 µ(qn)

p1 p̂ 0

)
+B

(3)
n

(
v
(3)
n ,Ï 1 p̂ 1

p3 0 0

)
+B

(3)
n

(
v
(3)
n ,Ï p3 1 1

0 0 0

)
·
(
1− Inp

)
. . .

v
(m)
n+1 = B

(m)
n

(
v
(m)
n ,Ï

1 1 1
pm p̂ 0

)
+B

(m−1)
n

(
v
(m−1)
n ,Ï 1 1 µ(qn)

pm−1 p̂ 0

)

(Mm)

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1 âåðíà è äëÿ äàííîé ìîäåëè. Äåéñòâèòåëüíî, àíàëî-
ãè÷íî ðàññóæäåíèÿì â äîêàçàòåëüñòâå äëÿ öåïè (M), âûáåðåì ïðîáíûå ôóíê-
öèè (18), (19) è ïîêàæåì, ÷òî öåïü (Mm) ñâîäèòñÿ ê öåïè (M). Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî "çàïóñòèòü" óïîìÿíóòûå öåïè èç îäíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è çà-
ìåòèòü, ÷òî èç ïóíêòà (à) äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû, ñíîñ ñîîáùåíèé,
çàðÿæåííûõ áîëåå ÷åì íà m ÿ÷ååê, ñòðåìèòñÿ ê 0 ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ q0 è èç
ïóíêòà (á) âñå ñîîáùåíèÿ, èçíà÷àëüíî çàðÿæåííûå áîëåå ÷åì íà m ÿ÷ååê ïî-
òåðÿþò âåñü çàðÿä èëè ïîêèíóò ñèñòåìó ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé
ê 1, à òàêæå, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè q0, ñîîáùåíèÿ íå áóäóò çàðÿ-
æàòüñÿ áîëåå ÷åì íà îäíó ÿ÷åéêó ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1.
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Òàêèì îáðàçîì, íà íåêîòîðîì âðåìåííîì îòðåçêå öåïü (M) áóäåò "âåñòè ñåáÿ"
êàê öåïü (Mm) ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1, è ñíîñ öåïè (Mm)
áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñíîñîì öåïè (M).

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è Ñ. Ã. Ôîññó, à òàêæå
àíîíèìíîìó ðåöåíçåíòó çà êîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ è ðåêîìåíäàöèè.

6. Ïðèëîæåíèÿ

Ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû. Ïðèâåäåì ëåììó 1 èç ðàáîòû [11]. Ìû áóäåì äàëåå
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Dn(k, p) := k −Bn(k, 1− p) =

k∑
i=1

1(Un,i > 1− p),

ãäå {Un,i | n ∈ Z, i ≥ 1} ñåìåéñòâî íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ
íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. ßñíî, ÷òî Dn(k, p) èìååò áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè k è p.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü {Zn}n≥0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü í.î.ð. íåîòðèöàòåëü-
íûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-
äàíèåì EZ0 < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò ñåìåéñòâà í.î.ð.
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Un,i | n ∈ Z, i ≥ 1}.

(I) Äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ W0 è äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà p ∈ (0, 1),
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Wn+1 = Wn −Bn(Wn, 1− p) + Zn ≡ Dn(Wn, p) + Zn (23)

ýðãîäè÷íà.

(II) Äëÿ m ≤ n îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Dm:n(k, p) = Dn(Dn−1(...(Dm+1(Dm(k, p), p)..., p) (24)

è çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Dm:n(k, p) èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè k è pn−m+1. Òîãäà ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
W (n), îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

W (n) = Zn−1 +

∞∑
j=1

D(n−j):(n−1)(Zn−j−1, p), (25)

èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EW (n) = EZ0/(1− p) è îáðàçóåò
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äëÿ ðåêóðñèâíîãî óðàâíåíèÿ,

W (n+1) = Dn(W
(n), p) + Zn. (26)

(III) Ïóñòü Q � ðàñïðåäåëåíèå W (0). Òîãäà, äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
W0

P(Wn = W (n)) = P(Wl = W (l),∀l ≥ n) −→ 1 (27)

è, â ÷àñòíîñòè,

sup
A⊆Z+

|P(Wn ∈ A)−Q(A)| ≤ P(Wn ̸= W (n)) −→ 0, ïðè n −→ ∞. (28)
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè W0 è Z0 èìåþò êîíå÷íûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ìîìåíòû, òî

P(Wn ̸= W (n)) ≤ K1e
−K2n, (29)

äëÿ íåêîòîðûõ K1,K2 > 0 è äëÿ âñåõ N ≥ 0.
(IV) Äëÿ ëþáîãî n ≥ 0,

Wn ≤ W0 +W (n) ï.í. (30)

è

EWn ≤ EW0 +
EZ0

1− p
. (31)

(V) Ïóñòü Z̃n � ëþáàÿ äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òàêèõ ÷òî 0 ≤ Z̃n ≤ Zn ï.í.,
äëÿ âñåõ n. Ðàññìîòðèì ðåêóðñèþ

W̃n+1 = Dn(W̃n, p) + Z̃n (32)

ñ öåëî÷èñëåííûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì 0 ≤ W̃0 ≤ W0. Òîãäà

W̃n ≤ Wn ï.í., äëÿ âñåõ n ≥ 0. (33)

(VI) Â ÷àñòíîñòè, åñëè Z0 ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì c,
òî êàæäûé W (n) èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì c/(1− p).

Ñôîðìóëèðóåì âòîðîå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå èç ðàáîòû [13]. Ïóñòü
Xn � îäíîðîäíàÿ ïî âðåìåíè öåïü Ìàðêîâà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â íåêî-
òîðîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïóñòü L : X → R+ � íåêîòîðàÿ èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà. Ïóñòü g : X → N è h : X → R � èçìåðèìûå ôóíêöèè òàêèå,
÷òî:
1) h îãðàíè÷åíà ñíèçó: inf

x∈X
h(x) > −∞;

2) h àñèìïòîòè÷åñêè ïîëîæèòåëüíà: sup
K>0

inf
L(x)>K

h(x) > 0;

3) g ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà ñâåðõó: sup
L(x)≤N

g(x) < ∞ äëÿ âñåõ N ≥ 0;

4) g àñèìïòîòè÷åñêè îãðàíè÷åíà ôóíêöèåé h: inf
K>0

sup
L(x)>K

g(x)
h(x)

< ∞.

Äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà B ⊆ X îïðåäåëèì τB = inf{n ≥ 1 : Xn ∈ B}.
Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, åñëè P x(τB < ∞) = 1 è ïîëîæèòåëüíî
âîçâðàòíûì, åñëè sup

x∈X
E xτB < ∞. Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. (îáîáùåííûé êðèòåðèé Ôîñòåðà) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ (¾ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà¿) L(x) ≥ 0, è ôóíêöèè g
è h, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1)− 4) òàêèå, ÷òî

E(L(Xg(X0))− L(X0)|X0 = x) ≤ −h(x). (34)

Òîãäà ñóùåñòâóåò N0 ∈ N òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ N > N0 è âñåõ x ∈ X èìååì
E xτ < ∞ è sup

L(x)≤N

E xτ < ∞, ãäå τ ≡ τ(N) = inf{n ≥ 1 : L(x) ≤ N}.

Ñôîðìóëèðóåì òðåòüå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå èç ðàáîòû [14]. Äàííîå
óòâåðæäåíèå áîëåå àêêóðàòíî èçëîæåíî, à òàêæå äîêàçàíî ïðè áîëåå îáùèõ
óñëîâèÿõ â ðàáîòå [15]. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâåäåì òîëüêî ÷àñòíûé
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ñëó÷àé äëÿ îäíîðîäíûõ öåïåé Ìàðêîâà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n≥0

îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà òàêóþ, ÷òî

Xn+1 = f(Xn, αn)

ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì X0 = x, ãäå {αn}n≥0 îáðàçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-
âèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à f
� èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü äàëåå ∆ = L(X1) − L(X0), ãäå L � èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì

τ(N) = inf{n ≥ 0 : L(Xn) ≥ N}.

Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî h(t)� íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî (h(t))−1

èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå (1,∞).

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà N > 0, ε > 0, M > 0 è
òàêàÿ ôóíêöèÿ h(t), ÷òî
1) τ(N) < ∞ ï.í. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ öåïè;
2) Äëÿ âñåõ x ∈ X òàêèõ, ÷òî L(x) ≥ N , âûïîëíÿåòñÿ:

E x(∆ · 1(∆ ≤ M)) ≥ ε;

3) Ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {h(−min(0,∆)), X0 = x, L(x) ≥ N} ðàâíî-
ìåðíî èíòåãðèðóåìî.

Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X

P x( lim
n→∞

L(Xn) = ∞) = 1.
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