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Abstract. We present new polynomial approximation algorithms for
the 2-Perpatetic Salesman Problem and the 2-Cycle Cover Problem.
The m-Perpatetic Salesman Problem (m-PSP) is a generalization of the
classical Traveling Salesman Problem. In the m-PSP, we need to �nd
m edge disjoint Hamiltonian cycles of the extremal total weight in a
complete weighted graph G = (V,E). In the m-Cycle Cover Problem
(m-CC), we need to �nd m edge disjoint cycle covers of the extremal
weight in G. Many exact and approximation algorithms were proposed
for the case of m-PSP where we are given only one weight function
w : E → R+ and the weight of m Hamiltonian cycles H1, H2, . . . , Hm is
de�ned as w(H1)+ . . .+w(Hm). However, not so many results are known
for the case when we are givenm distinct weight functions w1, w2, . . . , wm

and the weight of H1, H2, . . . , Hm is de�ned as w1(H1) + w2(H2) +
. . . + wm(Hm) (the m-PSP-mW problem). Here we present a series of
polynomial algorithms with approximation ratios 1/2 and higher for
the 2-PSP-max-2W. As a supporting result, we produce a polynomial
algorithm with the asymptotic ratio 2

3
for the 2-CC-max-2W problem.
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1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à îá m êîììèâîÿæåðàõ (m-Perpatetic Salesman Problem èëè m-PSP) ÿâëÿåò-
ñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà (Traveling Salesman
Problem èëè TSP) è ñîñòîèò â ïîèñêå m ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ
öèêëîâ ñ ìèíèìàëüíûì ìëì ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì ðåáåð â ïîëíîì âçâå-
øåííîì ãðàôå G = (V,E). Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [4, 5, 6] ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîäåðæà-
òåëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è m-PSP, êàê íà ìèíèìóì, òàê è íà ìàêñèìóì, ÿâëÿþò-
ñÿ NP-òðóäíûìè. Ïîýòîìó âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ðàçðàáîòêà ïîëèíîìèàëüíûõ ïðè-
áëèæåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàçíûõ âåðñèé ýòîé çàäà÷è. Çà ïîñëåäíèå 20 ëåò áûëî
ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî òàêèõ àëãîðèòìîâ, îäíàêî áîëüøèíñòâî èç íèõ îòíîñÿòñÿ ê
ñëó÷àþ, êîãäà âî âõîäíîì ãðàôå G = (V,E) çàäàíà âñåãî îäíà âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ðåáåð
w : E → R+, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ âñåõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâH1, H2, . . . , Hm,
ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå çàäà÷è. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíûé âåñ ýòèõ öèêëîâ îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê w(H1) + w(H2) + . . .+ w(Hm).

Ïðè óêàçàííîì ïðåäïîëîæåíèè, äëÿ ñèììåòðè÷íîãî âàðèàíòà çàäà÷è m-PSP (êî-
ãäà âõîäíîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì, à âåñà ðåáåð óäîâëåòâîðÿþò òîæ-
äåñòâó w(xy) = w(yx)) áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Àãååâ è Ïÿòêèí [2]
ðàçðàáîòàëè ïîëèíîìèàëüíûé 2-ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì äëÿ ìåòðè÷åñêîé âåðñèè
çàäà÷è 2-PSP-min (êîãäà âåñà ðåáåð óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà). Äëÿ
çàäà÷è 2-PSP-max ñ ïðîèçâîëüíîé âåñîâîé ôóíêöèåé â [1, 14] áûëè ïîñòðîåíû ïî-
ëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìèè 3/4 è 7/9. Â [10] áûëî
ïîëó÷åíî íåñêîëüêî ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ, âêëþ÷àÿ àëãîðèòì
ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 6/5, äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è 2-PSP-min, êîãäà âåñà ðå-
áåð ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 è 2 (çàäà÷à 2-PSP(1,2)-min). Äëÿ ìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòà
çàäà÷è m-PSP-max (ïðè ïðîèçâîëüíîì m) â [11] áûë ðàçðàáîòàí ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé 5/6, à äëÿ åâêëèäîâîé çàäà÷è m-PSP-max â [3]
áûë ïîëó÷åí àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì. Äëÿ íåñèììåòðè÷-
íîãî âàðèàíòà çàäà÷è m-PSP-max (êîãäà âõîäíîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì)
â [13] áûë ïîñòðîåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé òî÷íîñòè
2/3.

Ãîðàçäî ìåíüøå ðåçóëüòàòîâ áûëî ïîëó÷åíî äëÿ çàäà÷è m-PSP â ñëó÷àå, êîãäà
âî âõîäíîì ãðàôå G = (V,E) çàäàíî m âåñîâûõ ôóíêöèé w1, w2, . . . , wm : E → R+,
à ñóììàðíûé âåñ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1, H2, . . . , Hm îïðåäåëÿåòñÿ êàê w1(H1) +
w2(H2) + . . . + wm(Hm) (òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à m-PSP-mW). Òàê â ðàáîòàõ [12, 15]
èññëåäîâàëàñü ïîñòàíîâêà çàäà÷è 2-PSP-min-2W ñ âåñàìè ðåáåð 1 è 2 è áûëè ïðåäëî-
æåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè 7/5 [12] è 4/3 [15]. Â [17] äëÿ
ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è 2-PSP-max-2W áûë ïîëó÷åí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ àñèìï-
òîòè÷åñêîé îöåíêîé 11/16. Ïðè ýòîì íè â îäíîé èç ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò íè
ïðè êàêîì m ≥ 2 íå áûë ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ ãàðàíòèðîâàííîé
îöåíêîé òî÷íîñòè â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå çàäà÷è m-PSP-mW, êîãäà âåñîâûå ôóíê-
öèè w1, w2, . . . , wm ïðèíèìàþò ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå âïåðâûå ïîëó÷åíà ñåðèÿ ïîëèíîìèàëíûõ ïðèáëèæåííûõ àë-
ãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè 1/2 è âûøå äëÿ çàäà÷è 2-PSP-max-2W à òàêæå äëÿ
ñâÿçàííîé ñ íåé çàäà÷è î äâóõ ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâûõ ïîêðûòèÿõ ìàê-
ñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà â ãðàôå ñ äâóìÿ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè (çàäà÷à 2-CC-
max-2W).

Â ðàçäåëå 2 ñòàòüè ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Â ðàçäåëàõ
3 è 4 îïèñûâàþòñÿ ïîëèíîìàëüíûå 1/2-ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷è 2-PSP-
max-2W â åå ñèììåòðè÷íîé è íåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêàõ ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçäåë 5
ïîñâÿùåí îáîñíîâàíèþ òîãî, ÷òî îöåíêà òî÷íîñòè 1/2 ïîëó÷åííûõ âûøå àëãîðèòìîâ
ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé â îïðåäåëåííîì ñìûñëå. Â ðàçäåëå 6 ðàçðàáîòàí ïîëèîìèàëü-
íûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è 2-CC-max-2W ñ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé
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òî÷íîñòè 2
3
. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå 7, îñíîâûâàÿñü íà ìåòîäàõ è ïîäõîäàõ èç

ðàçäåëà 6, ïîñòðîåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è 2-PSP-max-2W, îöåíêà
òî÷íîñòè êîòîðîãî ïðåâûøàåò 1/2.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à îá m ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâûõ ïîêðûòèÿõ ìàê-
ñèìàëüíîãî âåñà â ãðàôå ñ îäíîé âåñîâîé ôóíêöèåé (çàäà÷à m-CC-max) ÿâëÿåòñÿ
ïîëèîíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé ïðè ëþáîì çíà÷åíèè m. Îäíàêî ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ
çàäà÷è m-CC-max-mW ïðè m ≥ 2 íàì íå èçâåñòåí.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü G = G(V,E,w1, w2) � ïîëíûé íåîðèåíòèðîâàííûé èëè îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô ñ n âåðøèíàìè è íåîòðèöàòåëüíûìè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè ðåáåð (äóã) w1 :
E → R+ è w2 : E → R+. Äëÿ êàæäîãî ïîäãðàôà G′ ãðàôà (îðãðàôà) G ÷åðåç w(G′)
îáîçíà÷àåòñÿ ñóììàðíûé âåñ ðåáåð (äóã), ñîñòàâëÿþùèõ G′.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V (îð)ãðàôà G ÷åðåç d(v) îáîçíà÷èì ñòåïåíü âåðøèíû

v, òî åñòü êîëè÷åñòâî èíöèäåíòíûõ v ðåáåð (äóã). Â ñëó÷àå îðèåíèòðîâàííîãî ãðàôà
G áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

d+(v) � ïîëóñòåïåíü èñõîäà � êîëè÷åñòâî èñõîäÿùèõ èç v äóã;
d−(v) � ïîëóñòåïåíü çàõîäà � êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ â v äóã;
ßñíî, ÷òî d(v) = d+(v) + d−(v) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V .
ÏîäãðàôG′ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôàG íàçûâàåòñÿ k-ðåãóëÿðíûì, åñëè äëÿ êàæ-

äîé åãî âåðøèíû v âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî d(v) = k. Ïîäãðàô G′ îðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà G áóäåì íàçûâàòü (k, k)-ðåãóëÿðíûì, åñëè äëÿ êàæäîé åãî âåðøèíû v âû-
ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà d+(v) = d−(v) = k. Öèêëîâûì ïîêðûòèåì èëè 2-ôàêòîðîì
(îðèåíòèðîâàííûì 2-ôàêòîðîì) â íåîðèåíòèðîâàííîì (îðèåíòèðîâàííîì) ãðàôå G
íàçûâàåòñÿ ëþáîé åãî îñòîâíûé 2-ðåãóëÿðíûé ((1,1)-ðåãóëÿðíûé) ïîäãðàô, òî åñòü
íàáîð èç âåðøèííî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ (êîíòóðîâ), ïîêðûâàþùèõ âñå âåðøè-
íû G.

×àñòè÷íûì òóðîì T â ãðàôå (îðãðàôå) G íàçîâåì íàáîð âåðøèííî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ (îðèåíòèðîâàííûõ) öåïåé, ïîêðûâàþùèõ âñå âåðøèíû G. Ñìåøàííûì òóðîì

â (îð)ãðàôå) G íàçîâåì íàáîð âåðøèííî íåïåðåñåêàþùèõñÿ (îðèåíòèðîâàííûõ) öåïåé
è öèêëîâ, ïîêðûâàþùèõ âñå âåðøèíû G. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå öåïè ìîãóò ñîñòîÿòü èç
îäíîé âåðøèíû; áóäåì íàçûâàòü òàêèå öåïè (ñèíãëàìè), à öåïè, ñîñòîÿùèå èç áîëåå
÷åì îäíîé âåðøèíû � íåòðèâèàëüíûìè öåïÿìè. ×åðåç |T | è p(T ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñ-
ëî ðåáåð è ÷èñëî öåïåé â ñìåøàííîì òóðå T , ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ñìåøàííîãî òóðà T âûïîëíÿíòñÿ ðàâåíñòâî:|T |+ p(T ) = |V (G)|.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ÷àñòè÷íûé òóð T â ãðàôå (îðãðàôå) G ìîæíî äîïîëíèòü äî
(îðèåíòèðîâàííîãî) ãàìèëüòîíîâà öèêëà H, äîáàâëÿÿ ê T ðåáðà (äóãè), ñîåäèíÿþ-
ùèå êîíöåâûå âåðøèíû öåïåé òóðà T . Ïðè ýòîì, â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè âåñîâûõ
ôóíêöèé w1 è w2, ñïðàâåäëìâû íåðàâåíñòâà w1(H) ≥ w1(T ) è w2(H) ≥ w2(T ). Òàê-
æå î÷åâèäíî, ÷òî èç ëþáîãî öèêëîâîãî ïîêðûòèÿ èëè ñìåøàííîãî òóðà Z (îð)ãðàôà
G ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòè÷íûé òóð T , óäàëÿÿ èç Z ÷àñòü ðåáåð (õîòÿ áû ïî îäíîìó
ðåáðó èç êàæäîãî öèêëà â Z). Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà w1(T ) ≤ w1(Z) è
w2(T ) ≤ w2(Z).

Äâóäîëüíîé ìîäåëüþ îðãðàôà G íàçîâåì äâóäîëüíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô B
c äîëÿìè V = V (G) è V ′, ãäå V ′ � ìíîæåñòâî äóáëèêàòîâ âñåõ âåðøèí îðãðàôà G, è
{X,Y ′} ∈ E(B) ⇔ (X,Y ) ∈ E(G).

Ñèììåòðè÷íàÿ (íåñèììåòðè÷íàÿ) çàäà÷à î äâóõ êîììèâîÿæ¼ðàõ íà ìàêñèìóì ñ
äâóìÿ ðàçëè÷íûèì âåñîâûìè ôóíêöèÿìè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 2-PSP-max-2W (2-APSP-
max-2W) è çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ðåáðàì (äóãàì)
(îðèåíòèðîâàííûõ) ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1, H2 â ãðàôå (îðãðàôå) G, äëÿ êîòî-
ðûõ ñóììàðíûé âåñ ñîñòàâëÿþùèõ èõ ðåáåð (äóã) ìàêñèìàëåí:

w1(H1) + w2(H2) → max
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(â îðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå äîïóñêàåòñÿ, ÷òî öèêë Hi ñîäåðæèò äóãó (X,Y ), à öèêë
Hj ñîäåðæèò âñòðå÷íóþ äóãó (Y,X)). ×åðåç w∗ áóäåì îáîçíà÷àòü âåñ îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è 2-PSP-max-2W (2-APSP-max-2W).

Äàëåå â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå è àíàëèç ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ A1/2 è

Ã1/2 äëÿ çàäà÷ 2-PSP-max-2W è 2-APSP-max-2W. Îñíîâíàÿ èäåÿ îáîèõ àëãîðèòìîâ
çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè â ãðàôå äâóõ öèêëîâûõ ïîêðûòèé ìàêñèìàëüíîãî âåñà îò-
íîñèòåëüíî âåñîâûõ ôóíêöèé w1 è w2 ñîîòâåòñòâåííî è ïîñëåäóþùåì ïðåîáðàçîâàíèè
ýòèõ ïîêðûòèé â äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëà, ñîñòàâëÿþ-
ùèõ èñêîìîå 1

2
-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è.

3. Àëãîðèòì A1/2 äëÿ çàäà÷è 2-PSP-max-2W

Åñëè n ≤ 14, òî ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ïåðåáîðà íàõîäèì â ãðàôå G äâà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïî ðåáðàì ãàìèëüòîíîâûõ öèêëà H∗

1 , H
∗
2 , ñîñòàâëÿþøèõ îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèåì çàäà÷è 2-PSP-max-2W. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≥ 15.

Ýòàï 1. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ãàáîâà èç [9] íàõîäèì â ãðàôåG öèêëîâîå ïîêðûòèå
C1, èìåþùåå íàèáîëüøèé âåñ w1(C1). Äàëåå c ïîìîùüþ òîãî æå àëãîðèòìà íàõîäèì
â G öèêëîâîå ïîêðûòèå C2, èìåþùåå íàèáîëüøèé âåñ w2(C2). Ïîñêîëüêó êàæäûé èç
ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H∗

1 è H∗
2 ÿâëÿåòñÿ öèêëîâûì ïîêðûòèåì G, òî âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà w1(C1) ≥ w1(H
∗
1 ) è w2(C2) ≥ w2(H

∗
2 ). Ñëåäîâàòåëüíî, w1(C1) +w2(C2) ≥

w∗. Ïðè ýòîì öèêëîâûå ïîêðûòèÿ C1 è C2 ìîãóò èìåòü îáùèå ðåáðà.

Ýòàï 2. Óäàëèì èç öèêëîâûõ ïîêðûòèé C1 è C2 ÷àñòü ðåáåð, ïðèìåíÿÿ àëãî-
ðèòì óäàëåíèÿ ðåáåð, îïèñàííûé â ðàçäåëå 3.1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâà ðåáåðíî-
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷íûõ òóðà T1, T2, äëÿ âåñà êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

w1(T1) + w2(T2)) ≥
1

2
w1(C1) + w2(C2)) ≥

1

2
w∗.

Ïðè ýòîì êàæäûé èç òóðîâ T1, T2 ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç òðåõ öåïåé, è äëèíà ëþáîé
åãî öåïè íå ïðåâîñõîäèò 5.

Ýòàï 3. Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó T → H, îïèñàííóþ â ðàçäåëå 3.2 è îñíîâàííóþ íà
ïðîöåäóðå T 3n → H èç ðàáîòû [10], äîïîëíÿåì òóð T1 äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H1,
íå èìåþùåãî îáùèõ ðåáåð ñ òóðîì T2. Äàëåå ñ ïîìîùüþ òîé æå ïðîöåäóðû T → H
äîïîëíÿåì òóð T2 äî ãàìèëüòîíîâà öèêëàH2, íå èñïîëüçóÿ ðåáåð èç óæå ïîñòðîåííîãî
öèêëà H1. Ïðåäúÿâëÿåì ïàðó ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1

è H2 â êà÷åñòâå èñêîìîãî 1/2-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 2-PSP-max-2W.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà äàííîãî àëãîðèòìà îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1. Ïðåäñòàâëíííûé âûøå àëãîðèòì A1/2 íàõîäèò â ïîëíîì âçâøåí-

íîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E,w1, w2) äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãà-

ìèëüòîíîâûõ öèêëà H1, H2, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

w1(H1) +w2(H2) ≥ 1
2
w∗. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A1/2 îöåíèâàåòñÿ êàê O(n3), ãäå

n � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 3.3.

3.1. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ.

Ïðîöåäóðà ïîëó÷àåò íà âõîä äâà öèêëîâûõ ïîêðûòèÿ C1 è C2 ñ ìàêñèìàëüíûì ñóì-
ìàðíûì âåñîì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé w1 è w2 ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå ïðîèñõîäèò óäà-
ëåíèå ÷àñòè ðåáåð èç C1 è C2 ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷-
íûõ òóðîâ T1 è T2 íåîáõîäèìîãî âåñà.

Íàçîâ¼ì ðåáðî ãðàôà G äâîéíûì, åñëè îíî âõîäèò â îáà öèêëîâûõ ïîêðûòèÿ C1 è
C2, è îäèíî÷íûì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîìó èç ýòèõ ïîêðûòèé.

Ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ äâîéíûõ ðåáåð.
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Ðàññìîòðèì â ãðàôå G ïîäãðàô D ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì âñåõ
äâîéíûõ ðåáåð G. ßñíî, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì êàæäîãî èç öèêëîâûõ ïîêðûòèé
C1 è C2. Ñëåäîâàòåëüíî, D � ýòî ñìåøàííûé òóð â G.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè P (öåïü èëè öèêë) â D. Ïóñòü
P = v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vk, ãäå vk = v0, åñëè P ÿâëÿåòñÿ öèêëîì. Îïðåäåëèì äâå
ñóììû âåñîâ ðåáåð:

W1 = w2(e1) + w1(e2) + w2(e3) + w1(e4) + . . .

W2 = w1(e1) + w2(e2) + w1(e3) + w2(e4) + . . .

Åñëè W1 > W2, òî óäàëèì èç C1 ðåáðà e1, e3, e5, . . ., à èç C2 óäàëèì ðåáðà e2, e4, e6, . . ..
Åñëè W2 ≥ W1, òî óäàëèì èç C1 ðåáðà e2, e4, e6, . . ., à èç C2 óäàëèì ðåáðà e1, e3, e5, . . ..
Â ðåçóëüòàòå â êàæäîì èç öèêëîâûõ ïîêðûòèé C1, C2 áóäåò óäàëåíî êàæäîå âòîðîå
ðåáðî öåïè (öèêëà) P , à ñóììàðíûé âåñ âñåõ óäàëåííûõ ðåáåð íå ïðåâîñõîäèò 1

2
(W1+

W2) =
1
2
(w1(P )+w2(P )). Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, âñå íå óäàëåííûå èç Ci ðåáðà

öåïè (öèêëà) P ïîïàðíî íåñìåæíû, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ïàðû ðåáåð e1, ek, â
ñëó÷àå, êîãäà P ÿâëÿåòñÿ öèêëîì íå÷åòíîé äëèíû k.

Ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ îäèíî÷íûõ ðåáåð.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé öèêë C â C1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U = e1, e2, e3, . . . , et
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ îäèíî÷íûõ ðåáåð èç C, ãäå ðåáðà îáîçíà÷åíû â ïîðÿäêå èõ
îáõîäà ïî öèêëó. Îïðåäåëèì äâå ñóììû âåñîâ ðåáåð:

W1 = w1(e1) + w1(e3) + w1(e5) + . . .

W2 = w1(e2) + w1(e4) + w1(e6) + . . .

Åñëè W1 > W2, òî óäàëèì èç C1 ðåáðà e2, e4, e6, . . .. Åñëè W2 ≥ W1, òî óäàëèì èç C1

ðåáðà e1, e3, e5, . . .. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà âåñîâ âñåõ óäàëåííûõ îäèíî÷íûõ ðåáåð öèêëà
C íå ïðåâîñõîäèò 1

2
w1(U). Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ êàæäûì öèêëîì èç C1 è èç C2,

ïðè ýòîì ðåáðà èç C2 áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíî âåñåîâîé ôóíêöèè w2.

Ëåììà 1. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóð óäàëåíèÿ äâîéíûõ è îäèíî÷íûõ

ðåáåð öèêëîâûå ïîêðûòèÿ C1 è C2 ïðåîáðàçóþòñÿ â ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷à-

ñòè÷íûå òóðû T1 è T2. Äëèíà ëþáîé öåïè â êàæäîì èç òóðîâ T1, T2 íå ïðåâîñõîäèò

5. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

w1(T1) + w2(T2) ≥
1

2
(w1(C1) + w2(C2)) ≥

1

2
w∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïèñàíèÿ ïðîöåäóð ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî T1 è T2 � ýòî ñìå-
øàííûå òóðû â G, íå ñîäåðæàùèå îáùèõ ðåáåð, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå
íåðàâåíñòâî. Äîêàæåì, ÷òî T1 è T2 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè òóðàìè. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç êàæäîãî öèêëà C â êàæäîì èç öèêëîâûõ ïîêðûòèé C1, C2

óäàëÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî ðåáðî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè öèêë C ñîäåðæèò õîòÿ áû äâà
îäèíî÷íûõ ðåáðà, òî îäíî èç íèõ óäàëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé óäàëåíèÿ îäèíî÷íûõ ðåáåð.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå C ñîäåðæèò öåïü èç |C| − 1 ≥ 2 äâîéíûõ ðåáåð, è õîòÿ áû îäíî
èç íèõ óäàëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé óäàëåíèÿ äâîéíûõ ðåáåð.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëèíà ëþáîé öåïè â êàæäîì èç òóðîâ T1, T2 íå ïðåâîñõîäèò
5. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ öåïü èç T1 (äëÿ öåïè èç T2 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî).
Ðàññìîòðèì â öèêëîâîì ïîêðûòèè C1 öèêë C = (v0, v1, . . . , vk−1, v0), ñîäåðæàùèé
öåïü P . Åñëè âñå ðåáðà C èçíà÷àëüíî áûëè äâîéíûìè, òî ïîñëå ïðîöåäóðû óäàëåíèÿ
äâîéíûõ ð¼áåð öåïü P ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî îäíî èëè äâà ðåáðà (à èìåííî, ðåáðà
e1 = v0v1 è ek = vk−1v0, â ñëó÷àå íå÷åòíîãî k). Ïóñòü öèêë C ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî
îäèíî÷íîå ðåáðî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðî e1 = v0v1 ÿâëÿåòñÿ
îäèíî÷íûì. Èç ïðîöåäóð óäàëåíèÿ ðåáåð ñëåäóåò, ÷òî â öåïè P íå ìîæåò áûòü äâóõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ äâîéíûõ ð¼áåð è åñòü òîëüêî îäíî èëè äâà îäèíî÷íûõ ðåáðà, à
èìåííî, ðåáðà e1 = v0v1 è et = vj−1vj ïðè íå÷åòíîì t. Åñëè öåïü P ñîäåðæèò òîëüêî
îäíî îäèíî÷íîå ðåáðî vi−1vi, òî îíà ìîæåò ñîäåðæàòü åùå òîëüêî äâà äâîéíûõ ðåáðà:
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vi−2vi−1 è vivi+1. Â ýòîì ñëó÷àå äëèíà P íå ïðåâîñõîäèò 3. Åñëè æå öåïü P ñîäåðæèò
îäèíî÷íûå ðåáðà e1 = v0v1 è et = vj−1vj , òî îíà ìîæåò ñîäåðæàòü åùå òîëüêî òðè
äâîéíûõ ðåáðà: vj−2vj−1, vjv0 è v1v2 (ïðè j = k − 1). Â ýòîì ñëó÷àå äëèíà öåïè P íå
ïðåâîñõîäèò 5. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

3.2. Ïðîöåäóðà T → H çàìûêàíèÿ ÷àñòè÷íîãî òóðà â ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Â ñòàòüå [10] áûëà îïèñàíà ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ, ïîëó÷àÿ íà âõîä ÷àñòè÷íûé òóð T
è ÷àñòè÷íûé òóð èëè ãàìèëüòîíîâ öèêë S, íå èìåþùèé îáùèõ ðåáåð ñ T , çà âðåìÿ
O(n) äîïîëíÿåò òóð T äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H, íå èìåþùåãî îáùèõ ðåáåð ñ S.
Óñëîâèåì êîððåêòíîé ðàáîòû ýòîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â òóðå T íå ìåíåå
òðåõ íåòðèâèàëüíûõ öåïåé. Ïîýòîìó ñíà÷àëà ìû äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû êàæäûé èç
ïîñòðîåííûõ íà Ýòàïå 2 àëãîðèòìà ÷àñòè÷íûõ òóðîâ T1, T2 ñîäåðæàë íå ìåíåå òðåõ
íåòðèâèàëüíûõ öåïåé.

Ñîãëàñíî ëåììå 1 êàæäàÿ öåïü â T1 è T2 ñîäåðæèò íå áîëåå øåñòè âåðøèí. Èç
íåðàâåíñòâà n ≥ 15 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî öåïåé â êàæäîì èç òóðîâ T1 è T2 íå ìåíüøå
òðåõ. Åñëè õîòÿ áû òðè èç ýòèõ öåïåé ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè, òî ïîëó÷àåì òðåáó-
åìîå. Åñëè òóð T1 ñîäåðæèò òîëüêî äâå íåòðèâèàëüíûå öåïè, òî îáùåå ÷èñëî âåðøèí
â ýòèõ öåïÿõ íå áîëüøå 12, à çíà÷èò, T1 ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå 15−12 = 3 ñèíãëà.
Ïîñêîëüêó â òóðå T2 íåò òðåóãîëüíèêîâ, òî êàêèå-òî äâà èç ýòèõ ñèíãëîâ íå ñîåäèíåíû
ðåáðîì â T2. Äîáàâëÿÿ ðåáðî ìåæäó íèìè ê òóðó T1, ïîëó÷àåì òðåòüþ íåòðèâèàëü-
íóþ öåïü â T1. Åñëè òóð T1 ñîäåðæèò òîëüêî îäíó íåòðèâèàëüíóþ öåïü, òî â íåì
åñòü íå ìåíåå 15˘6 = 9 ñèíãëîâ, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü äâå òðîéêè ñèíãëîâ, è
â êàæäîé òðîéêå ñîåäèíèòü êàêèå-òî äâà ñèíãëà ðåáðîì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òðè
íåòðèâèàëüíûõ öåïè â òóðå T1. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñ òóðîì T2.

Òåïåðü, êîãäà êàæäûé èç òóðîâ T1, T2 ñîäåðæèò õîòÿ áû ïî òðè íåòðèâèàëüíûõ
öåïè, ïðè ïîìîùè óïîìÿíóòîé âûøå ïðîöåäóðû èç [10], äîïîëíÿåì ÷àñòè÷íûé òóð
T1 äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H1, íå èìåþùåãî îáùèõ ðåáåð ñ òóðîì T2. Äàëåå ïðè ïî-
ìîùè òîé æå ïðîöåäóðû äîïîëíÿåì òóð T2 äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H2, íå èìåþùåãî
îáùèõ ðåáåð ñ óæå ïîñòðîåííûì öèêëîì H1. Â èòîãå ïîëó÷àåì äâà ðåáåðíî íåïåðå-
ñåâàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëà H1 è H2, ñîñòàâëÿþùèõ èñêîìîå ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è 2-PSP-max-2W.

3.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Èç íåðàâåíñòâà â ëåììå 1, íåîòðèöàòåëüíîñòè âåñîâûõ ôóíêöèé w1, w2 è òîãî ôàêòà,
÷òî ïîñòðîåíííûå ïðîöåäóðîé T → H ãàìèëüòîíîâû öèêëû H1 è H2 ñîäåðæàò âñå
ðåáðà ÷àñòè÷íûõ òóðîâ T1 è T2 ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóåò, ÷òî

w1(H1) + w2(H2) ≥ w1(T1) + w2(T2) ≥
1

2
w∗.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà A1/2 îïðåäåÿåòñÿ âðåìåíåì ðàáîòû àëãîðèòìà Ãàáîâà íà

Ýòàïå 1, êîòîðîå îöåíèâàåòñÿ êàê O(n3). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

4. Àëãîðèòì Ã1/2 äëÿ çàäà÷è 2-APSP-max-2W

Ïðèâåäåííûé íèæå àëãîðèòìÃ1/2 îñíîâàí íà òåõ æå èäåÿõ, ÷òî è àëãîðèòì A1/2

äëÿ çàäà÷è 2-PSP-max-2W, íî èìååò ðÿä îòëè÷èé.
Åñëè n ≤ 18, òî ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ïåðåáîðà íàõîäèì â îðãðàôå G äâà íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ ïî ðåáðàì îðèåíòèðîâàííûõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëà H1, H2, ÿâëÿþùèåñÿ
îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 2-APSP-max-2W. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > 18.

Ýòàï 1. Íàõîäèì â G äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâûõ ïîêðûòèÿ C1 è C2 ñ ìàêñè-
ìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì äóã îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé w1 è w2 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ
ïîèñêà C1 è C2 èñïîëüçóåì äâóäîëüíóþ ìîäåëü B îðãðàôà G, â êîòîðîé çà âðåìÿ
O(n3) íàõîäèì äâà ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî âåñà îòíîñèòåëüíî
êàæäîé èç âåñîâûõ ôóíêöèé. Íàéäåííûì ïàðîñî÷åòàíèÿì â B ñîîòâåòñòâóþò èñêî-
ìûå öèêëîâûå ïîêðûòèÿ C1 è C2 ìàêñèìàëüíîãî âåñà â G.
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Ýòàï 2. Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó �Ïîñòðîåíèå îðèåíòèðîâàííûõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ�,
îïèñàííóþ â ðàçäåëå 4.1, âûäåëèì â C1

⋃
C2 äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷-

íûõ òóðà T1, T2, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

w1(T1) + w2(T2) ≥
1

2
(w1(C1) + w2(C2)) ≥

1

2
w∗.

Ýòàï 3. Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû �Çàìûêàíèå îðèåíòèðîâàííûõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ
â ãàìèëüòîíîâû öèêëû�, îïèñàííîé â ðàçäåëå 4.2, äîïîëíèì ïîëó÷åííûå íà Ýòàïå 2
÷àñòè÷íûå òóðû T1, T2 äî ðåáåðíî íåïðåñåêàþùèõñÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãàìèëüòîíîâûõ
öèêëîâ H1, H2, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

w1(H1) + w2(H2) ≥ w1(T1) + w2(T2) ≥
1

2
w∗.

Ïðåäúÿâëÿåì ïàðó ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâH1, H2 â êà÷åñòâå èñêîìîãî ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è 2-APSP-max-2W.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ñòàòüè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïðåäñòàâëííûé âûøå àëãîðèòì Ã1/2 íàõîäèò â ïîëíîì âçâøåííîì

îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E,w1, w2) äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðèåíòè-

ðîâàííûõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëà H1, H2, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó w1(H1) + w2(H2) ≥ 1
2
w∗. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A1/2 îöåíèâàåòñÿ

êàê O(n3), ãäå n � ÷èñëî âåðøèí îðãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 4.3. Â ðàçäåëå 5 äîêàçûàåòñÿ, ÷òî

â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîãî íàìè ïîäõîäà îöåíêà òî÷íîñòè 1/2 àëãîðèòìîâ A1/2 è Ã1/2

ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé.

4.1. Ïîñòðîåíèå îðèåíòèðîâàííûõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ.

Ïðîöåäóðà ïîëó÷àåò íà âõîä äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâûõ ïîêðûòèÿ C1 è C2 ñ
ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé w1 è w2 ñîîòâåòñòâåííî.
Äàëåå ïðîöåäóðà ñòðîèò ÷àñòè÷íûå òóðû íåîáõîäèìîãî âåñà ïóòåì óäàëåíèÿ äóã èç
öèêëîâûõ ïîêðûòèé C1 è C2.

Íàçîâ¼ì äóãó e = (x, y) äâîéíîé, åñëè îíà âõîäèò â îáà öèêëîâûõ ïîêðûòèÿ C1 è
C2, è îäèíî÷íîé, åñëè îíà âõîäèò òîëüêî â îäíî èç ïîêðûòèé. Íàçîâåì äâîéíóþ äóãó
e = (x, y) ñèíãóëÿðíîé îòíîñèòåëüíî Ci, åñëè âñòðå÷íàÿ äóãà e′ = (y, x) ïðèíàäëå-
æèò öèêëîâîìó ïîêðûòèþ Ci, òî åñòü åñëè Ci ñîäåðæèò öèêë (x, e, y, e′, x) äëèíû 2.
Íàçîâåì ñèíãóëÿðíóþ äóãó e = (x, y) 2-ñèíãóëÿðíîé, åñëè âñòðå÷íàÿ äóãà e′ = (y, x)
ïðèíàäëåæèò îáîèì öèêëîâûì ïîêðûòèÿì C1 è C2, è 1-ñèíãóëÿðíîé, åñëè e′ ïðèíàä-
ëåæèò òîëüêî îäíîìó èç ïîêðûòèé C1 èëè C2. Íàçîâåì äóãó e = (x, y) öèêëîâîãî
ïîêðûòìÿ Ci êâàçèîäèíî÷íîé, åñëè îíà ëèáî îäèíî÷íàÿ, ëèáî 1-ñèíãóëÿðíàÿ îòíîñè-
òåëüíî C3−i. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äóãè e′ = (y, x) è e′′ = (x, y) ïîêðûòèÿ C3−i áóäåì
íàçûâàòü äîïîëíÿþùèìè (äëÿ e).

Ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ äâîéíûõ äóã.

Îïðåäåëèì îðãðàôD êàê îñòîâíûé ïîäãðàô âG, ñîñòîÿùèé èç âñåõ 2-ñèíãóëÿðíûõ
äâîéíûõ äóã è âñåõ äâîéíûõ äóã, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñèíãóëÿðíûìè. ßñíî, ÷òî êàæäàÿ
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòèD ÿâëÿåòñÿ öåïüþ èëè öèêëîì. Ïóñòü P = v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek,
vk �- ïðîèçâîëüíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè â D, ãäå vk = v0, åñëè P ÿâëÿåòñÿ öèêëîì.

Åñëè P ñîäåðæèò 2-ñèíãóëÿðíóþ äóãó ei = (vi−1, vi), òî êàæäîå èç öèêëîâûõ ïî-
êðûòèé C1 è C2 ñîäåðæèò îáå äóãè ei = (vi−1, vi) è e′i = (vi, vi−1), à çíà÷èò, ñîäåð-
æèò öèêë Z = (vi−1, ei, vi, e

′
i, vi−1) äëèíû 2. Îòñæäà ñëåäóåò, ÷òî k = 2, i = 1 è

P = Z = (v0, e1, v1, e
′
1, v0). Åñëè w1(e1) + w2(e

′
1) < w2(e1) + w1(e

′
1), òî óäàëèì èç C1

äóãó e1, à èç C2 óäàëèì äóãó e′1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óäàëèì èç C1 äóãó e′1, à èç C2

óäàëèì äóãó e1.
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Ïóñòü P íå ñîäåðæèò 2-ñèíãóëÿðíûõ (à çíà÷èò, è âîîáùå ñèíãóëÿðíûõ) äóã. Îïðå-
äåëèì äâå ñóììû âåñîâ äóã:

W1 = w2(e1) + w1(e2) + w2(e3) + w1(e4) + . . .

W2 = w1(e1) + w2(e2) + w1(e3) + w2(e4) + . . .

Åñëè W1 > W2, òî óäàëèì èç C1 äóãè e1, e3, e5, . . ., à èç C2 óäàëèì äóãè e2, e4, e6, . . ..
Åñëè W2 ≥ W1, òî óäàëèì èç C1 äóãè e2, e4, e6, . . ., à èç C2 óäàëèì äóãè e1, e3, e5, . . .. Â
ðåçóëüòàòå â êàæäîì èç öèêëîâûõ ïîêðûòèé C1, C2 áóäåò óäàëåíà êàæäàÿ âòîðàÿ äóãà
öåïè (öèêëà) P , à ñóììàðíûé âåñ âñåõ óäàë¼ííûõ äóã íå ïðåâîñõîäèò 1

2
(W1 +W2) =

1
2
(w1(P ) + w2(P )).

Ïðîöåäóðà óäàëåíèå êâàçèîäèíî÷íûõ è äîïîëíÿþùèõ äóã.

Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè êàæäûé öèêë C ïîêðûòèÿ C1. Åñëè C ñîñòîèò òîëüêî
èç äâîéíûõ äóã, òî C ïðèíàäëåæèò òàêæå öèêëîâîìó ïîêðûòèþ C2, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ
êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè â îðãðàôå D. Â ýòîì ñëó÷àå óäàëåíèå äóã èç C âûïîëíÿåòñÿ
ñîãëàñíî ïðîöåäóðå óäàëåíèÿ äâîéíûõ äóã.

Ïóñòü öèêë C ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó îäèíî÷íóþ äóãó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U =
e1, e2, e3, . . . , et ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ êâàçèîäèíî÷íûõ äóã èç C, ãäå äóãè îáîçíà-
÷åíû â ïîðÿäêå èõ îáõîäà ïî öèêëó. Äëÿ êàæäîé 1-ñèíãóëÿðíîé äóãè ei = (u, v)
îáîçíà÷èì ÷åðåç e′i = (v, u) è e′′i = (u, v) äîïîëíÿþùèå åå äóãè öèêëîâîãî ïîêðûòèÿ
C2. Äëÿ êàæäîé îäèíî÷íîé äóãè ej èç U òàêæå ôîðìàëüíî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ e′j è
e′′j , ñ÷èòàÿ e′j è e′′j ôèêòèâíûìè äóãàìè è ïîëàãàÿ w2(e

′
j) = w2(e

′′
j ) = 0. Îïðåäåëèì

äâå ñóììû âåñîâ äóã:

W1 = (w1(e1) + w2(e
′
1)) + w2(e

′′
2 ) + (w1(e3) + w2(e

′
3)) + w2(e

′′
4 ) + . . .

W2 = w2(e
′′
1 ) + (w1(e2) + w2(e

′
2)) + w2(e

′′
3 ) + (w1(e4) + w2(e

′
4)) + . . .

ÅñëèW1 > W2, òî óäàëèì èç C1 äóãè e2, e4, e6, . . ., à èç C2 óäàëèì äóãè e′′1 , e
′
2, e

′′
3 , e

′
4, . . ..

ÅñëèW2 ≥ W1, òî óäàëèì èç C1 äóãè e1, e3, e5, . . ., à èç C2 óäàëèì äóãè e′1, e
′′
2 , e

′
3, e

′′
4 , . . .

(ðàçóìååòñÿ, ðå÷ü èäåò îá óäàëåíèè èç C2 òîëüêî ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ äóã, äîïîë-
íÿþùèõ 1-ñèíãóëÿðíûå äóãè öèêëà C).

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà âåñîâ âñåõ óäàëåííûõ äóã íå ïðåâîñõîäèò 1
2

∑t
i=1(w1(ei) +

w2(e
′
i) + w2(e

′′
i )), òî åñòü íå ïðåâîñõîäèò ïîëóñóììû âåñîâ âñåõ êâàçèîäèíî÷íûõ è

äîïîëíÿþùèõ äóã äëÿ öèêëà C. Ïðèìåíèì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ê êàæäîìó öèêëó
èç C1 è C2.

Ëåììà 2. Â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóð óäàëåíèÿ äâîéíûõ, êâàçèîäèíî÷íûõ è äîïîëíÿ-

þùèõ äóã öèêëîâûå ïîêðûòèÿ C1 è C2 ïðåîáðàçóþòñÿ â ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

÷àñòè÷íûå òóðû T1 è T2. Äëèíà ëþáîé öåïè â êàæäîì èç òóðîâ T1, T2 íå ïðåâîñõî-

äèò 5. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

w1(T1) + w2(T2) ≥
1

2
(w1(C1) + w2(C2)) ≥

1

2
w∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïèñàíèÿ ïðîöåäóð ñëåäóåò, ÷òî T1 è T2 � ýòî ñìåøàííûå òó-
ðû áåç îáùèõ äóã, äëÿ âåñà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Äîêàæåì,
÷òî T1 è T2 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè òóðàìè, òî åñòü èç êàæäîãî öèêëà C â êàæäîì èç
öèêëîâûõ ïîêðûòèé C1, C2 óäàëÿåòñÿ õîòÿ áû îäíà äóãà. Åñëè öèêë C èìååò äëèíó
íå ìåíüøå 3 è ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå êâàçèîäèíî÷íûå äóãè, òî îäíà èç íèõ óäàëÿåò-
ñÿ ïðîöåäóðîé óäàëåíèÿ êâàçèîäèíî÷íûõ è äîïîëíÿþùèõ äóã. Åñëè C èìååò äëèíó
íå ìåíüøå 3 è ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé êâàçèîäèíî÷íîé äóãè, òî C ñîäåðæèò öåïü
èç |C| − 1 ≥ 2 äâîéíûõ äóã, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ óäàëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé óäà-
ëåíèÿ äâîéíûõ äóã. Ïóñòü C � öèêë äëèíû 2 â Ci. Åñëè îáå äóãè â C ÿâëÿþòñÿ
îäèíî÷íûìè, òî îäíà èç íèõ óäàëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé óäàëåíèÿ êâàçèîäèíî÷íûõè è äî-
ïîëíÿþùèõ äóã. Åñëè ðîâíî îäíà äóãà â C ÿâëÿåòñÿ îäèíî÷íîé, òî öèêë C ñîñòîèò
èç äâóõ äîïîëíÿþùèõ äóã äëÿ íåêîòîðîé 1-ñèíãóëÿðíîé äóãè ïîêðûòèÿ C3−i. Â ýòîì
ñëó÷àå îäíà èç äóã öèêëà C òàêæå óäàëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé óäàëåíèÿ êâàçèîäèíî÷íûõè
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è äîïîëíÿþùèõ äóã. Íàêîíåö, åñëè öèêë C îáðàçîâàí äâóìÿ äâîéíûìè äóãàìè, òî îáå
îíè ÿâëÿþòñÿ 2-ñèíãóëÿðíûìè, à çíà÷èò, îäíà èç íèõ óäàëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé óäàëåíèÿ
äâîéíûõ äóã.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëèíà ëþáîé öåïè â êàæäîì èç òóðîâ T1, T2 íå ïðåâîñõî-
äèò 5. Ïóñòü P � öåïü èç T1, è ïóñòü C = (v0, v1, . . . , vk−1, v0) � öèêë èç C1 äëèíû
k > 2, ñîäåðæàùèé P . Åñëè öèêë C ñîñòîèò òîëüêî èç äâîéíûõ äóã, òî ïîñëå ïðî-
öåäóðû óäàëåíèÿ äâîéíûõ äóã öåïü P áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî îäíó èëè äâå äóãè
(e1 = (v0, v1) è ek = (vk−1, v0), â ñëó÷àå íå÷åòíîãî k). Ïóñòü C ñîäåðæèò îäèíî÷íóþ
äóãó e1 = (v0, v1). Èç ïðîöåäóð óäàëåíèÿ äâîéíûõ è êâàçèîäèíî÷íûõ äóã ñëåäóåò, ÷òî
â öåïè P íå ìîæåò áûòü äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ äâîéíûõ äóã è ìîæåò áûòü âñåãî
îäíà èëè äâå êâàçèîäèíî÷íûå äóãè, à èìåííî, äóãè e1 = (v0, v1) è et = (vj−1, vj) ïðè
íå÷åòíîì t. Îòñþäà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåèèû 1 âûâîäèòñÿ, ÷òî äëèíà öåïè
P íå ïðåâîñõîäèò 5. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

4.2. Çàìûêàíèå îðèåíòèðîâàííûõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ â ãàìèëüòîíîâû öèê-

ëû.

Â ñòàòüå [16] áûëà îïèñàíà ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ, ïîëó÷àÿ íà âõîä îðèåíòèðîâàííûé
÷àñòè÷íûé òóð T è îðèåíòèðîâàííûé ÷àñòè÷íûé òóð èëè ãàìèëüòîíîâ öèêë S, íå
èìåþùèé îáùèõ äóã ñ T , çà âðåìÿ O(n) äîïîëíÿåò òóð T äî îðèåíòèðîâàííîãî ãà-
ìèëüòîíîâà öèêëà H, íå èìåþùåãî îáùèõ äóã ñ S. Óñëîâèåì êîððåêòíîé ðàáîòû ýòîé
ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â òóðå T íå ìåíåå ÷åòûðåõ öåïåé (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò
áûòü ñèíãëû).

Òàê êàê n > 18, è ïî ëåììå 2 êàæäàÿ öåïü òóðîâ T1 è T2 ñîäåðæèò íå áîëåå
øåñòè âåðøèí, òî êàæäûé èç ýòèõ òóðîâ ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç ÷åòûðåõ öåïåé.
Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó èç [16], ñïåðâà äîïîëíÿåì ÷àñòè÷íûé òóð T1 äî îðèåíòèðîâàí-
íîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H1, íå èìåþùåãî îáùèõ äóã ñ òóðîì T2. Äàëåå ïðè ïîìîùè
òîé æå ïðîöåäóðû äîïîëíÿåì òóð T2 äî îðèåíòèðîâàííîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H2,
íå èìåþùåãî îáùèõ äóã ñ óæå ïîñòðîåííûì öèêëîì H1. Â èòîãå ïîëó÷àåì äâà îðè-
åíòèðîâàííûõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëà H1 è H2 áåç îáùèõ äóã, ñîñòàâëÿþùèõ èñêîìîå
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è 2-APSP-max-2W.

4.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Èç íåðàâåíñòâà â ëåììå 2, íåîòðèöàòåëüíîñòè âåñîâûõ ôóíêöèé w1, w2 è òîãî ôàêòà,
÷òî ïîñòðîåíííûå ãàìèëüòîíîâû öèêëû H1 è H2 ñîäåðæàò âñå äóãè ÷àñòè÷íûõ òóðîâ
T1 è T2 ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóåò, ÷òî

w1(H1) + w2(H2) ≥ w1(T1) + w2(T2) ≥
1

2
w∗.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà A1/2 îïðåäåÿåòñÿ âðåìåíåì îòûñêàíÿ îðèåíòèðîâàííûõ öèê-

ëîâûõ ïîêðûòèé C1, C2 íà Ýòàïå 1, êîòîðîå îöåíèâàåòñÿ êàê O(n3). Òåîðåìà 2 äîêà-
çàíà.

5. �Íåóëó÷øàåìîñòü� îöåíêè òî÷íîñòè 1/2

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ âåñà îïòèìàëüíîãî ðå-
øåíèÿ â çàäà÷àõ 2-PSP-max-2W è 2-APSP-max-2W èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó w∗

1 + w∗
2 ,

ãäå w∗
1 è w∗

2 � ýòî îïòèìóìû äëÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì öèêëîâîì ïîêðûòèè ñ
âåñîâûìè ôóíêöèÿìè w1 è w2 ñîîòâåòñòâåííî (êàê ýòî äåëàåòñÿ âûøå ïðè àíàëè-

çå àëãîðèòìîâ A1/2 è Ã1/2), òî ïîëó÷åííóþ îöåíêó òî÷íîñòè 1/2 îòíîñèòåëüíî ýòîé
âåðõíåé ãðàíèöû óëó÷øèòü íåâîçìîæíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì âõîäíîé ãðàô (îðãðàô) G = (V,E,w1, w2), ãäå w1 =
w2, è âåñà âñåõ ðåáåð íåêîòîðîãî (îðèåíòèðîâàííîãî) ãàìèëüòîíîâà öèêëà H ðàâíû
1, à âåñà âñåõ îñòàëüíûõ ðåáåð ãðàôà ðàâíû íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ðà-
âåíñòâà w∗

1 = w∗
2 = n, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì öèêëîâûì ïîêðûòèåì
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îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç âåñîâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë H. Ïðè ýòîì
äëÿ âåñà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 2-PSP-max-2W (2-APSP-max-2W) òàêæå âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî w∗ = n, ïîñêîëüêó â ãðàôå G òîëüêî ðåáðà öèêëà H èìåþò íåíó-
ëåâîé âåñ, ðàâíûé 1, è êàæäîå èç ýòèõ ðåáåð ìîæåò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî îäíîìó èç
ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 2-PSP-max-2W
(2-APSP-max-2W). Ïîýòîìó äëÿ âåñà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
w∗ = 1

2
(w∗

1 +w∗
2) = n, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ çàäà÷ 2-PSP-max-2W è 2-APSP-

max-2W ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè âûøå 1/2 ïî îòíîøåíèþ
ê ñóììå w∗

1 + w∗
2 . Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííûé âûâîä îñòàåòñÿ â

ñèëå è â òîì ñëó÷àå, åñëè â êà÷åñòâå w∗
1 è w∗

2 ðàññìàòðèâàòü îïòèìóìû äëÿ çàäà÷è
êîììèâîÿæåðà TSP-max ñ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè w1 è w2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñäåëàííîå çàìå÷àíèå óêàçûâàåò íà îãðàíè÷åííîñòü èñïîëüçîâàííîãî íàìè ïîäõî-
äà, ïðè êîòîðîì àëãîðèòì íà ïåðâîì ýòàïå íåçàâèñèìî íàõîäèò äâà (ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïî ðåáðàì) ìàêñèìàëüíûõ öèêëîâûõ ïîêðûòèÿ äëÿ âåñîâûõ ôóíêöèé w1 è w2, à çàòåì
èñïîëüçóåò ýòè ïîêðûòèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 2-PSP-max-
2W (2-APSP-max-2W). Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ âåñà îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñóììà w∗

1 + w∗
2 . ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòî îãðàíè÷åíèå, ìû ïåðå-

õîäèì ê ðàçðàáîòêå ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è 2-CC-max-2W, êîòîðûé
íàõîäèò â ãðàôå äâà ðåáåðíî íåïåðñåêàþùèõñÿ öèêëîâûõ ïîêðûòèÿ C1 è C2, è ê ðàç-
ðàáîòêå îñíîâàííîãî íà àíàëîãè÷íûõ èäåÿõ àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è 2-PSP-max-2W ñ
îöåíêîé òî÷íîñòè, ïðåâûøàþùåé 1/2.

6. Àëãîðèòì A2/3−ε äëÿ çàäà÷è 2-CC-max-2W

Â ýòîì ðàçäåëå ÷åðåç C∗
1 è C∗

2 îáîçíà÷àþòñÿ äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèê-
ëîâûõ ïîêðûòèÿ âî âõîäíîì ãðàôå G, ñîñòàâëÿþùèå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è
2-CC-max-2W. Ïîëîæèì c∗1 = w1(C

∗
1 ) è c∗2 = w2(C

∗
2 ). Òîãäà âåñ îïòèìàëüíîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è 2-CC-max-2W ðàâåí c∗ = c∗1 + c∗2.
Â ïðèâåäåííîì íèæå àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûé àëãî-

ðèòì ïîèñêà öèêëîâîãî ïîêðûòèÿ ìàêñèìàëüíîãî âåñà êîððåêòíî ðàáîòàåò íå òîëüêî
äëÿ ïîëíîãî âõîäíîãî ãðàôà, íî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî.

Åñëè n ≤ 9, òî ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ïåðåáîðà íàõîäèì â ãðàôå G äâà ðåáåðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâûõ ïîêðûòèÿ C∗

1 , C
∗
2 , ñîñòàâëÿþùèå îïòèìàëüíîå ðåøåíèåì

çàäà÷è 2-CC-max-2W. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≥ 10.

Ýòàï 1.1. Íàõîäèì â ãðàôå G öèêëîâîå ïîêðûòèå C1, èìåþùåå íàèáîëüøèé âåñ
w1(C1). Óäàëÿåì èç G âñå ðåáðà ïîêðûòèÿ C1, è â ïîëó÷åííîì ãðàôå G \C1 íàõîäèì
öèêëîâîå ïîêðûòèå F2, èìåþùåå íàèáîëüøèé âåñ w2(F2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïàðó
ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâûõ ïîêðûòèé C1, F2 â G, ïðè÷åì w1(C1) ≥ c∗1.

Ýòàï 1.2. Íàõîäèì â G öèêëîâîå ïîêðûòèå C2, èìåþùåå íàèáîëüøèé âåñ w2(C2).
Óäàëÿåì èç G âñå ðåáðà ïîêðûòèÿ C2, è â ïîëó÷åííîì ãðàôå G\C2 íàõîäèì öèêëîâîå
ïîêðûòèå F1, èìåþùåå íàèáîëüøèé âåñ w1(F1). Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì ïàðó ðåáåðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâûõ ïîêðûòèé F1, C2, ïðè÷åì w2(C2) ≥ c∗2.

Ýòàï 2. Ôîðìèðóåì ñìåøàííûé òóð K1, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ðåáåð öèêëîâîãî ïî-
êðûòèÿ C2, íå ïðèíàäëåæàùèõ C1, è èç âñåõ òàêèõ ðåáåð e ∈ C1 ∩ C2, ÷òî w1(e) ≥
w2(e). Àíàëîãè÷íî ôîðìèðóåì ñìåøàííûé òóð K2, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ðåáåð ïîêðû-
òèÿ C1, íå ïðèíàäëåæàùèõ C2 è èç âñåõ òàêèõ ðåáåð e ∈ C1 ∩ C2, ÷òî w2(e) > w1(e).
Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî K1 è K2 � ýòî äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ñìåøàííûõ òóðà â G, ãäå K1 ⊆ C2, K2 ⊆ C1 è K1 ∪K2 = C1 ∪C2. Òàêæå íåòðóäíî ïî-
íÿòü, ÷òî ïàðà òóðîâ K1,K2 îáëàäàåò íàèáîëüøèì ðåáåðíûì âåñîì w1(K1) +w2(K2)
ñðåäè âñåõ òàêèõ ïàð ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñìåøàííûõ òóðîâ, ÷òî ïåðâûé èç
íèõ öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â C2, à âòîðîé � â C1.
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Ýòàï 3. Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ â ðàçäåëå 6.1, ïðåîáðàçóåì ñìåøàí-
íûé òóð K1 â öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1, íå ñîäåðæàùåå ðåáåð òóðà K2 è èìåþùåå âåñ

w1(Z1) ≥
(
1− 3

n−3

)
w1(K1). Äàëåå ñ ïîìîùüþ òîé æå ïðîöåäóðû ïðåîáðàçóåì òóð

K2 â öèêëîâîå ïîêðûòèå Z2, íå ñîäåðæàùåå ðåáåð èç óæå ïîñòðîåííîãî ïîêðûòèÿ Z1

è èìêþùåå âåñ w2(Z2) ≥
(
1− 3

n−3

)
w2(K2).

Ýòàï 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (J1, J2) òó èç ïàð ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâûõ
ïîêðûòèé (C1, F2), (F1, C2), (Z1, Z2), êîòîðàÿ èìååò íàèáîëüøèé âåñ w1(J1) +w2(J2).
Ïðåäúÿâëÿåì ïàðó öèêëîâûõ ïîêðûòèé (J1, J2) â êà÷åñòâå èñêîìîãî ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è 2-CC-max-2W.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïðåäñòàâëíííûé âûøå àëãîðèòì A2/3−ε íàõîäèò â ïîëíîì âçâøåí-

íîì ãðàôå G = G(V,E,w1, w2) äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâûõ ïîêðûòèÿ

J1, J2, äëÿ âåñà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî w1(J1) + w2(J2) ≥
(

2
3
− 1

n−3

)
c∗.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A2/3−ε îöåíèâàåòñÿ êàê O(n3), ãäå n � ÷èñëî âåðøèí ãðà-

ôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 6.2.

6.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ñìåøàííûõ òóðîâ â ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ öèê-

ëîâûå ïîêðûòèÿ.

Îïèñàííàÿ â ýòîì ðàçäåëå ïðîöåäóðà ïîëó÷àåò íà âõîä äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ñìåøàííûõ òóðà K1 è K2 (â ÷àñòíîñòè, ëþáîé èç ýòèõ òóðîâ ìîæåò áûòü öèêëîâûì
ïîêðûòèåì â G) è ïðåîáðàçóåò òóð K1 â öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1, íå èìåþùåå îáùèõ

ðåáåð ñ K2 è òàêîå, ÷òî w1(Z1) ≥
(
1− 3

n−3

)
w1(K1). Ïðîöåäóðà êîððåêòíî ðàáîòàåò

ïðè óñëîâèè n ≥ 10.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3. Ïóñòü T � ñìåøàííûé òóð âî âçâåøåííîì ãðàôå G = (V,E,w). Åñëè
òóð T ñîäåðæèò t ≥ 6 ðåáåð, òî â T íàéäóòñÿ òàêæå äâà íåñìåæíûõ ðåáðà e è e′,
÷òî w(e) + w(e′) ≤ 2w(T )/t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô L, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ âñå ðåáðà òóðà T , ïðè ýòîì â ãðàôå L äâå âåðøèíû ñìåæíû, åñëè ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ðåáðà òóðà T íåñìåæíû â G (èíûìè ñëîâàìè L � ýòî äîïîëíåíèå ðåáåðíîãî
ãðàôà L(T ) òóðà T ). Òàê êàê êàæäîå ðåáðî òóðà T ñìåæíî íå áîëåå ÷åì ñ äâóìÿ äðó-
ãèìè ðåáðàìè èç T , òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ãðàôà L íå ìåíüøå (t−1)−2 = t−3.
Ïîñêîëüêó t− 3 ≥ t/2 ïðè t ≥ 6, ïî òåîðåìå Äèðàêà (ñì. ðàçä. 10 â [7]) ãðàô L ñîäåð-
æèò ãàìèëüòîíîâ öèêë H = (e1, e2, . . . , et, e1). Ðàññìîòðèì â òóðå T ïàðû íåñìåæíûõ
ðåáåð (e1, e2), (e2, e3), . . . , (et−1, et), (et, e1). Ïîñêîëüêó ñóììàðíûé âåñ ðåáåð âî âñåõ
ýòèõ ïàðàõ ðàâåí 2(w(e1) +w(e2) + . . .+w(et)) = 2w(T ), òî âûáèðàÿ â êà÷åñòâå (e, e′)
òó èç óêàçàííûõ ïàð ðåáåð, êîòîðàÿ èìååò íàèìåíüøèé âåñ, ïîëó÷àåì èñêîìóþ îöåíêó
w(e) + w(e′) ≤ 2w(T )/t. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V îáîçíà÷èì ÷åðåç Ki(x) ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð òóðà
Ki, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå x. ßñíî, ÷òî |Ki(x)| ≤ 2. Áóäåì ïîëàãàòü Ki(x) = ∅, åñëè
â ãðàôå G îòñóòñòâóåò âåðøèíà x.

Ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ ïðîöåäóðû. Åñëè ñìåøàííûé òóð K1 ñîñòîèò òîëüêî èç
öèêëîâ, òî îí ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì öèêëîâûì ïîêðûòèåì Z1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K1

ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó öåïü. Ðàññìîòèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. Òóð K1 ñîäåðæèò ðîâíî îäíó öåïü P = u1, u2, . . . , uk (çäåñü è äàëåå â
îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ öåïè óêàçûâàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå âåðøèí). Òîãäà
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|K1| = n − 1. Åñëè k ≥ 3 è ðåáðî u1uk íå ïðèíàäëåæèò òóðó K2, òî, äîáàâëÿÿ ýòî
ðåáðî ê òóðó K1, ïîëó÷èì èñêîìîå öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1.

Ïóñòü k ≥ 3 è u1uk ∈ K2. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé òàêîé âåðøèíû x ∈ V ,
÷òî îáà ðåáðà xu1 è xuk ïðèíàäëåæàò òóðó K2 (â ýòîì ñëó÷àå â K2 èìååòñÿ öèêë
(x, u1, uk, x) äëèíû 3). Ïîëîæèì R = K1(x) ∪ {u1u2, u2u3, uk−2uk−1, uk−1uk} � ýòî
ïîäìíîæåñòâî ðåáåð òóðà K1 ìîùíîñòè íå áîëåå 6. Òîãäà |K1 \ R| ≥ n − 7. Âûáåðåì
âî ìíîæåñòâå K1 \ R ðåáðî e = yz íàèìåíüøåãî âåñà. Òîãäà w1(e) ≤ w1(K1)/(n − 7).
Óäàëèì ðåáðî e èç òóðà K1. Òîãäà ïîëó÷åííûé òóð K1 − e ñîäåðæèò ðîâíî äâå öåïè,
êîíöåâûìè âåðøèíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ u1, uk, y, z â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Èç óñëîâèé
e ̸∈ R è u1uk ∈ K2 ñëåäóåò, ÷òî âñå âåðøèíû u1, uk, y, z ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òóð K1 íå
ñîäåðæèò íè îäíîãî èç ðåáåð yu1, yuk, zu1, zuk è õîòÿ áû îäíà ïàðà ðåáåð yu1, zuk èëè
yuk, zu1 íå ñîäåðæèò ðåáðà èç K2. Äîáàâëÿÿ ýòó ïàðó ðåáåð ê òóðó K1 − e, ïîëó÷àåì

èñêîìîå öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1 âåñà w1(Z1) ≥ w1(K1) − w1(e) ≥
(
1− 1

n−7

)
w1(K1) ≥(

1− 3
n−3

)
w1(K1).

Ïóñòü k = 2. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ðåáåð R, ñîñòîÿùåå èç ðåáðà u1u2 è âñå òàêèõ
ðåáåð uv ∈ K1, ÷òî â òóðå K2 èìååòñÿ õîòÿ áû äâà ðåáðà, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû
èç {u, v} c âåðøèíàìè èç {u1, u2}. Òàê êàê â òóðàõ K1 è K2 êàæäàÿ âåðøèíà èìååò
ñòåïåíü íå áîëüøå 2, òî |R| ≤ 5. Òîãäà |K1 \ R| ≥ n − 6. Âûáåðåì âî ìíîæåñòâå
K1 \ R ðåáðî e = yz íàèìåíüøåãî âåñà w1(e) ≤ w1(K1)/(n − 6). Óäàëèì ðåáðî e
èç òóðà K1. Ïîëó÷åííûé òóð K1 − e ñîäåðæèò ðîâíî äâå öåïè, îäíîé èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ P = u1u2, à âòîðàÿ öåïü ïîëó÷àåòñÿ èç êàêîãî-òî öèêëà òóðà K1 óäàëåíèåì
ðåáðà e = yz. Èç óñëîâèÿ e ̸∈ R ñëåäóåò, ÷òî òóð K1 íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç ðåáåð
yu1, yu2, zu1, zu2 è õîòÿ áû îäíà ïàðà ðåáåð yu1, zu2 èëè yu2, zu1 íå âêëþ÷àåò ðåáåð
èç K2. Äîáàâëÿÿ ýòó ïàðó ðåáåð ê òóðó K1− e, ïîëó÷àåì èñêîìîå öèêëîâîå ïîêðûòèå

Z1 âåñà w1(Z1) ≥ w1(K1)− w1(e) ≥
(
1− 1

n−6

)
w1(K1) ≥

(
1− 3

n−3

)
w1(K1).

Ïóñòü k = 1, òî åñòü öåïü P = u1 ÿâëÿåòñÿ ñèíãëîì â K1. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ
âåðøèí x1, x2 ∈ V , ñìåæíûõ â òóðåK2 ñ âåðøèíîé v1. ÏîëîæèìR = K1(x2)∪K1(x2)�
ýòî ïîäìíîæåñòâî ðåáåð òóðà K1 ìîùíîñòè íå áîëåå 4. Òîãäà |K1\R| ≥ n−5. Âûáåðåì
âî ìíîæåñòâå K1 \ R ðåáðî e = yz íàèìåíüøåãî âåñà w1(e) ≤ w1(K1)/(n − 5). Òîãäà
òóð K1 − e ñîäåðæèò ðîâíî äâå öåïè, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ P = u1, à âòîðàÿ
öåïü ïîëó÷àåòñÿ èç êàêîãî-òî öèêëà â K1 óäàëåíèåì ðåáðà e = yz. Èç óñëîâèÿ e ̸∈ R
ñëåäóåò, ÷òî íèêàêîå èç ðåáåð yu1, zu1 íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç òóðîâ K1,K2.
Äîáàâëÿÿ ðåáðà yu1 è zu1 ê òóðó K1 − e, ïîëó÷àåì èñêîìîå öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1

âåñà w1(Z1) ≥ w1(K1)− w1(e) ≥
(
1− 1

n−5

)
w1(K1) ≥

(
1− 3

n−3

)
w1(K1).

Ñëó÷àé 2. p(K1) = 2, òî åñòü òóð K1 ñîäåðæèò äâå öåïè P1 = u1, u2, . . . , uk è
P2 = v1, v2, . . . , vl. Òîãäà |K1| = n−2. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ðåáåð u1v1, u1vl, ukv1, ukvl
íå ïðèíàäëåæèò òóðó K2, òî äîáàâèì ýòî ðåáðî ê òóðó K1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ñìåøàííûé òóð âåñà íå ìåíüøå w1(K1), ñîäåðæàùèé ðîâíî îäíó öåïü. Ïðåîáðàçóåì
ýòîò òóð â öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1, êàê îïèñàíî â Ñëó÷àå 1. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âñå ðåáðà u1v1, u1vl, ukv1, ukvl ïðèíàäëåæàò òóðó K2. Åñëè k ≥ 3 è ðåáðî u1uk íå
ïðèíàäëåæèò K2, òî äîáàâëÿÿ ýòî ðåáðî ê òóðó K1 è ïåðåõîäÿ ê Ñëó÷àþ 1, ïîëó÷èì
èñêîìîå öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1. Àíàëîãèí÷î ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà l ≥ 3
è v1vl ̸∈ K2. Ïîñêîëüêó â òóðå K2 êàæäàÿ èç âåðøèí u1, uk, v1, vl èìååò ñòåïåíü íå
áîëüøå 2, òî îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëåäóþùìå äâà ïîäñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 2.1. Îäíà èç öåïåé P1 èëè P2 ÿâëÿåòñÿ ñèíãëîì â K1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
P2 = v1. Â ýòîì ñëó÷àå u1v1 ∈ K2, ukv1 ∈ K2 è åñëè k ≥ 3, òî u1uk ∈ K2. Ïðè k ≥ 2
ïîëàãàåì R = {u1u2, uk−1uk}, à ïðè k = 1 âûáåðåì òàêóþ âåðøèíó x ∈ V \ {u1, v1},
÷òî xu1 ∈ K2 è xv1 ∈ K2, è ïîëîæèì R = K1(x) (åñëè òàêàÿ âåðøèíà x ñóùåñòâóåò,
òî îíà åäèíñòâåííà). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååì |R| ≤ 2 è |K1 \R| ≥ n− 4 ≥ 6.



ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß 2-PSP-2W È 2-CC-2W 935

Ïî ëåììå 3 ñìåøàííûé òóð K1 \R ñîäåðæèò òàêèå äâà íåñìåæíûõ ðåáðà e1 = y1z1
è e2 = y2z2, ÷òî w1(e1) + w1(e2) ≤ 2

n−4
w1(K1 \R) ≤ 2

n−4
w1(K1). Óäàëèì èç K1 ðåáðà

e1 è e2. Òàê êàê îíè íåñìåæíû ìåæäó ñîáîé, òî âñå âåðøèíû y1, y2, z1, z2 ïîïàðíî
ðàçëè÷íû. Ïðè ýòîì èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà R è óñëîâèÿ e1, e2 ̸∈ R ñëåäóåò, ÷òî
{y1, y2, z1, z2}∩{u1, uk, v1} = ∅. Åñëè k ≥ 2, òî â òóðå K2 âåðøèííà v1 íåñìåæíà ñ âåð-
øèíàìè èç ìíîæåñòâà {y1, y2, z1, z2}, à êàæäàÿ èç âåðøèí u1, uk ñìåæíà íå áîëåå ÷åì
ñ îäíîé âåðøèíîé èç ýòîãî ìíîæåñòâà (ïîñêîëüêó u1v1 ∈ K2 è ukv1 ∈ K2). Áåç ïîòåðè
îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â òóðå K2 âåðøèíû u1 è uk íåñìåæíû ñ âåðøèíàìè y1
è y2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîáàâëÿÿ ê òóðó K1 \ {e1, e2} ðåáðà u1y1, uky2, v1z1, v1z2, ïîëó-
÷àåì èñêîìîå öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1 âåñà w1(Z1) ≥ w1(K1) − (w1(e1) + w1(e2)) ≥(
1− 2

n−4

)
w1(K1) ≥

(
1− 3

n−3

)
w1(K1). Ïóñòü k = 1. Òîãäà u1v1 ∈ K2 è â òóðå

K2 êàæäàÿ èç âåðøèí u1, v1 ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà
{y1, y2, z1, z2}. Òàê êàê e1, e2 ̸∈ R, òî íè îäíà èç âåðøèí y1, y2.z1, z2 íå ìîæåò áûòü
ñìåæíà â K2 îäíîâðåìåííî ñ îáåèìè âåðøèíàìè u1 è v1. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî â òóðå K2 âåðøèíà u1 ñìåæíà òîëüêî ñ v1 è y1, à v1 ñìåæíà òîëüêî ñ u1 è y2.
Äîáàâëÿÿ ê òóðó K1 \ {e1, e2} ðåáðà u1y2, u1z2, v1y1, v1z1, ïîëó÷àåì èñêîìîå öèêëîâîå

ïîêðûòèå Z1 âåñà w1(Z1) ≥
(
1− 2

n−4

)
w1(K1) ≥

(
1− 3

n−3

)
w1(K1).

Ñëó÷àé 2.2. k = l = 2, òî åñòü P1 = u1u2, P2 = v1v2. Ïðè ýòîì ðåáðà u1v1, u1v2, u2v1,
u2v2 ïðèíàäëåæàò òóðóK2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òóðåK2 èìååòñÿ öèêë (u1, v1, u2, v2, u1)
äëèíû 4. Ïî ëåììå 3 ñìåøàííûé òóð K1 \ {u1v1, u2v2} ñîäåðæèò òàêèå äâà íåñìåæ-
íûõ ðåáðà e1 = y1z1 è e2 = y2z2, ÷òî w1(e1) + w1(e2) ≤ 2

n−4
w1(K1 \ {u1v1, u2v2}) ≤

2
n−4

w1(K1). Óäàëèì èç òóðà K1 ðåáðà e1 è e2. Òàê êàê íè îäíî èç ýòèõ ðåáåð íå

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó {u1v1, u2v2}, òî {y1, y2, z1, z2} ∩ {u1, u2, v1, v2} = ∅. Èç íàëè-
÷èÿ â òóðå K2 öèêëà (u1, v1, u2, v2, u1) ñëåäóåò, ÷òî íè îäíà èç âåðøèí u1, u2, v1, v2 íå
ñìåæíà â K2 ñ âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà {y1, y2, z1, z2}. Äîáàâëÿÿ ê òóðó K1 \ {e1, e2}
ðåáðà u1y1, u2z1, v1y2, v2z2, ïîëó÷èì èñêîìîå öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1 âåñà w1(Z1) ≥(
1− 2

n−4

)
w1(K1) ≥

(
1− 3

n−3

)
w1(K1).

Ñëó÷àé 3. p(K1) = 3, òî åñòü òóð K1 ñîäåðæèò òðè öåïè P1 = u1, u2, . . . , uk,
P2 = v1, v2, . . . , vl è P3 = w1, w2, . . . , wm. Òîãäà |K1| = n − 3. Åñëè õîòÿ áû îäíî
èç ÷èñåë k, l,m íå ðàâíî 1, ñêàæåì, m > 1, òî êàêîå-òî èç ðåáåð u1v1, u1w1, u1wm

íå ïðèíàäëåæèò òóðó K2. Äîáàâëÿÿ ýòî ðåáðî ê òóðó K1, ïîëó÷àåì ñìåøàííûé òóð,
ñîäåðæàùèé ðîâíî äâå öåïè, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèì ê Ñëó÷àþ 2.

Ïóñòü k = l = m = 1. Òîãäà âñå òðè öåïè òóðà K1 ÿâëÿþòñÿ ñèíãëàìè, à â òóðå
K2 èìååòñÿ öèêë (u1, v1.w1, u1) äëèíû 3 (èíà÷å ñíîâà ìîæíî ïåðåéòè ê Ñëó÷àþ 2).
Óäàëèì èç òóðà K1 òðè ðåáðà e1 = y1z1, e2 = y2z2 è e3 = y3z3 íàèìåíüøåãî âåñà
(ñåé÷àñ ìû äîïóñêàåì, ÷òî ñðåäè ýòèõ ðåáåð ìîãóò áûòü ñìåæíûå, òî åñòü ñðåäè âåð-
øèí y1, z1, y2, z2, y3, z3 ìîãóò áûòü ïîâòîðÿþùèåñÿ). Òîãäà w1(e1) +w1(e2) +w1(e3) ≤

3
n−3

w1(K1). Äîáàâëÿÿ ê òóðó K1 \ {e1, e2, e3} ðåáðà u1y1, u1z1, v1y2, v1z2, w1y3, w1z3,

ïîëó÷èì èñêîìîå öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1 âåñà w1(Z1) ≥
(
1− 3

n−3

)
w1(K1).

Ñëó÷àé 4. p(K1) ≥ 4, òî åñòü òóð K1 ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åòûðåõ öåïåé. Â ýòîì
ñëó÷àå ñðåäè ðåáåð ãðàôà G, ñîåäèíÿþùèõ êîíöû ðàçëè÷íûõ öåïåé òóðàK1, íàéäåòñÿ
ðåáðî, íå ïðèíàäëåæàùåå òóðó K2. Äîáàâèì ýòî ðåáðî ê òóðó K1. Áóäåì äåéñòâîâàòü
òàê äî òåõ ïîð, ïîêà â K1 íå îñòàíåòñÿ ðîâíî òðè öåïè. Ïîñëå ýòîãî ïåðåéäåì ê
Ñëó÷àþ 3.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû îïèñàííîé ïðîöåäóðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñìå-
øàííîãî òóðà K1 â öèêëîâîå ïîêðûòèå Z1 íå ïðåâîñõîäèò O(n2).

6.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà A2/3−ε îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì îòûñêàíèÿ öèêëîâûõ ïîêðû-

òèé C1, C2, F1, F2 íà Ýòàïàõ 1.1 è 1.2, êîòîðîå îöåíèâàåòñÿ êàê O(n3).
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Äîêàæåì îöåíêó òî÷íîñòè 2
3
− 1

n−3
. Ðàññìîòðèì â ãðàôå G ïàðó ðåáåðíî íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâûõ ïîêðûòèé C∗
1 , C

∗
2 , ñîñòàâëÿþùèõ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çà-

äà÷è 2-CC-max-2W. Ñîãëàñíî ðàíåå ââåäåííûì îáîçíà÷åíèÿì èìååì c∗1 = w1(C
∗
1 ),

c∗2 = w2(C
∗
2 ) è c∗ = c∗1 + c∗2 � ýòî îïòèìóì çàäà÷è 2-CC-max-2W. Òîãäà äëÿ íàéäåí-

íûõ àëãîðèòìîì íà Ýòàïàõ 1.1 è 1.2 öèêëîâûõ ïîêðûòèé C1 è C2 ñïðàâåäëèâû îöåíêè
wi(Ci) ≥ c∗i , i = 1, 2.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ðåáåð (ñìåøàííûå òóðû) â G: X1 = C∗
1 \ C2;

Y1 = C∗
1 ∩ C2; X2 = C∗

2 \ C1; Y2 = C∗
2 ∩ C1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 ìíîæåñòâà

Xi è Yi îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ðåáåð öèêëîâîãî ïîêðûòèÿ C∗
i , ÷òî âëå÷åò

ðàâåíñòâà wi(Xi) + wi(Yi) = c∗i , i = 1, 2.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåáåð X1 ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñìåøàííûé òóð â ãðàôå

G\C2, à ïîñòðîåííîå íà Ýòàïå 1.2 àëãîðèòìà öèêëîâîå ïîêðûòèå F1 òàêæå ñîäåðæèòñÿ
â ýòîì ãðàôå è èìååò â íåì íàèáîëüøèé âåñ w1(F1). Òàê êàê ñìåøàííûé òóð X1

ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â ðàçäåëå 6.1, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â öèêëîâîå
ïîêðûòèå F ′

1, ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùååñÿ ñ C2 (òî åñòü ñîäåðæàùååñÿ â ãðàôå G \C2)

è èìåþùåå âåñ w1(F
′
1) ≥

(
1− 3

n−3

)
w1(X1), òî äëÿ âåñà ìàêñèìàëüíîãî öèêëîâîãî

ïîêðûòèÿ F1 â G \ C2 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà w1(F1) ≥ w1(F
′
1) ≥

(
1− 3

n−3

)
w1(X1).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî w2(F2) ≥
(
1− 3

n−3

)
w2(X2).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñìåøàííõ òóðîâ Y1 è Y2 ñëåäóåò, ÷òî îíè íå èìåþò îáùèõ ðåáåð,
òàê êàê ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæàòñÿ â öèêëîâîì ïîêðûòèè C∗

1 , à âòîðîé � â C∗
2 , ãäå

C∗
1 ∩ C∗

2 = ∅. Êðîìå òîãî, òóð Y1 ñîäåðæèòñÿ â öèêëîâîì ïîêðûòèè C2, à òóð Y2 � â
C1. Íà Ýòàïå 2 àëãîðèòìà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îïðåäåëåííàÿ íà ýòîì ýòàïå ïàðà
ñìåøàííûõ òóðîâ K1,K2 èìååò íàèáîëüøèé âåñ w1(K1) + w2(K2) ñðåäè âñåõ òàêèõ
ïàð ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñìåøàííûõ òóðîâ, ÷òî ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèòñÿ
â C2, à âòîðîé � â C1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî w1(K1) + w2(K2) ≥ w1(Y1) + w2(Y2).
Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåííûõ íà Ýòàïå 3 öèêëîâûõ ïîêðûòèé Z1 è Z2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

w1(Z1) + w2(Z2) ≥
(
1− 3

n−3

)
(w1(K1) + w2(K2)) ≥

(
1− 3

n−3

)
(w1(Y1) + w2(Y2)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàÿâëåííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà A2/3−ε íåâåðíà. Òî-
ãäà äëÿ ïîñòðîåííûõ íà Ýòàïå 4 öèêëîâûõ ïîêðûòèé J1 è J2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî w1(J1) +w2(J2) <
(

2
3
− 1

n−3

)
c∗. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîêðûòèé J1 è J2, ñëåäóåò, ÷òî

w1(C1)+w2(F2) <
(

2
3
− 1

n−3

)
c∗, w1(F1)+w2(C2) <

(
2
3
− 1

n−3

)
c∗ è w1(Z1)+w2(Z2) <(

2
3
− 1

n−3

)
c∗. Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíèå òðè íåðàâåíñòâà è èñïîëüçóÿ ðàíåå ïîëó÷åííûå

ñîîòíîøåíèÿ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé öåïî÷êå íåðàâåíñòâ:(
2− 3

n− 3

)
c∗ > (w1(C1) + w2(C2)) + (w1(F1) + w2(F2)) + (w1(Z1) + w2(Z2)) ≥

(c∗1 + c∗2) +

(
1− 3

n− 3

)
(w1(X1) + w2(X2)) +

(
1− 3

n− 3

)
(w1(Y1) + w2(Y2)) =

c∗ +

(
1− 3

n− 3

)
(w1(X1) + w1(Y1)) + w2(X2) + w2(Y2)) =

c∗ +

(
1− 3

n− 3

)
(c∗1 + c∗2) = c∗ +

(
1− 3

n− 3

)
c∗ =

(
2− 3

n− 3

)
c∗.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî w1(J1) + w2(J2) ≥
(

2
3
− 1

n−3

)
c∗, òî åñòü

çàÿâëåííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè 2
3
− 1

n−3
âåðíà. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

7. Àëãîðèòì A>1/2 äëÿ çàäà÷è 2-PSP-max-2W

Â ýòîì ðàçäåëå, êàê è â ðàçäåëå 3, ÷åðåç H∗
1 , H

∗
2 îáîçíà÷àåòñÿ ïàðà ðåáåðíî íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è



ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß 2-PSP-2W È 2-CC-2W 937

2-PSP-max-2W. Ïîëîæèì w∗
i = wi(H

∗
i ), i = 1, 2; w∗ = w∗

1 + w∗
2 . Äëÿ êàæäîãî ãàìèëü-

òîíîâà öèêëà C â G îáîçíà÷èì ÷åðåç wC
i âåñîâóþ ôóíêöèþ ðåáåð, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò

ñ wi íà âñåõ ðåáðàõ íå èç öèêëà C è ðàâíà íóëþ íà âñåõ ðåáîàõ èç C. Íàçîâåì ïðî-

òóðîì ëþáîé ÷àñòè÷íûé òóð èëè ãàìèëüòîíîâ öèêë â G.
Â ïðåäñòàâëåííîì íèæå àëãîðèòìå A>1/2 â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðû

ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé èçâåñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A′ äëÿ çàäà÷è
îäíîãî êîììèâîÿæåðà íà ìàêñèìóì, îáëàäàþùèé ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè
L > 2/3. Ïðèìåðîì òàêîãî àëãîðèòìà ìîæåò ñëóæèòü ðàçðàáîòàííûé Ñåðäþêîâûì
[18] àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 3/4, à íàèëó÷øåé íà ñåãîäíÿ îöåíêîé 4/5 îáëàäàåò
àëãîðèòì èç [8]. Òðóäîåìêîñòü ýòèõ è ìíîãèõ äðóãèõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ
çàäà÷è TSP-max îöåíèâàåòñÿ êàê O(n3). Ïðè ýòîì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî
ýòèõ àëãîðèòìîâ êîððåêòíî ðàáîòàåò ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî âõîäíîé ãðàô G ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëíûì. Ýòî íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ïîäõîä, ðàíåå èñïîëüçîâàííûé â àëãîðèòìå
A2/3−ε, ïðè êîòîðîì öèêëîâîå ïîêðûòèå ìàêñèìàëüíîãî âåñà íàõîäèëîñü â ãðàôå, èç
êîòîðîãî áûëè óäàëåíû ðåáðà äðóãîãî öèêëîâîãî ïîêðûòèÿ. Âìåñòî ýòîãî â ïðåäëî-
æåííîì çäåñü àëãîðèòìå A>1/2 îáíóëÿþòñÿ âåñà ðåáåð, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó
ãàìèëüòîíîâó öèêëó, îäíàêî ñàìè ýòè ðåáðà íå óäàëÿþòñÿ èç ãðàôà. Îöåíêà òî÷íîñòè
àëãîðèòìà A>1/2 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé, ñî çíà÷åíèÿìè â ïðåäåëàõ îò 1/2 äî 4/7,
è çàâèñèò îò îöåíêè L àëãîðèòìà A′ äëÿ çàäà÷è TSP-max (òî÷íîå çíà÷åíèå îöåíêè
òî÷íîñòè ïðèâîäèòñÿ íèæå â òåîðåìå 4).

Ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà A>1/2. Åñëè n ≤ 5, òî ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ïåðå-
áîðà íàõîäèì â ãðàôå G äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà H∗

1 , H
∗
2 ,

ñîñòàâëÿþùèå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 2-PSP-max-2W. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≥ 6.

Ýòàï 1.1. Ïðèìåíÿÿ L-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì A′ äëÿ çàäà÷è TSP-max ê ãðàôó
G ñ âåñîâîé ôóíêöèåé w1, íàõîäèì â G ãàìèëüòîíîâ öèêë C1, èìåþùèé âåñ w1(C1) ≥
Lw∗

1 . Äàëåå ïðèìåíÿÿ òîò æå àëãîðèòì ê ãðàôó G c âåñîâîé ôóíêöèåé wC1
2 , íàõîäèì

ãàìèëüòîíîâ öèêë F ′
2. Åñëè öèêëû C1 è F ′

2 íå èìåþò îáùèõ ðåáåð, òî ïîëàãàåì F2 =
F ′
2 è ïåðåõîäèì íà Ýòàï 2. Èíà÷å óäàëÿåì èç F ′

2 âñå ðåáðà öèêëà C1 è ïîëó÷àåì
÷àñòè÷íûé òóð T2 = F ′

2 \C1, ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèéñÿ ñ C1 è èìåþùèé âåñ w2(T2) =

wC1
2 (F ′

2). Ïðèìåíÿÿ ê òóðó T2 ïðîöåäóðó èç ðàçäåëà 7.1, ïðåîáðàçóåì T2 â ãàìèëüòîíîâ

öèêë F2, íå ñîäåðæàùèé ðåáåð èç C1 è èìåþùèé âåñ w2(F2) ≥
(
1− 1

n−5

)
w2(T2) =(

1− 1
n−5

)
wC1

2 (F ′
2).

Ýòàï 1.2. Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì A′ ê ãðàôó G ñ âåñîâîé ôóíêöèåé w2, íàõîäèì â G
ãàìèëüòîíîâ öèêë C2 âåñà w2(C2) ≥ Lw∗

2 . Äàëåå ïðèìåíÿÿ òîò æå àëãîðèòì ê ãðàôó

G c âåñîâîé ôóíêöèåé wC2
1 , íàõîäèì ãàìèëüòîíîâ öèêë F ′

1. Åñëè öèêëû C2 è F ′
1 íå

èìåþò îáùèõ ðåáåð, òî ïîëàãàåì F1 = F ′
1 è ïåðåõîäèì íà Ýòàï 2. Èíà÷å ôîðìèðóåì

÷àñòè÷íûé òóð T1 = F ′
1 \C2, ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèéñÿ ñ C2 è èìåþùèé âåñ w1(T1) =

wC2
1 (F ′

1). Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû èç ðàçäåëà 7.1 ïðåîáðàçóåì òóð T1 â ãàìèëüòîíîâ

öèêë F1, íå ñîäåðæàùèé ðåáåð èç C2 è èìåþùèé âåñ w1(F1) ≥
(
1− 1

n−5

)
w1(T1) =(

1− 1
n−5

)
wC2

1 (F ′
1).

Ýòàï 2. Ôîðìèðóåì ïðî-òóð K1, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ðåáåð ãàìèëüòîíîâà öèêëà
C2, íå ïðèíàäëåæàùèõ öèêëó C1, è èç âñåõ òàêèõ ðåáåð e ∈ C1 ∩ C2, ÷òî w1(e) ≥
w2(e). Àíàëîãè÷íî ôîðìèðóåì ïðî-òóð K2, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ðåáåð öèêëà C1, íå
ïðèíàäëåæàùèõ C2 è èç âñåõ òàêèõ ðåáåð e ∈ C1 ∩ C2, ÷òî w2(e) > w1(e). Òîãäà ïðî-
òóðû K1 è K2 íå èìåþò îáùèõ ðåáåð, ïðè ýòîì K1 ⊆ C2, K2 ⊆ C1 è K1∪K2 = C1∪C2.
ßñíî, ÷òî ïàðà ïðî-òóðîâ K1,K2 îáëàäàåò íàèáîëüøèì âåñîì w1(K1)+w2(K2) ñðåäè
âñåõ òàêèõ ïàð ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðî-òóðîâ, ÷òî ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèòñÿ
â C2, à âòîðîé � â C1.
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Ýòàï 3. Ñ ïîìîùòþ ïðîöåäóðû èç ðàçäåëà 7.1 ïðåîáðàçóåì ïðî-òóðK1 â ãàìèëüòî-

íîâ öèêë Z1, íå ñîäåðæàùèé ðåáåð èç K2 è èìåþùèé âåñ w1(Z1) ≥
(
1− 1

n−5

)
w1(K1).

Äàëåå ñ ïîìîùüþ òîé æå ïðîöåäóðû ïðåîáðàçóåì ïðî-òóð K2 â ãàìèëüòîíîâ öèêë
Z2, íå ñîäåðæàùèé ðåáåð èç óæå ïîñòðîåííîãî öèêëà Z1 è èìêþùèé âåñ w2(Z2) ≥(
1− 1

n−5

)
w2(K2).

Ýòàï 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (H1, H2) òó èç ïàð ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëü-
òîíîâûõ öèêëîâ (C1, F2), (F1, C2), (Z1, Z2), êîòîðàÿ èìååò íàèáîëüøèé âåñ w1(H1) +
w2(H2). Ïðåäúÿâëÿåì ïàðó öèêëîâ (H1, H2) â êà÷åñòâå èñêîìîãî ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è 2-PSP-max-2W.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4. Ïðåäñòàâëíííûé âûøå àëãîðèòì A>1/2 íàõîäèò â ïîëíîì âçâøåí-

íîì ãðàôå G = G(V,E,w1, w2) äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëà

H1, H2, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî w1(H1)+w2(H2) ≥ 2L
2+L

(
1− 1

n−5

)
w∗,

ãäå L � îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà A′, ïðèìåíÿåìîãî íà Ýòàïàõ 1.1. è 1.2. Âðåìÿ

ðàáîòû àëãîðèòìà A>1/2 îöåíèâàåòñÿ êàê O(n3), ãäå n � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 7.2.

7.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðî-òóðîâ â ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãàìèëüòîíîâû
öèêëû.

Îïèñàííàÿ â ýòîì ðàçäåëå ïðîöåäóðà ïîëó÷àåò íà âõîä äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðî-òóðà K1 è K2 (ëþáîé èç íèõ ìîæåò áûòü ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì) è ïðåîáðàçóåò
ïðî-òóð K1 â ãàìèëüòîíîâ öèêë Z1, íå èìåþùèé îáùèõ ðåáåð ñ K2 è òàêîé, ÷òî

w1(Z1) ≥
(
1− 1

n−5

)
w1(K1). Ïðîöåäóðà êîððåêòíî ðàáîòàåò ïðè óñëîâèè n ≥ 6.

Åñëè ïðî-òóð K1 ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì, òî ïîëàãàåì Z1 = K1 è çà-
âåðøàåì ðàáîòó. Ïóñòü K1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì òóðîì â G. Ðàññìîòèì ñëåäóþùèå
ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. ÒóðK1 ñîcòîèò èç åäèíñòâåííîé (ãàìèëüòîíîâîé) öåïè P = u1, u2, . . . , un.
Òîãäà |K1| = n− 1. Åñëè ðåáðî u1un íå ïðèíàäëåæèò ïðî-òóðó K2, òî, äîáàâëÿÿ ýòî
ðåáðî ê K1, ïîëó÷àåì èñêîìûé ãàìèëüòîíîâ öèêë Z1.

Ïóñòü u1un ∈ K2. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé òàêîé âåðøèíû ui ∈ V \{u1, un},
÷òî ðåáðî u1ui ïðèíàäëåæèò ïðî-òóðó K2, è cóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé òàêîé âåðøè-
íû uj ∈ V \ {u1, un}, ÷òî unuj ∈ K2. Ïîëîæèì R = {u1u2, un−1un, ui−1ui, ujuj+1} �
ýòî ïîäìíîæåñòâî ðåáåð òóðà K1 ìîùíîñòè íå áîëåå 4. Òîãäà |K1 \R| ≥ n− 5. Âûáå-
ðåì âî ìíîæåñòâå K1 \R ðåáðî e = uk−1uk íàèìåíüøåãî âåñà w1(e) ≤ w1(K1)/(n− 5).
Óäàëèì ðåáðî e èç òóðà K1. Ïîëó÷åííûé ÷àñòè÷íûé òóð K1−e ñîñòîèò ðîâíî èç äâóõ
öåïåé: P1 = u1, u2, . . . , uk−1 è P2 = uk, uk+1, . . . , un. Èç óñëîâèÿ e ̸∈ R ñëåäóåò, ÷òî âñå
÷åòûðå âåðøèíû u1, uk−1, uk, un ïîïàðíî ðàçëè÷íû è íè îäíî èç ðåáåð u1uk, uk−1un

íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç ïðî-òóðîâ K1,K2. Äîáàâëÿÿ ýòè äâà ðåáðà ê òóðó
K1 − e, ïîëó÷àåì èñêîìûé ãàìèëüòîíîâ öèêë Z1 âåñà w1(Z1) ≥ w1(K1) − w1(e) ≥(
1− 1

n−5

)
w1(K1).

Ñëó÷àé 2. ÒóðK1 ñîcòîèò èç äâóõ öåïåé: P1 = u1, u2, . . . , uk è P2 = v1, v2, . . . , vl. Òî-
ãäà |K1| = n−2. Åñëè îáå öåïè P1 è P2 ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè, òî åñòü k ≥ 2, l ≥ 2,
òî âñå âåðøèíû u1, uk, v1, vl ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïîñêîëüêó ïðî-òóð K2 íå ìîæåò ñî-
äåðæàòü öèêë (u1, v1, uk, vl, u1) äëèíû 4, òî õîòÿ áû îäíî èç ðåáåð u1v1, u1vl, ukv1, ukvl
íå ïðèíàäëåæèò K2. Äîáàâëÿÿ ýòî ðåáðî ê òóðó K1, ïîëó÷àåì ÷àñòè÷íûé òóð, ñîñòî-
ÿùèé ðîâíî èç îäíîé öåïè, è ïåðåõîäèì ê Ñëó÷àþ 1.

Ïóñòü êàêàÿ-òî èç öåïåé P1 èëè P2, ñêàæåì P2, ÿâëÿåòñÿ ñèíãëîì â K1. Òîãäà
k = n − 1, l = 1. Åñëè õîòÿ áû îäíî ðåáðî u1v1 èëè un−1v1 íå ïðèíàäëåæèò K2, òî
äîáàâèì ýòî ðåáðî ê òóðó K1 è ñíîâà ïåðåéäåì ê Ñëó÷àþ 1. Ïóñòü u1v1, un−1v1 ∈ K2.
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Òàê êàê ïðî-òóð K2 íå ìîæåò ñîäåðæàòü öèêë (u1, v1, un−1, u1), òî u1un−1 ̸∈ K2.
Òàêæå âåðøèíà v1 íåñìåæíà â K2 íè ñ îäíîé âåðøèíîé u2, u3, . . . , un−2. Âûáåðåì âî
ìíîæåñòâå K1 \ {u1u2, un−2un−1} ðåáðî e = ui−1ui íàèìåíüøåãî âåñà w1(e). Òàê êàê
|K1 \ {u1u2, un−2un−1}| = n − 4, òî w1(e) ≤ w1(K1)/(n − 4). ×àñòè÷íûé òóð K1 − e
ñîñòîèò èç òðåõ öåïåé: P ′

1 = u1, u2, . . . , ui−1, P
′′
1 = ui, ui+1, . . . , un−1 è P2 = v1. Ïðè

ýòîì íè îäíî èç ðåáåð u1un−1, ui−1v1, uiv1 íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç ïðî-òóðîâ
K1,K2. Äîáàâëÿÿ ýòè òðè ðåáðà ê òóðó K1 − e, ïîëó÷àåì èñêîìûé ãàìèëüòîíîâ öèêë

Z1 âåñà w1(Z1) ≥ w1(K1)− w1(e) ≥
(
1− 1

n−4

)
w1(K1) ≥

(
1− 1

n−5

)
w1(K1).

Ñëó÷àé 3. Òóð K1 ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ öåïåé. Òàê êàê â ïðî-òóðå K2 ñòåïåíü
êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 2, òî ñðåäè ðåáåð ãðàôà G, ñîåäèíÿþùèõ êîíöû
ðàçëè÷íûõ öåïåé òóðà K1, íàéäåòñÿ ðåáðî, íå ïðèíàäëåæàùåå K2. Äîáàâèì ýòî ðåáðî
ê òóðó K1. Áóäåì äåéñòâîâàòü òàê äî òåõ ïîð, ïîêà â K1 íå îñòàíåòñÿ ðîâíî äâå öåïè.
Ïîñëå ýòîãî ïåðåéäåì ê Ñëó÷àþ 2.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû îïèñàííîé ïðîöåäóðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðî-
òóðà K1 â ãàìèëüòîíîâ öèêë Z1 íå ïðåâîñõîäèò O(n2).

7.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà A>1/2 îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ðàáîòû L-ïðèáëèæåííîãî àë-
ãîðèòì A′ äëÿ çàäà÷è TSP-max íà Ýòàïàõ 1.1 è 1.2. Äëÿ áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ
àëãîðèòìîâ ýòî âðåìÿ îöåíèâàåòñÿ êàê O(n3).

Äîêàæåì îöåíêó òî÷íîñòè 2L
2+L

(
1− 1

n−5

)
. Ðàññìîòðèì â ãðàôå G ïàðó ðåáåðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H∗
1 , H

∗
2 , ñîñòàâëÿþùèõ îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå çàäà÷è 2-PSP-max-2W. Òîãäà w∗
1 = w1(H

∗
1 ), w

∗
2 = w2(H

∗
2 ) è w∗ = w∗

1 + w∗
2 �

ýòî îïòèìóì çàäà÷è 2-PSP-max-2W. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ íàéäåííûõ àëãî-
ðèòìîì A′ íà Ýòàïàõ 1.1 è 1.2 ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ C1 è C2 âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

wi(Ci) ≥ Lw∗
i ≥ L

(
1− 1

n−5

)
w∗

i , i = 1, 2.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ðåáåð (ïðî-òóðû) â G: X1 = H∗
1 \ C2; Y1 =

H∗
1 ∩C2; X2 = H∗

2 \C1; Y2 = H∗
2 ∩C1. Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 ìíîæåñòâà Xi è Yi îáðàçóþò

ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ðåáåð ãàìèëüòîíîâà öèêëà H∗
i , à çíà÷èò, wi(Xi) + wi(Yi) = w∗

i ,
i = 1, 2. Ðàññìîòðèì â ãðàôå G êàêîé-íèáóäü ãàìèëüòîíîâ öèêë F ′′

1 , ñîäåðæàùèé
âñå ðåáðà ïðî-òóðà X1. Òàê êàê ïðî-òóð X1 íå ñîäåðæèò ðåáåð ãàìèëüòîíîâà öèê-
ëà C2, òî wC2

1 (F ′′
1 ) ≥ w1(X1). Íàéäåííûé íà Ýòàïå 1.2 ãàìèëüòîíîâ öèêë F ′

1 ïîëó-

÷åí L-ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì A′ ñ âåñîâîé ôóíêöèåé wC2
1 , ïîýòîìó wC2

1 (F ′
1) ≥

LwC2
1 (F ′′

1 ) ≥ Lw1(X1). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåííîãî ê êîíöó Ýòàïà 1.2 ãàìèëüòî-

íîâà öêëà F1 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà w1(F1) ≥
(
1− 1

n−5

)
wC2

1 (F ′
1) ≥ L

(
1− 1

n−5

)
w1(X1).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî w2(F2) ≥ L
(
1− 1

n−5

)
w2(X2). Îòñþäà è èç äîêàçàí-

íûõ âûøå íåðàâåíñòâ äëÿ C1 è C2 ñëåäóåò, ÷òî w1(C1) +w2(F2) ≥ L
(
1− 1

n−5

)
(w∗

1 +

w2(X2)) è w1(F1) + w2(C2) ≥ L
(
1− 1

n−5

)
(w∗

2 + w1(X1)).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðî-òóðîâ Y1 è Y2 ñëåäóåò, ÷òî îíè íå èìåþò îáùèõ ðåáåð, òàê
êàê ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â ãàìèëüòîíîâîì öèêëå H∗

1 , à âòîðîé � â H∗
2 , ãäå

H∗
1 ∩H∗

2 = ∅. Êðîìå òîãî, ïðî-òóð Y1 ñîäåðæèòñÿ â ãàìèëüòîíîâîì öèêëå C2, à ïðî-
òóð Y2 � â C1. Íà Ýòàïå 2 àëãîðèòìà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îïðåäåëåííàÿ íà ýòîì
ýòàïå ïàðà ïðî-òóðîâ K1,K2 èìååò íàèáîëüøèé âåñ w1(K1)+w2(K2) ñðåäè âñåõ òàêèõ
ïàð ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðî-òóðîâ, ÷òî ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â C2, à
âòîðîé � â C1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî w1(K1) + w2(K2) ≥ w1(Y1) + w2(Y2). Ïîýòîìó
äëÿ ïîñòðîåííûõ íà Ýòàïå 3 ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ Z1 è Z2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

w1(Z1) + w2(Z2) ≥
(
1− 1

n−5

)
(w1(K1) + w2(K2)) ≥

(
1− 1

n−5

)
(w1(Y1) + w2(Y2)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàÿâëåííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà A>1/2 íåâåðíà. Òîãäà
äëÿ ïîñòðîåííûõ íà Ýòàïå 4 ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâH1 èH2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
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w1(H1) + w2(H2) < 2L
2+L

(
1− 1

n−5

)
w∗. Îòñþäà è èç ðàíåå äîêàçàííûõ íåðàâåíñòâ

ñëåäóåò, ÷òî

2L

2 + L

(
1− 1

n− 5

)
w∗ > w1(C1) + w2(F2) ≥ L

(
1− 1

n− 5

)
(w∗

1 + w2(X2));

2L

2 + L

(
1− 1

n− 5

)
w∗ > w1(F1) + w2(C2) ≥ L

(
1− 1

n− 5

)
(w∗

2 + w1(X1));

2L

2 + L

(
1− 1

n− 5

)
w∗ > w1(Z1) + w2(Z2) ≥

(
1− 1

n− 5

)
(w1(Y1) + w2(Y2)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

w∗
1 + w2(X2) <

2

2 + L
w∗; w∗

2 + w1(X1) <
2

2 + L
w∗; w1(Y1) + w2(Y2) <

2L

2 + L
w∗.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

2w∗ = w∗
1 + w∗

2 + w∗
1 + w∗

2 = w∗
1 + w∗

2 + (w1(X1) + w1(Y1)) + (w2(X2) + w2(Y2)) =

(w∗
1+w2(X2))+(w∗

2+w1(X1))+(w1(Y1)+w2(Y2)) <

(
2

2 + L
+

2

2 + L
+

2L

2 + L

)
w∗ = 2w∗.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî w1(H1) + w2(H2) ≥ 2L
2+L

(
1− 1

n−5

)
w∗, òî

åñòü çàÿâëåííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè 2L
2+L

(
1− 1

n−5

)
âåðíà. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî åñëè íà Ýòàïàõ 1.1 è 1.2 àëãîðèòìà A>1/2 â êà÷åñòâå
âñïîìîãàòåëüíîãî L-ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà A′ äëÿ çàäà÷è TSP-max èñïîëüçóeòñÿ
ïðîñòåéøèé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè L = 2/3, òî ãëàâíûé ÷ëåí 2L

2+L
îöåíêè òî÷-

íîñòè àëãîðèòìà A>1/2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå àëãîðèòìà
A1/2, îïèñàííîãî â ðàçäåëå 3. Åñëè â êà÷åñòâå àëãîðèòìà A′ èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì

Ñåðäþêîâà [18] ñ îöåíêîé L = 3/4, òî ïîëó÷àåì 2L
2+L

= 6
11
. Íàêîíåö, åñëè â êà÷åñâå A′

èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì èç [8] ñ ðåêîðäíîé íà ñåãîäíÿ îöåíêîé òî÷íîñòè L = 4/5, òî
ïîëó÷àåì 2L

2+L
= 4/7. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè A′ � ýòî òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

çàäà÷è TSP-max, òî åñòü L = 1, òî 2L
2+L

= 2/3, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîé âåðõíåé
ãðàíèöåé äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè àëãîðèòìà A>1/2.

Àâòîðû áëàãîäàðíû àíîíèìíîìó ðåöåíçåíòó çà âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå ñòàòüè è
ñäåëàííûå èì öåííûå çàìå÷àíèÿ!
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