
S e⃝MR ISSN 1813-3304

ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru

Òîì 20, �2, ñòð. 942�960 (2023) ÓÄÊ 519.63, 533.5, 533.2

DOI 10.33048/semi.2023.20.057 MSC 76P05, 65N08

ÄÈÑÊÐÅÒÈÇÀÖÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÁÎËÜÖÌÀÍÀ ÏÐÈ

ÏÎÌÎÙÈ ÌÅÒÎÄÀ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÎÁÚÅÌÎÂ È

ßÂÍÎ-ÍÅßÂÍÛÕ ÑÕÅÌ

Ê.Í. ÂÎËÊÎÂ, Â.Í. ÅÌÅËÜßÍÎÂ, À.Â. ÏÓÑÒÎÂÀËÎÂ

Abstract. The features of discretization of the Boltzmann equation
using the �nite volume method are considered. Finite-di�erence schemes
for calculation of �uxes and �nite-di�erence schemes for discretization in
time are discussed. A TVD-type scheme is used for �ux discretization,
and an explicit-implicit scheme is applied to time discretization. The
results of numerical simulation of rare�ed gas �ow in a shock tube for
various Knudsen numbers are presented. For small Knudsen numbers,
the solution of the Boltzmann equation is compared with the solution
obtained from the Euler equation.
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1. Ââåäåíèå

Ðåøåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ îñíî-
âîé ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ
êîòîðîé çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, çàâèñèò îò ñåìè ïåðåìåííûõ �
âðåìåíè, ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, êîìïîíåíò ñêîðîñòè è âðåìåíè, à èíòå-
ãðàë ñòîëêíîâåíèé ÿâëÿåòñÿ ïÿòèêðàòíûì [1]. Òðóäíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿò â åãî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, ïðèñóòñòâèè ìíî-
ãîìåðíîãî èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé è ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè.
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×èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé (2) ïðÿ-
ìûì ìåòîäîì, èìååò îöåíêó O(N7) [2], ãäå N � ÷èñëî óçëîâ ñåòêè (äèñêðåò-
íûõ ñêîðîñòåé) â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå â êàæäîì êîîðäèíàòíîì íàïðàâ-
ëåíèè (ïðè ýòîì ïîäõîä èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî ñêîðîñòè). Ïðè
èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè äèñêðåòíûõ ñêîðîñòåé è ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð ÷èñëî

îïåðàöèé îöåíèâàåòñÿ êàê O(N
3
N3 logN), ãäå N ≪ N [3]. Äëÿ ðàñ÷åòà èí-

òåãðàëà ñòîëêíîâåíèé øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàõîäèò ìåòîä äèñêðåòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû [4, 5]. Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû,
ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, îöåíèâàþò-
ñÿ êàê O(N6 logN) [6]. Ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà äëÿ ñòîëêíîâèòåëü-
íîãî ÿäðà ñïåöèàëüíîãî âèäà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé îöåíêå ÷èñëà îïåðàöèé
O(N6) [7]. Òàêàÿ æå îöåíêà èìååò ìåñòî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçðûâíîãî ìå-
òîäà Ãàëåðêèíà [8]. Ïîäõîä ê ðàñ÷åòó ñòîëêíîâèòåëüíîãî îïåðàòîðà äëÿ ìàêñ-
âåëëîâñêèõ ìîëåêóë, ðàçâèòûé â ðàáîòå [9], ïðèâîäèò ê îöåíêå ÷èñëà îïåðàöèé
O(N4). Îäíàêî ïîäõîä èìååò ïîðÿäîê òî÷íîñòè O(N−1/2). Èñïîëüçîâàíèå ìå-
òîäà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (Fast Fourier Transformation, FFT) â ïðî-
äîëüíîì íàïðàâëåíèè, ïðåîáðàçîâàíèÿ Õåíëåëÿ (Hankel transformation) â ïîïå-
ðå÷íîì íàïðàâëåíèè è ñâîéñòâà öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïîçâîëÿåò óìåíü-
øèòü ÷èñëî îïåðàöèé äî O(N2 logN) [10]. Ïðèìåíåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Êàðëåìà-
íà (Carleman representation) è ïðåîáðàçîâàíèé Ðàäîíà (Radon transformation)
ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ïîðÿäîê òî÷íîñòè äî O(N−2) ïðè ÷èñëå îïåðàöèé ïîðÿäêà
O(N6 logN) [11]. Â ïîäõîäå [12] ÷èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòà èí-
òåãðàëà ñòîëêíîâåíèé äëÿ ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð, ñîñòàâëÿåò O(N6), à òî÷íîñòü
ìåòîäà èìååò ïîðÿäîê O(N−2).

Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ íàõîäÿò ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè ìàøèííîãî îáó-
÷åíèÿ [13]. Èõ ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî îïåðàöèé äî O(N3)
(îöåíêà ïîëó÷åíà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà).

Íàèáîëåå ðàçâèòûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìà-
íà ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ïðÿìîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî
(Direct Simulation Monte Carlo, DSMC). Ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äè-
íàìèêè ðàçðåæåííîãî ãàçà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî çàòðàòíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîäû ïðÿìîãî ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, îñíîâàííûå íà êîíå÷íî-îáúåìíîì ïîäõîäå (Finite
Volume Method, FVM) ê åãî äèñêðåòèçàöèè [14, 15].

Æåñòêîñòü îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé âèäà ïðè áîëüø�èõ ÷àñòîòàõ ñòîëêíî-
âåíèé íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ íà âûáîð ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ
äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè. Èñïîëüçîâàíèå ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïðèâîäèò ê
äîñòàòî÷íî ìàëûì øàãàì ïî âðåìåíè. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè íàõîäÿò
ïðèìåíåíèå íåÿâíàÿ ñõåìà Ýéëåðà (backward Euler scheme) [16] è ÿâíî-íåÿâíûå
(implicit�explicit, IMEX) ñõåìû Ðóíãå-Êóòòû (Runge�Kutta scheme) [17], â êîòî-
ðûõ äëÿ äèñêðåòèçàöèè êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà, à
äëÿ ðàñ÷åòà ñòîëêíîâèòåëüíîãî îïåðàòîðà � íåÿâíàÿ ñõåìà (IMEX-RK scheme).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíñåðâàòèâíîé óñòîé÷èâîé ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
ïðèìåíÿþòñÿ äèñêðåòèçàöèè TVD è WENO.

Â äàííîé ðàáîòå ðàçâèâàåò êîíå÷íî-îáúåìíûé ïîäõîä ê äèñêðåòèçàöèè óðàâ-
íåíèÿ Áîëüöìàíà ïðè ïîìîùè èñïîëüçîâàíèÿ ñõåì TVD äëÿ ðàñ÷åòà ïîòîêîâ è
ÿâíî-íåÿâíûõ ñõåì Ðóíãå�Êóòòû äëÿ äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè. Âîçìîæíîñòè
ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà äåìîíñòðèðóþòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ðÿäà ìîäåëüíûõ
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çàäà÷. Ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïðèâîäÿòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Êíóäñåíà,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êàê êîíòèíóàëüíîìó ðåæèìó òå÷åíèÿ, òàê è òå÷åíèþ ðàçðå-
æåííîãî ãàçà.

2. Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà è åãî ñâîéñòâà

Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, îïèñûâàþùåå ýâîëþöèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìî-
ëåêóë f(t,x,v), èìåþùèõ ñêîðîñòü v â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t, èìååò âèä
[1]

∂f

∂t
+ v · ∇f = Q(f, f),(1)

ãäå t � âðåìÿ, x = (x, y, z) � ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
v = (vx, vy, vz) � âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû, Q(f, f) � èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé.
Â ñëó÷àå óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñòîëê-
íîâèòåëüíûé îïåðàòîð â óðàâíåíèè Áîëüöìàíà (1) ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûì è îáðàòíûì ñòîëêíîâåíèÿì

Q(f, f) = −ν(f)f +N(f, f),(2)

ãäå ν(f)� ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé. Ïðè ýòîì ñëàãàåìîå ν(f)f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èíòåãðàë ïðÿìûõ ñòîëêíîâåíèé, à N(f, f) � èíòåãðàë îáðàòíûõ ñòîëêíîâåíèé.
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (1) ñ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé (2) ïðèìå-
íÿåòñÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì. Â òå÷åíèå ìàëîãî øàãà
ïî âðåìåíè ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò áåññòîëêíîâèòåëüíûé ïåðåíîñ ÷àñòèö, çà êî-
òîðûì ñëåäóåò ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûé ýòàï ñòîëêíîâåíèé ìåæäó ÷àñòè-
öàìè. Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ (ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ) êîíñåðâàòèâíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ
âûïîëíåíèåì äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ ñîîòíîøåíèé ñîõðàíåíèÿ äëÿ ìîìåíòíûõ
óðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðîöåäóðîé êîððåêöèè äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîñëå ýòàïà ðåëàêñàöèè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà îñëîæíÿåòñÿ íå òîëüêî âûñîêîé ðàçìåðíî-
ñòüþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íî è íåëèíåéíîñòüþ è íåëîêàëüíûì õàðàêòå-
ðîì ñòîëêíîâèòåëüíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå
BGK (Bhatnagar�Gross�Krook) ñî ñòîëêíîâèòåëüíûì îïåðàòîðîì âèäà [1]

QBGK(f, f) = λ [Mf (t,x,v)− f(t,x,v)] ,(3)

ãäå λ = 1/τ � ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ìåæäó ìîëåêóëàìè, τ � õàðàêòåðíîå
âðåìÿ. Ñóùåñòâîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ BGK â íåîãðàíè-
÷åííîì ïðîñòðàíñòâå è îãðàíè÷åííîé îáëàñòè äîêàçûâàåòñÿ â ðàáîòå [18], à â
îáëàñòè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè � â ðàáîòå [19].

Ðàâíîâåñíàÿ (ìàêñâåëëîâñêàÿ) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ðàç-
ìåðíîñòè d ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Mf (t,x,v) = n
( m

2πθ

)d/2
exp

(
−m |v − u|2

2θ

)
,(4)

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû, n � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö, θ � òåìïåðàòóðà. Â ÷àñòíî-
ñòè, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì äëÿ ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â ðàñ÷åòíóþ
îáëàñòü, çàäàåòñÿ â âèäå ìàêñâåëëîâñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (4).
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Âåêòîð êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ W = {ρ, ρv, ρe}′ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè ìîìåíòîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

W =

∫
ψ(v)f dv,

ãäå ψ = {1,v, |v|2}′ � âåêòîð ñòîëêíîâèòåëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Ôóíêöèÿ ψ(v)
ÿâëÿåòñÿ ñòîëêíîâèòåëüíûì èíâàðèàíòîì (collision invariant), åñëè âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå ∫

Rd

ψ(v) (Mf − f) dv = 0.

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûìè òðåìÿ ìîìåíòà-
ìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Âû÷èñëÿÿ ìîìåíòû ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷èì ìàêðîñêîïè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÷à-
ñòèö, ñêîðîñòè, ýíåðãèè è òåìïåðàòóðû

n(t,x) =

∫
Rd

f dv;

u(t,x) =
1

n

∫
Rd

vf dv;

E(t,x) =

∫
Rd

1

2
|v|2 f dv;

d

2
n(t,x)θ(t,x) =

∫
Rd

m

2
|v − u|2 f dv.

Òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé è âåêòîð ïîòîêà òåïëà îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè
ñîîòíîøåíèé

τ = −
∫
cc (f −M) dv, q =

1

2

∫
cc2f dv,

ãäå c = v − u. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå òå÷åíèå ñïëîøíîé ñðåäû (â ïðåäåëå
ïðè λ → ∞ èëè τ → 0), ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ BGK íà
ñòîëêíîâèòåëüíûå èíâàðèàíòû è ïîñëåäóþùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ
óðàâíåíèé.

Îïåðàòîð ñòîëêíîâåíèé â âèäå (3) óäîâëåòâîðÿåò êîíñåðâàòèâíûì è ýíòðî-
ïèéíûì ñâîéñòâàì èñõîäíîãî îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé. Îïðåäåëèì H-ôóíêöèî-
íàë (H-functional)

H[f ](t,x) =

∫
Rd

f(t,x,v) ln [f(t,x,v)] dv.

Ôóíêöèîíàë H[f ](t,x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíòðîïèþ (â òåðìîäèíàìèêå ýí-
òðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì). Ôóíêöèÿ ln(Mf ) ÿâëÿåòñÿ
ñòîëêíîâèòåëüíûì èíâàðèàíòîì. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñâîéñòâî äèññèïàöèè

d

dt

∫
Rd

H[f ]dx ⩽ 0.(5)
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Ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ äèññèïàöèè (5) íà äèñêðåòíîì óðîâíå. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîâåðêà ýíòðîïèé-
íîãî óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî çàòðàòíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x′ = εx è t′ = εt, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
ε → 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ BGK ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Ïðè
ýòîì ñõîäèìîñòü óðàâíåíèÿ BGK ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íå èìååò
ìåñòà [20]. Îïåðàòîð ñòîëêíîâåíèé â âèäå BGK íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êîððåêò-
íîå çíà÷åíèå ÷èñëà Ïðàíäòëÿ, ïîñêîëüêó ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé íå çàâèñèò îò
ñêîðîñòè. Èìåþòñÿ äðóãèå ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ñâîáîäíûå îò
ýòîãî íåäîñòàòêà. Ê íèì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ óðàâíåíèå Øàõîâà (Shakhov
equation) [21], óðàâíåíèå ES-BGK [22], à òàêæå ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå
[23] (Mieussens�Struchtrup model).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ïðàíäòëÿ â ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîì ïðåäåëå ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé λ(x, t) > 0 ïðèíèìàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëü-
íîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö è òåìïåðàòóðå [24]. Âðåìÿ ðåëàêñàöèè íàõîäèòñÿ èç
ñîîòíîøåíèÿ τ = µ/p. Äëÿ âÿçêîñòè ïðèíèìàåòñÿ ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü îò
òåìïåðàòóðû µ = µ0(T/T0)

ω, ãäå µ0 � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ïðè õàðàêòåð-
íîé òåìïåðàòóðå T0. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ω çàâèñèò îò ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ
ìîëåêóë è òèïà ãàçà (äëÿ ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð ω = 0.5).

Â ðàáîòàõ [24, 25] ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ BGK, ïîçâî-
ëÿþùèå îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèé êîíñåðâàòèâíîñòè ìàññû, êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ è ýíåðãèè íà äèñêðåòíîì óðîâíå. Ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ïîäõîäà òðåáóåò
ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç 5 íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëè BGK è 10 óðàâíå-
íèé äëÿ ìîäåëè ES-BGK â êàæäîì óçëå ñåòêè. Ïîëíîñòüþ íåÿâíûå ñõåìû äëÿ
äècêðåòèçàöèè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà, îïèñûâàþùåãî ïîâåäå-
íèå ðàçðåæåííîãî ãàçà è áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìû (óðàâíåíèå Áîëüöìàíà�
Âëàñîâà), ïðåäëàãàþòñÿ â ðàáîòå [26].

3. Êîíå÷íî-îáúåìíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ

Ïîëàãàÿ d = 1, ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (1x× 1v). Äëÿ
äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ BGK èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ â ïðÿ-
ìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω× V .

3.1. Ðàñ÷åò ïîòîêîâ. Äèñêðåòèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ â óñå÷åííîì ïðîñòðàíñòâå
ñêîðîñòåé V = [−vmax,+vmax], ãäå vmax > 0, íà ïðîñòðàíñòâåííîì èíòåðâàëå
Ω = [−L,+L], ãäå L > 0. Â îáùåì ñëó÷àå äîïóñêàåòñÿ âûáîð íåñèììåòðè÷-
íîãî èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè. Ñòðîÿòñÿ ðàâíîìåðíûå êîîðäèíàòíûå è
ñêîðîñòíûå ñåòêè ñ øàãàìè

hx =
2L

Nx
, hv =

2vmax
Nv

,

ãäå Nx è Nv � ÷èñëî óçëîâ â êîîðäèíàòíîé è ñêîðîñòíîé îáëàñòè. Êîîðäèíàòû
öåíòðîâ ÿ÷ååê â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

xl = −L+

(
l − 1

2

)
hx, vl = −vmax +

(
l − 1

2

)
hv,

ãäå l = 1/2, 1, . . . .
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Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü Ω × V ⊂ R2 ðàçáèâàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíûå ÿ÷åéêè â
ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé è êîîðäèíàò

Ω× V =

Nx,Nv⋃
i,j=1

Ci,j =

Nx,Nv⋃
i,j=1

Cx
i × Cv

j =

=

Nx,Nv⋃
i,j=1

[
xi−1/2, xi+1/2

]
×
[
vj−1/2, vj+1/2

]
.

Òî÷êà (xi, vj) ðàñïîëàãàåòñÿ â öåíòðå ÿ÷åéêè Ci,j = Cx
i × Cv

j .
Ñðåäíåå ïî êîíòðîëüíîìó îáúåìó (ÿ÷åéêå) çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (òåîðåìà î ñðåäíåì)

f i,j(t) = f(t, xi, vj) =
1

|Cx
i × Cv

j |

∫
Cx

i ×Cv
j

f(t, x, v) dx dv.

Ñðåäíåå ïî êîíòðîëüíîìó îáúåìó çíà÷åíèå ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

M i,j(t) =
1

|Ci,j |

∫
Ci,j

Mf (t, x, v) dx dv.

Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, çàïèñàííîå ñ ó÷åòîì àïïðîêñèìàöèè BGK (1) ñ èí-
òåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé (3), â èíòåãðàëüíîé ôîðìå èìååò âèä

∂tf i,j(t) +
1

|Ci,j |

∫
Ci,j

∂x(vf)dx dv =
λ

|Ci,j |

∫
Ci,j

Mf (t, x, v)− λf i,j(t).

Ââåäåì ïîòîê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F (t, x, v) = vf(t, x, v).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äèâåðãåíöèè, ïîëó÷èì

∂tf i,j(t) + λf i,j(t)− λM i,j(t) =

= − 1

hxhv

∫
Cv

j

[
F (t, xi+1/2, v)− F (t, xi−1/2, v)

]
dv.

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ïîòîêîâîãî èíòåãðàëà èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå

1

hxhv

∫
Cv

j

[
F (t, xi+1/2, v)− F (t, xi−1/2, v)

]
dv =

=
F (t, xi+1/2, v)− F (t, xi−1/2, v)

hx
.

Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ðåêîíñòðóêöèè ôóíêöèè â ÿ÷åéêå Ci,j èìååò âèä

pi,j(t, x, v) = f i,j(t) + σx
i,j(x− xi) + σv

i,j(v − vj).
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Äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà èñïîëüçóåòñÿ îãðàíè÷èòåëü minmod

σx
i,j = minmod

{(
f i+1,j − f i−1,j

2hx

)
, θx

(
f i,j − f i−1,j

hx

)
, θx

(
f i+1,j − f i,j

hx

)}
;

σv
i,j = minmod

{(
f i,j+1 − f i,j−1

2hv

)
, θv

(
f i,j − f i,j−1

hv

)
, θv

(
f i,j+1 − f i,j

hv

)}
.

Çäåñü θx, θv ∈ [1, 2]. Ôóíêöèÿ minmod èìååò âèä

minmod{x, y, z} =

 min(x, y, z), åñëè x, y, z > 0,
max(x, y, z), åñëè x, y, z < 0,
0, èíà÷å.

Â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàåòñÿ, ÷òî θx = 2 è θv = 2.
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåâà (èíäåêñ −) è ñïðàâà (èíäåêñ +) îò ãðàíè êîí-

òðîëüíîãî îáúåìà íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

f−i+1/2,j(t) = pi,j(t, xi+1/2, vj), f+i+1/2,j(t) = pi+1,j(t, xi+1/2, vj);

f−i,j+1/2(t) = pi,j(t, xi, vj+1/2), f+i,j+1/2(t) = pi,j+1(t, xi, vj+1/2).

×èñëåííûé ïîòîê ÷åðåç ãðàíü êîíòðîëüíîãî îáúåìà íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

F (t, xi+1/2, vj) = F̃
[
f+i+1/2,j(t), f

−
i+1/2,j(t)

]
= F̂i+1/2,j(t).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ èñïîëüçóþòñÿ ïðîòèâîïîòî÷íûå ðàçíîñòè
(upwind di�erence)

F̂i+1/2,j(t) = F̃
[
f+i+1/2,j(t), f

−
i+1/2,j(t)

]
=

{
vjf

−
i+1/2,j(t), åñëè vj ⩾ 0,

vjf
+
i+1/2,j(t), åñëè vj < 0.

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ BGK ïðèíèìàåò âèä

∂tf i,j(t) + λf i,j(t)− λM i,j(t) = −
F̂i+1/2,j(t)− F̂i−1/2,j(t)

hx
.

Ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â óçëàõ ñåòêè íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

M i,j(t) = M̂i,j(t) =
ni(t)

[2πθi(t)]1/2
exp

{
− [vj − ui(t)]

2

2θi(t)

}
.

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

ni(t) = hv

Nv∑
j=1

f i,j(t);

ui(t) =
hv
ni(t)

Nv∑
j=1

vjf i,j(t);

θi(t) =
hv
ni(t)

Nv∑
j=1

|vj |2f i,j(t)− |ui(t)|2.

Çàìåíà èíòåãðàëîâ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè ïðèâîäèò ê ïîòåðå ñòîëêíîâè-
òåëüíûõ èíâàðèàíòîâ íà äèñêðåòíîì óðîâíå.
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3.2. Äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè. Òðàäèöèîííûå ÿâíî-íåÿâíûå ðàçíîñòíûå
ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè èìåþò îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíûõ øàã ïî âðåìåíè (óñëîâèå CFL), ÷òî äåëàåò ðàçíîñòíûå ñõåìû òàêîãî
òèïà äîñòàòî÷íî äîðîãèìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Íà ïðàêòèêå øàã
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ääëÿ ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè îêàçûâàåòñÿ
ñðàâíèìûì ñ øàãîì ïî âðåìåíè, èñïîëüçóåìûì â ñõåìå Ýéëåðà [27, 28].

Áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûå íåÿâíûå ñõåìû TVD òèïà (L∞-stable RK scheme)
èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè [27]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâûõ IMEX-RK
ñõåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ TVD, èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â
ðàáîòå [15], â êîòîðîì ñõåìà Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà êîìáèíèðóåòñÿ ñ ïîòåíöè-
àëüíî îñöèëëèðóþùèìè ñõåìàìè IMEX-RK áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
Ñõåìû òàêîãî òèïà íàõîäÿò ïðèìåíåíèå äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî òèïà, â êîòîðûõ æåñòêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïîòîêîâûìè ñëàãàåìûìè,
à íå èñòî÷íèêîâûì ÷ëåíîì [28].

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ÿâíî-íåÿâíàÿ (IMEX) ñõåìà
Ðóíãå�Êóòòû (RK), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ TVD [17, 28]. Óðàâíåíèå BGK
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂

∂t
f(t, x, v) = T [f ](t, x, v) +Q[f ](t, x, v),

Îïåðàòîð ïåðåíîñà T è ñòîëêíîâèòåëüíûé îïåðàòîð Q èìåþò âèä

T [f ](t, x, v) = −v∂xf(t, x, v);

Q[f ](t, x, v) = λ [Mf (t, x, v)− f(t, x, v)] .

Â îáùåì âèäå s-ýòàïíàÿ ñõåìà Ðóíãå-Êóòòà îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì ñëåäóþùèõ
ñîîòíîøåíèé

y(r) = yk +∆t

r−1∑
l=1

ãrlT [y
(l)] + ∆t

r∑
l=1

arlQ[y(l)];

yk+1 = yk +∆t

s∑
r=1

b̃rT [y
(r)] + ∆t

s∑
r=1

brQ[y(r)].

Çäåñü r ∈ {1, . . . , s}. Íåÿâíûå s-ýòàïíûå ìåòîäû òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ âû÷èñëå-
íèé èñêîìîé ôóíêöèè íà øàãå íå ìåíåå, ÷åì 2s. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü íåÿâíûõ
ìåòîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âñåõ s ñóùåñòâóþò ìåòîäû, êîòîðûå èìåþò
ïîðÿäîê p = 2s. Òàêîé ïîðÿäîê äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ñïåöèàëüíîãî âûáîðà êîýô-
ôèöèåíòîâ.

Äëÿ ÿâíîé ñõåìû (Explicit Runge�Kutta, ERK) ëèøü íàõîäÿùèåñÿ íèæå
ãëàâíîé äèàãîíàëè ýëåìåíòû ìàòðèöû Áóò÷åðà îòëè÷íû îò íóëÿ. Â íèõ ïå-
ðåõîä íà íîâûé ñëîé ïðîèñõîäèò ïî ÿâíûì ôîðìóëàì. ßâíûå ñõåìû ïðîñòû â
ðåàëèçàöèè, à òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèé ìàëà. Â äèàãîíàëüíî-íåÿâíûõ ñõåìàõ
(Diagonal Implicit Runge�Kutta, DIRK) íà êàæäîé ñòàäèè äëÿ íàõîæäåíèÿ î÷å-
ðåäíîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Â ïîëíîñòüþ íåÿâíûõ ñõåìàõ (Fully Implicit Runge�
Kutta, FIRK) âû÷èñëåíèå âñåõ ñòàäèé ïðîèñõîäèò íå ïîñëåäîâàòåëüíî, à îäíî-
âðåìåííî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Ñõåìû ERK äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû. Ïðè ýòîì íåëüçÿ ïîñòðî-
èòü ñõåìó ïîðÿäêà òî÷íîñòè p > s, íî ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ñ p = s. Ïðè
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ïîñòðîåíèè íåÿâíûõ ñõåì íå óäàåòñÿ îáåñïå÷èòü îäíîâðåìåííî âûñîêèé ïîðÿ-
äîê àïïðîêñèìàöèè è õîðîøèå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè.

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ {arl} ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Áóò÷åðà. Âåêòîðû êîýô-
ôèöèåíòîâ br è cr ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñòîëáöû, äîïîëíÿþùèå êâàäðàòíóþ

ìàòðèöó Áóò÷åðà äî ïðÿìîóãîëüíîé. Êîýôôèöèåíòû ãrl, b̃r, arl, br ïðèâîäÿòñÿ
â ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèöàõ (Butcher tableaux), èìåþùèõ âèä (ÿâíàÿ ñõåìà �
ñëåâà, íåÿâíàÿ ñõåìà � ñïðàâà)

c̃ Ã

b̃
T

c A

bT

Ìàòðèöà Ã (ÿâíàÿ ÷àñòü) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íèæíå-òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé (íóëè
íà ãëàâíîé äèàãîíàëè) ðàçìåðíîñòè s × s, à ìàòðèöà A � íèæå-òðåóãîëüíîé
ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòè s× s. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ c̃ è c âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

c̃i =

i−1∑
j=1

ãij , ci =

i∑
j=1

aij .

Óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò äðóãèå êîýôôèöèåíòû ñõåì ðàçëè÷íîãî ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè ïðèâîäÿòñÿ â ðàáîòå [28].

Â ðàçâåðíóòîì âèäå èìååì (ÿâíàÿ ñõåìà � ñëåâà, íåÿâíàÿ ñõåìà � ñïðàâà)

0 0 0 . . . 0
c̃2 ã21 0 . . . 0
...

...
...

...
...

c̃s ãs1 . . . ãs,s−1 0

b̃1 . . . b̃s−1 b̃s

c1 a11 0 . . . 0
c2 a21 a22 . . . 0
...

...
...

...
...

cs as1 as2 . . . ass

b1 b2 . . . bs

Äëÿ ÿâíî-íåÿâíîé ñõåìû Ýéëåðà ã = 0, b̃ = 1, c̃ = 0 (ÿâíàÿ ñõåìà, forward Euler)
è a = 1, b = 1, c = 1 (íåÿâíàÿ ñõåìà, backward Euler). Â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå òàáëèöû:

� ñõåìà IMEX-SSP2(2,2,2)

0 0 0
1 1 0

1/2 1/2

γ γ 0
1− γ 1− 2γ γ

1/2 1/2

� ñõåìà IMEX-SSP2(3,3,2)

0 0 0 0
1 1 0 0
1/2 1/4 1/4 0

1/6 1/6 2/3

γ γ 0 0
1− γ 1− 2γ γ 0
1/2 1/2− γ γ 0

1/6 1/6 2/3

Çäåñü γ = 1/− 1/
√
2.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ

y(r) =
1

1 +∆tarrλ
ŷ(r−1) +

∆tarrλ

1 + ∆tarrλ
Mŷ(r−1) ,

ãäå

ŷ(r−1) = yk +∆t

r−1∑
l=1

ãrlT [y
(l)] + ∆t

r−1∑
l=1

arlQ[y(l)].

Äëÿ ìàêñâåëëîâñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ My(r) =Mŷ(r−1) .
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3.3. Ïîëíîñòüþ äèñêðåòíàÿ ñõåìà. Îïåðàòîð ïåðåíîñà è ñòîëêíîâèòåëü-
íûé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ñëåäóþùåì äèñêðåòíîì âèäå

T k
i,j = −

F̂ k
i+1/2,j − F̂ k

i−1/2,j

hx
;

Qk
i,j = λ

(
Mk

i,j − fki,j
)
.

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

nki = hv

Nv∑
j=1

fki,j ;

uki =
hv
nki

Nv∑
j=1

vjf
k
i,j ;

θki =
hv
nki

Nv∑
j=1

|vj |2fki,j − |uki |2.

Ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â óçëàõ ñåòêè íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøå-
íèÿ

Mk
i,j =

nki
(2πθki )

1/2
exp

[
− (vj − uki )

2

2θki

]
.

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Ðóíãå�Êóòòà äëÿ óðàâíåíèÿ BGK èìååò âèä

f̂
(r−1)
i,j = fki,j +∆t

r−1∑
l=1

ãrlT
(l)
i,j +∆t

r−1∑
l=1

arlQ
(l)
i,j ;

f
(r)
i,j =

1

1 +∆tarrλ
f̂
(r−1)
i,j +

∆tarrλ

1 + ∆tarrλ
M̂

(r−1)
i,j ;

fk+1
i,j = fki,j +∆t

s∑
r=1

b̃rT
(r)
i,j +∆t

s∑
r=1

brQ
(r)
i,j .

Ïðè ýòîì M̂
(r−1)
i,j ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîâåñíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,

ðàññ÷èòàííóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèåé f̂
(r−1)
i,j .

4. Òåñòîâûå ïðèìåðû (ðåëàêñàöèÿ)

Äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ðàçðàáîòàííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàññìàòðèâàåòñÿ
ðåøåíèå ðÿäà ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïðè îòñóòñòâèè êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà, äëÿ
êîòîðûõ óðàâíåíèå BGK èìååò òî÷íûå ðåøåíèÿ. Òàêèå òåñòîâûå ïðèìåðû ïîç-
âîëÿþò ïðîâåðèòü ñõåìó äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè è ïðàâèëüíîñòü ðàñ÷åòà
îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé â âèäå BGK.

4.1. Ïðèìåð 1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ BGK èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîä-
íîì ñëó÷àå â ñêîðîñòíîé îáëàñòè v ∈ [−6,+6] íà èíòåðâàëå âðåìåíè (0, T ], ãäå
T = 10. Ñåòêà ñîñòîèò èç Nv = 32 óçëîâ. Øàã ïî âðåìåíè ñîñòàâëÿåò ∆t = 0.02.
Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ = 1.
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Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0
èìååò âèä

f(0, v) =
v2

π
exp

(
−v2

)
.

Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ BGK èìååò âèä

f(t, v) =
1

2πS2
exp

(
− v2

2S

)(
2S − 1 +

1− S

2S
v2
)
,

ãäå S = 1− 0.5 exp(−t/8).
Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ïîêàçûâàåò ðèñ. 1.

Ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è, à çíà÷êè � òî÷-
íîìó ðåøåíèþ. Â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ìàêñâåëëîâñêîé.

-6 -4 -2 0 2 4 6

f

v

0

0.16

1

2

0.08

3

Ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîìåíòû âðåìåíè t = 1 (1,
◦), 2 (2, •), 10 (3, □)

4.2. Ïðèìåð 2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ BGK èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè
x ∈ [−5,+5], ñêîðîñòíîé îáëàñòè v ∈ [−5,+5] íà èíòåðâàëå âðåìåíè (0, T ], ãäå
T = 1. Ñåòêà ñîñòîèò èç Nx = 128 è Nv = 130 óçëîâ. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ = 1.
Êîíâåêòèâíûì ïåðåíîñîì ïðåíåáðåãàåòñÿ.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0
èìååò âèä (bump function)

f(0, x, v) = f0(x, v) = b(v)g(x),

ãäå g(x) = exp(−|x|), à ôóíêöèÿ b(v) îïðåäåëÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå,
íî ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ òîëüêî â îáëàñòè v ∈ (−2,+2). Íà÷àëüíîå
óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

f(0, x, v) =

 exp(−|x|) 5(v2 + 4)h(v)

(v2 − 4)[1 + h(v)]2
ïðè v ∈ (−2, 2),

0 ïðè v /∈ (−2, 2).

Çäåñü h(v) = exp[5v/(v2 − 4)]. Íà÷àëüíóþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçûâàåò
ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ BGK èìååò âèä

f(t, x, v) = f(0, x, v) exp (−λt) +Mf (0, x, v) [1− exp (−λt)] .

Âû÷èñëÿÿ ìîìåíòû, ïîëó÷èì, ÷òî n = g(x) (êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö). Ôóíêöèÿ
b(v) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, à ôóíêöèÿ vb(v)� íå÷åòíîé. Èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíê-
öèè ïî ñèììåòðè÷íîìó èíòåðâàëó îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîýòîìó u = 0 (ñêîðîñòü
ïîòîêà). Ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè (òåìïåðàòóðû) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ïðèáëèæåí-
íîì âèäå E = 0.3713g(x) (èíòåãðàëû íå âû÷èñëÿþòñÿ â êîíå÷íîì âèäå). Ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó è ÷èñëåííîìó ðåøåíèÿì çàäà÷è,
ïîêàçûâàåò ðèñ. 3 â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîèñõîäèò
ðàçìûòèå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ îòñóòñòâóåò).

-5 50

5

0

-5

x

v

а)

-5 0

5

0
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x

v

б)

0

0.4

0.2

f

5

Ðèñ. 3. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó
(à) è ÷èñëåííîìó (á) ðåøåíèÿì çàäà÷è

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íàõîäèòñÿ êàê ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûì è ÷èñ-
ëåííûì ðåøåíèåì (ðèñ. 4). Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà íå ïðåâîñõîäèò 2.5 · 10−5.
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Ðèñ. 4. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè

4.3. Ïðèìåð 3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ BGK èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè
x ∈ [−6,+6], ñêîðîñòíîé îáëàñòè v ∈ [−6,+6] íà èíòåðâàëå âðåìåíè (0, T ], ãäå
T = 1. Ñåòêà ñîñòîèò èç Nx = 64 è Nv = 256 óçëîâ. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ = 1.
Êîíâåêòèâíûì ïåðåíîñîì ïðåíåáðåãàåòñÿ.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ ãàóññîâûõ ôóíêöèé, öåíòðû êîòîðûõ
ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ (x, v) = (±2,±2). Íà÷àëüíóþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîêàçûâàåò ðèñ. 5.
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Ðèñ. 5. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó è ÷èñëåííîìó ðåøåíè-
ÿì çàäà÷è, ïîêàçûâàåò ðèñ. 6 â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ïðîèñõîäèò ðàçìûòèå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ îòñóò-
ñòâóåò).

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íàõîäèòñÿ êàê ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûì è ÷èñ-
ëåííûì ðåøåíèåì (ðèñ. 7). Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà íå ïðåâîñõîäèò 2 · 10−3.
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Ðèñ. 6. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íîìó
(à) è ÷èñëåííîìó (á) ðåøåíèÿì çàäà÷è
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Ðèñ. 7. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè

5. Òå÷åíèå â óäàðíîé òðóáå

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ BGK èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáëàñòè Ω×
V = [−0.5,+0.5] × [−10,+10] íà èíòåðâàëå âðåìåíè (0, T ], ãäå T = 0.2. Ñåòêà
ñîñòîèò èç Nx = 256 è Nv = 258 óçëîâ. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ = 104 (τ = 10−4).
Êîíâåêòèâíûì ïåðåíîñîì ïðåíåáðåãàåòñÿ.

Äëÿ çàäà÷è Ñîäà (òå÷åíèå â óäàðíîé òðóáå) íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîò-
íîñòè, ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû çàäàþòñÿ â âèäå:

� ïðè x ∈ (−0.5, 0)

 nL
uL
θL

 =

 1.0
0.0
1.0

 ;
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� ïðè x ∈ (0,+0.5)  nR
uR
θR

 =

 0.125
0.0
0.8

 .

Äàâëåíèå è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé: p = nθ, e = 0.5θ.
Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ â âèäå:
� ïðè x ∈ [−0.5, 0], v ∈ [−10,+10]

f0(x, v) =
nL

(2πθL)1/2
exp

(
−|v − uL|2

2θL

)
;

� ïðè x ∈ (0,+0.5], v ∈ [−10,+10]

f0(x, v) =
nR

(2πθR)1/2
exp

(
−|v − uR|2

2θR

)
.

Äëÿ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîãî èíòåðâàëà èñ-
ïîëüçóþòñÿ ôèêòèâíûå ÿ÷åéêè (ïî îäíîé íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöå).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ BGK ïðè λ → ∞ ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ýé-
ëåðà (ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ìàêñâåëëîâñêîé, à åå ìîìåíòû äàþò
ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû). Ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íàõîäÿòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óñå÷åííîé ñêîðîñòíîé îáëàñòè.
Ëèíèè óðîâíÿ íà÷àëüíîé (t = 0) è êîíå÷íîé (t = 0.2) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîêàçûâàåò ðèñ. 8.
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Ðèñ. 8. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â íà÷àëüíûé t = 0 (à) è êî-
íå÷íûé t = 0.2 (á) ìîìåíòû âðåìåíè

Ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèé ìàêñðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà, ïîëó-
÷åííûõ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ BGK è óðàâíåíèé Ýéëåðà, ïîêàçûâàåò ðèñ. 9.
Íàáëþäàåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïðè ïî-
ìîùè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé.

Äðóãèå ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà. Ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â çàâèñèìîñòè äèíàìè÷åñêîé
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Ðèñ. 9. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè (à), ñêîðîñòè (á) è âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè (â) â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ëèíèè 1 ñîîòâåò-
ñòâóþò ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ BGK, à ëèíèè 2 � ðåøåíèþ óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà

âÿçêîñòè îò òåìïåðàòóðû ðàâíÿåòñÿ ω = 1/2, à ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðî-
áåãà ìîëåêóë íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

λ0 =
16

5

µ0

p0

(
Rθ0
2π

)1/2

,

ãäå µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, R � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èíäåêñ 0 îòíîñèòñÿ
ê õàðàêòåðíûì ïàðàìåòðàì. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïðè-
íèìàþòñÿ ïàðàìåòðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ëåâîé ÷àñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî äëèíà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè L = 1, ïîëó÷èì Kn = λ0. Èçìåíåíèå äè-
íàìè÷åñêîé âÿçêîñòè îò 10−5 äî 10 ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ÷èñëà Êíóäñåíà
â íåðâàëå îò 1.28 · 10−5 äî 12.8. Ïðè ýòîì ÷èñëî Ïðàíäòëÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
Pr = 2/3.

Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ïîêàçû-
âàåò ðèñ. 10.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà, ïîëó÷åííûõ èç
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ BGK ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà, ïîêàçûâàåò ðèñ. 11.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Êíóäñåíà äîñòàòî÷íî õî-
ðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè ðàáîò [29, 30, 31].
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ïðè Kn = 0.1 (à) è Kn = 10 (á)
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Ðèñ. 11. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè (à), ñêîðîñòè (á) è âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè (â) â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ïðè Kn = 0.1
(ëèíèè 1) è Kn = 10 (ëèíèè 2)

6. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàí ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ Áîëüöìàíà ñ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé â âèäå BGK. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè
ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ÿâíî-íåÿâíàÿ ñõåìà Ðóíãå�Êóòòû (ïðîñòðàíñòâåííî-
îäíîðîäíûé ñòîëêíîâèòåëüíûé ýòàï). ×èñëåííûå ïîòîêè íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìî-
ùè ñõåìû TVD òèïà ñ îãðàíè÷èòåëåì minmod. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííûé
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ìåòîä íå îáåñïå÷èâàåò êèíåòè÷åñêóþ (ìèêðîñêîïè÷åñêóþ) êîíñåðâàòèâíîñòü,
ñâÿçàííóþ ñ âûïîëíåíèåì äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ óñëîâèé ñîõðàíåíèÿ äëÿ èíòå-
ãðàëà ñòîëêíîâåíèé.

Äëÿ ÿâíîé ñõåìû øàã ïî âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êóðàíòà. Â îòëè-
÷èå îò ÿâíîé ñõåìû, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî îãðàíè÷åíèå íà øàã ïî âðåìåíè,
ÿâíî-íåÿâíàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü øàã ïî âðåìåíè òàêîé æå, êàê è
äëÿ ýòàïà ïåðåíîñà. ßâíî-íåÿâíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî óñòîé÷èâîé ïðè
ìàëûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ íàó÷íîé ïðîãðàììû Íàöèîíàëüíîãî öåí-
òðà ôèçèêè è ìàòåìàòèêè (ïðîåêò ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íà ñóïåð-
ÝÂÌ ýêñà-è çåòòàôëîïñíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè¿).
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