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Ïðåäñòàâëåíî Ñ.Â. Ñóäîïëàòîâûì

Abstract: In this paper we study the computational complexity of
the word problem in semigroups with the condition of homogeneity
of the de�ning relations. These are �nitely de�ned semigroups,
in which for each de�ning relation the lengths of the left and
right parts are equal. The word problem for such semigroups is
decidable, but known algorithms require exponential time and
memory. We prove that this problem belongs to the classPSPACE,
consisting of algorithmic problems that are solved by Turing machines
using space (memory cells) bounded polynomially. This improves
the upper bound on the space complexity known before. On the
other hand, we prove that there exists a semigroup with the condition
of homogeneity of de�ning relations, in which the equality problem
is complete in the class PSPACE with respect to polynomial
reducibility. It is assumed (although not proven) that the class
PSPACE is wider than the class NP and, even more so, the class
P. Thus, it is shown that there are semigroups with the condition
of homogeneity of de�ning relations with the intractable problem
of equality.
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1 Ââåäåíèå

Âàæíåéøåé àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìîé â àëãåáðå ÿâëÿåòñÿ ïðîáëå-
ìà ðàâåíñòâà äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì: ãðóïï, ïîëóãðóïï,
êîëåö, àëãåáð è ò.ä. Îäíèì èç âûäàþùèõñÿ äîñòèæåíèé àëãåáðû ÕÕ
âåêà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå À. À. Ìàðêîâûì [7], Ý. Ïîñòîì [9] êîíå÷íî
îïðåäåëåííûõ ïîëóãðóïï è Ï. Ñ. Íîâèêîâûì [8] êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ
ãðóïï ñ íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà. Ê ÿðêèì ïîëîæèòåëüíûì
ðåçóëüòàòàì ìîæíî îòíåñòè ðåçóëüòàò À. È. Ìàëüöåâà [6] î ðàçðåøèìî-
ñòè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ëþáîé êîíå÷íî îïðåäåëåííîé êîììóòàòèâíîé
ïîëóãðóïïå.
Â äàëüíåéøåì, ôîêóñ èññëåäîâàíèé ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ïîëóãðóï-

ïàõ ñäâèíóëñÿ â ñòîðîíó èçó÷åíèÿ åå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äëÿ
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïîëóãðóïï ñ ðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà. Å. Êîð-
äîçà ïîêàçàë [2], ÷òî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ëþáîé ôèêñèðîâàííîé êî-
íå÷íî îïðåäåëåííîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïå ðàçðåøèìà çà ëèíåé-
íîå âðåìÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Å. Ìàéð è À. Ìåéåð äîêàçàëè [5], ÷òî
ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ìíîãîîáðàçèè âñåõ êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï (òî
åñòü, êîãäà âõîäîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äâà ñëîâà, äëÿ êîòîðûõ
ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî, íî è ñàìî êîíå÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïïû)
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îòíîñèòåëüíîé ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè â êëàññå
EXPSPACE. Êëàññ EXPSPACE � ýòî êëàññ ïðîáëåì, ðàçðåøèìûõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé ïàìÿòè. Äîêàçàíî (ñì., íàïðèìåð,
[4]), ÷òî ýòîò êëàññ ñòðîãî øèðå êëàññà P.
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðîáëåìû ðà-

âåíñòâà ïîëóãðóïï ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé. Ýòî êîíå÷íî îïðåäåëåííûå ïîëóãðóïïû, â êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî
îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëèíû ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâíû. Ñàì
òåðìèí áûë ïðåäëîæåí â èçâåñòíîì îáçîðå Ñ. È. Àäÿíà è Â. Ã. Äóðíåâà
[1], ãäå áóêâàëüíî â îäíîì àáçàöå äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëå-
ìû ðàâåíñòâà äëÿ òàêèõ ïîëóãðóïï. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêèõ ïîëóãðóïï
ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìîíîèäû òðàññèðîâêè [3] èëè ÷àñòè÷íî êîì-
ìóòàòèâíûå ìîíîèäû, êîòîðûå âîçíèêàþò â èíôîðìàòèêå ïðè àíàëèçå
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîãðàìì. Èçâåñòíî [3], ÷òî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â
òàêèõ ìîíîèäàõ ðåøàåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå,
èçâåñòíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ
ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (íàïðèìåð, àëãî-
ðèòì èç [1]), ðàáîòàþò çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ (è ïðîñòðàíñòâî).
Â äàííîé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ëþáîé ïî-

ëóãðóïïå ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ëåæèò
â êëàññå PSPACE. Çäåñü êëàññ PSPACE ñîñòîèò èç àëãîðèòìè÷åñêèõ
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ïðîáëåì ðàñïîçíàâàíèÿ, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìàøèíàìè Òüþðèíãà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà (ÿ÷ååê ïàìÿòè), îãðàíè÷åííîãî ïîëèíîìè-
àëüíî. Òåì ñàìûì óëó÷øàåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæ-
íîñòü ïî ïðîñòðàíñòâó èç [1]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî có-
ùåñòâóåò ïîëóãðóïïà ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé, â êîòîðîé ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ïîëíà â êëàññå PSPACE îòíîñèòåëü-
íî ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ (õîòÿ è íå äîêàçàíî),
÷òî êëàññ PSPACE øèðå êëàññà NP è òåì áîëåå êëàññà P. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëóãðóïïû ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñ òðóäíîðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü S = ⟨a1, . . . , an | u1 = v1, . . . , um = vm⟩ � êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ
ïîëóãðóïïà ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ A = {a1, . . . , an} è ìíîæåñòâîì
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé R = {u1 = v1, . . . , um = vm}. Ïîëóãðóïïà S
íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-
íîøåíèé, åñëè |ui| = |vi| äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m.
Ïóñòü M � ìàøèíà Òüþðèíãà, sM (x) � ÷èñëî ÿ÷ååê ëåíòû, èñïîëüçó-

åìîå â ðàáîòå M íà x. Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (ìíîæåñòâî) A ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó PSPACE, åñëè ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà M , ðàñïî-
çíàþùàÿ A, è ïîëèíîì p(n) òàêèå, ÷òî sM (x) < p(|x|).
Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (ìíîæåñòâî) A PSPACE-ïîëíà, åñëè

(1) A ∈ PSPACE,
(2) ëþáàÿ ïðîáëåìà B èç PSPACE ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê A,

òî åñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , âû÷èñëèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ, òàêàÿ, ÷òî

∀x x ∈ B ⇔ f(x) ∈ B.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4]), ÷òî PSPACE-ïîëíûå ïðîáëåìû ñóùåñòâó-
þò.
Ïðîáëåìà A ïðèíàäëåæèò êëàññó NPSPACE, åñëè ñóùåñòâóåò íåäå-

òåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M è ïîëèíîì p(n) òàêèå, ÷òî x ∈ A
⇔ ∃ âû÷èñëèòåëüíûé ïóòü τ M íà x òàêîé, ÷òî Mτ (x) = 1 è sM (τ, x) <
p(|x|). Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà
ìîæíî íàéòè â [4]. Â ïðîãðàììå òàêèõ ìàøèí ìîãóò áûòü ïàðû ïðàâèë ñ
îäèíàêîâûìè ëåâûìè ÷àñòÿìè (âíóòðåííèì ñîñòîÿíèåì è ñèìâîëîì, îáî-
çðåâàåìûì â äàííûé ìîìåíò êàðåòêîé). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ðàáîòå
òàêîé ìàøèíû â îïðåäåëåííûé ìîìåíò ìîæåò áûòü âûáðàíî è òî è äðó-
ãîå ïðàâèëî. Òàêèì îáðàçîì, íà îäíîì âõîäå ìîãóò âîçíèêíóòü íåñêîëüêî
âû÷èñëèòåëüíûõ ïóòåé, è, â èòîãå, íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ìàøè-
íû.
Â òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Ñýâè÷à [10],

êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî PSPACE = NPSPACE. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé ïðîáëåìû, ðàñïîçíàâàåìîé íåäåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì
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ñ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ, ìîæíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíè-
ðîâàííûé àëãîðèòì òàêæå ñ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ, êî-
òîðûé òàêæå ðåøàåò ýòó ïðîáëåìó. Òåîðåìà Ñýâè÷à êîíòðàñòèðóåò ñ ñè-
òóàöèåé ñ àíàëîãè÷íûìè êëàññàìè äëÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè P è NP �
áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé ñ÷èòàåò, ÷òî ýòè êëàññû ðàçëè÷àþòñÿ.

3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü
ìàøèí Òüþðèíãà ñ íåñêîëüêèìè ðàáî÷èìè ëåíòàìè. Ýòà ìîäåëü ïîëèíî-
ìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé ìîäåëè ñ îäíîé ëåíòîé (ñì. [4]), è ÿâëÿ-
åòñÿ áîëåå óäîáíîé äëÿ îïèñàíèÿ êîíêðåòíûõ àëãîðèòìîâ.

Òåîðåìà 1. Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ëþáîé ïîëóãðóïïå ñ óñëîâèåì îäíî-
ðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïðèíàäëåæèò êëàññó PSPACE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = ⟨a1, . . . , an | u1 = v1, . . . , um = vm⟩ � êîíå÷-
íî îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé. Äîêàæåì, ÷òî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â S ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó NPSPACE. Èç ýòîãî, ïî òåîðåìå Ñýâè÷à, áóäåò ñëåäîâàòü åå ïðèíàä-
ëåæíîñòü êëàññó PSPACE.
Îïèøåì ðàáîòó ñëåäóþùåãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà A ñ ïî-

ëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ. Çàìåòèì ñíà÷àëà î÷åâèäíûé ôàêò:
ïðè çàìåíå â ñëîâå w ñîãëàñíî îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì S ìîæåò
ïîëó÷èòüñÿ ñëîâî w′ äëÿ êîòîðîãî |w| = |w′|. Ïóñòü íà âõîäå èìåþòñÿ äâà
ñëîâà (w1, w2) íàä àëôàâèòîì A. Àëãîðèòì A ðàáîòàåò íà âõîäå (w1, w2)
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Âíà÷àëå íà ïåðâîé ëåíòå çàïèñàíî ñëîâî w′ = w1, íà âòîðîé �
ñëîâî w2.

(2) Åñëè äëèíû w1 è w2 íå ðàâíû, âûäàåò îòâåò ¾ÍÅÒ¿. Èíà÷å ïåðå-
õîäèò íà ñëåäóþùèé øàã.

(3) Íåäåòåðìèíèðîâàííî âûáèðàåò â ñëîâå w′ ïîäñëîâî, ñîâïàäàþùåå
ñ ëåâîé èëè ïðàâîé ÷àñòüþ êàêîãî-òî ñîîòíîøåíèÿ ïîëóãðóïïû
S, è çàìåíÿåò åãî ñîãëàñíî ýòîìó ñîîòíîøåíèþ. Ïîëó÷àåòñÿ íî-
âîå ñëîâî w′. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà íîâîãî ñëîâà îñòàëàñü òîé æå
ñàìîé, òåì ñàìûì àëãîðèòì íå èñïîëüçîâàë íîâóþ ïàìÿòü äëÿ
âû÷èñëåíèé.

(4) Åñëè w′ = w2, òî îñòàíàâëèâàåòñÿ è âûäàåò îòâåò ¾ÄÀ¿.
(5) Èíà÷å âîçâðàùàåòñÿ íà øàã 3.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, w1 = w2 â ïîëóãðóïïå S, òî åñòü ñëîâî w2 ìîæíî
ïîëó÷èòü èç w1 ïðèìåíåíèåì çàìåí ñîãëàñíî îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøå-
íèÿì S, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèòåëüíûé ïóòü
àëãîðèòìà A íà (w1, w2), íà êîòîðîì îí âûäàåò îòâåò ¾ÄÀ¿. Ïîëèíî-
ìèàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ïàìÿòü ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà A ñëåäóåò èç
çàìå÷àíèÿ ê øàãó 3. □
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Â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàí-
äàðòíóþ ìîäåëü ìàøèí Òüþðèíãà ñ îäíîé ðàáî÷åé ëåíòîé. Ó òàêèõ ìà-
øèí áóäóò äâà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèÿ: qa � ïðèíèìàþùåå è qr � îòâåðãàþ-
ùåå.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ïîëóãðóïïà ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäå-
ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, äëÿ êîòîðîé ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ
PSPACE-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ⊆ A∗ � íåêîòîðîå PSPACE-ïîëíîå ïîäìíî-
æåñòâî ñòðîê íàä àëôàâèòîì A = {a1, . . . , ak}. Ïóñòü M � ìàøèíà Òüþ-
ðèíãà, ðàñïîçíàþùàÿ ìíîæåñòâî C ñ ðàáî÷èì àëôàâèòîì A∪{a0}, ãäå a0
áóäåò îáîçíà÷àòü ïóñòîé ñèìâîë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(n) ïîëèíîì, îãðà-
íè÷èâàþùèé ôóíêöèþ ïðîñòðàíñòâà sM (x) ìàøèíû M . Íàêîíåö ïóñòü
Q = {q1, q2, . . . , qm, qa, qr} � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ìàøèíû M , ñðåäè êî-
òîðûõ îòäåëüíî âûäåëåíû äâà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèÿ: qa � ïðèíèìàþùåå è
qr � îòâåðãàþùåå ñîñòîÿíèÿ. Ïðîãðàììà ìàøèíû M ñîñòîèò èç ïðàâèë
âèäà

(qi, a) → (qj , b, shift),

ãäå qi ∈ Q \ {qa, qr}, qj ∈ Q, a, b ∈ A ∪ {a0} è shift ∈ {R,L} � ñäâèã
êàðåòêè. Ïî îäíîìó ïðàâèëó äëÿ êàæäîé âîçìîæíîé êîìáèíàöèè (qi, a).
Áóäåì ñòðîèòü ïîëóãðóïïó S ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ êîòîðîé áóäóò ñîîòâåòñòâî-
âàòü ïðàâèëàì ïðîãðàììû ìàøèíû M , à öåïî÷êà ïðåîáðàçîâàíèé ñî-
ãëàñíî ýòèì ñîîòíîøåíèÿì íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ñëîâà áóäåò ìîäåëè-
ðîâàòü ðàáîòó ìàøèíû M íà âõîäíîì ñëîâå w ∈ A∗ äî åå îñòàíîâêè ñ
óñëîâèåì îãðàíè÷åíèÿ p(|w|) íà èñïîëüçóåìîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïîðîæäàþùèìè ïîëóãðóïïû S áóäåò ìíîæåñòâî X = A ∪ {a0} ∪ Q.

Òåïåðü êàæäîìó ïðàâèëó ïðîãðàììû ìàøèíû M âèäà

(qi, a) → (qj , b, R)

ñîïîñòàâèì îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå qia = bqj , à êàæäîìó ïðàâèëó
âèäà

(qi, a) → (qj , b, L)

ñîïîñòàâèì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ cqia = qjcb äëÿ âñåõ c ∈ A∪{a0}.
Äîáàâèì åùå ñîîòíîøåíèÿ qac = qaa0 è qac = cqa äëÿ âñåõ ñèìâîëîâ
c ∈ A ∪ {a0}. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè âñåõ ýòèõ ñîîò-
íîøåíèé èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû, òî åñòü ïîëóãðóïïà S ïîëó÷àåòñÿ ñ
óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìàøèíàM ðàáîòàåò íà ñëîâå w ∈ A∗, îñòàíàâëè-

âàåòñÿ è ïðèíèìàåò ñëîâî w (òî åñòü ïîïàäàåò â ñîñòîÿíèå qa), èñïîëüçóÿ
ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åííîå p(|w|), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â ïîëóãðóïïå S ðàâíû ñëîâà w1 = a

p(|w|)
0 q1wa

p(|w|)
0 è w2 = qaa

2p(|w|)+|w|
0 .

Çàìåòèì, ÷òî |w1| = |w2| = 2p(|w|) + |w|+ 1.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìàøèíà M ïðèíèìàåò âõîä w. Òîãäà, íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî êàæäîé êîíôèãóðàöèè ìàøèíû M (òî åñòü ñîäåðæèìîìó
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ëåíòû, ïîëîæåíèþ êàðåòêè è ñîñòîÿíèþ ìàøèíû M), êîòîðàÿ ïîëó÷à-
åòñÿ ïðèìåíåíèåì íåêîòîðîãî ïðàâèëà ïðîãðàììû, ñîîòâåòñòâóåò ñëî-
âî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëÿþùåãî
ñîîòíîøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ìàøèíû ñîîòâåò-

ñòâóåò ñëîâî w1 = a
p(|w|)
0 q1wa

p(|w|)
0 . Ïðè ýòîì òå ïóñòûå ÿ÷åéêè ëåíòû,

êîòîðûå ïîêà íå çàäåéñòâîâàíû â âû÷èñëåíèè, íî, ïîòåíöèàëüíî ìîãóò
èñïîëüçîâàòüñÿ â áóäóùåì, â ñëîâàõ-ýëåìåíòàõ ïîëóãðóïïû S óæå çàðà-
íåå ¾çàðåçåðâèðîâàíû¿ â íà÷àëå è â êîíöå ñëîâà â ñèìâîëàõ a0. Ïðè÷åì,
óñëîâèå, ÷òî êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ëåíòû, èñïîëüçóåìîå â ðàáîòå, îãðàíè÷å-
íî p(|w|), ãàðàíòèðóåò, ÷òî ýòèõ çàðåçåðâèðîâàííûõ ñèìâîëîâ a0 õâàòèò
äëÿ êîððåêòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû ìàøèíû.
Ïîñëå òîãî, êàê ìàøèíà M ïîïàäàåò â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå qa è ïðèíè-

ìàåò âõîä w, â ñëîâå-ýëåìåíòå ïîëóãðóïïû S, ñîîòâåòñòâóþùåì ýòîé êîí-
ôèãóðàöèè, ïîÿâëÿåòñÿ áóêâà qa. Ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäå-

ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ qa ñëîâî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â w2 = qaa
2p(|w|)+|w|
0 .

Ðàññóæäåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî åñëè èç ñëîâà w1 = a
p(|w|)
0 q1wa

p(|w|)
0

ñ ïîìîùüþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëóãðóïïû S ìîæíî ïîëó÷èòü

ñëîâî w2 = qaa
2p(|w|)+|w|
0 , òî ìàøèíà M ïðèíèìàåò âõîä w, ïîëíîñòüþ

àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì èç ëåììû 2.2. èç [1].
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïå S ÿâëÿåòñÿ

PSPACE-ïîëíîé. Òî, ÷òî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ïðèíàäëåæèò êëàññó
PSPACE, ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ ëþáîå ìíîæå-
ñòâî B èç PSPACE. Òàê êàê ìíîæåñòâî C, êîòîðîå ìû ìîäåëèðîâàëè,
ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíûì, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî x ∈ B ⇔ f(x) ∈ C. Òåïåðü ïîëîæèì

g(x) = (a
p(|f(x)|)
0 q1f(x)a

p(|f(x)|)
0 , qaa

2p(|f(x)|)+|f(x)|
0 ).

Ñ ó÷åòîì âñåãî âûøåäîêàçàííîãî ïîíÿòíî, ÷òî g � ïîëèíîìèàëüíî âû-
÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñâîäèò ïðîáëåìó B ê ïðîáëåìå ðàâåíñòâà â
ïîëóãðóïïå S. Òî åñòü, x ∈ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(x) åñòü ïàðà
ðàâíûõ ñëîâ â S. □

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è
ïðåäëîæåíèÿ ïî óëó÷øåíèþ òåêñòà ñòàòüè.
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