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Ïðåäñòàâëåíî À.Â. Ïÿòêèíûì

Abstract: An in�nite circulant graph with a continuous set of
distances is a graph, whose set of vertices is the set of integers,
and two vertices i and j are adjacent if |i− j| ∈ {1, 2, . . . , n}. We
study perfect colorings of such graph with k colors for k at least
3n+ 3. A complete description of them is obtained.

Keywords: perfect coloring, in�nite circulant graph, k-motley
fragment.

Ââåäåíèå

Ïóñòü G = (V,E) � îáûêíîâåííûé ãðàô. Ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà I = {1, 2, . . . , k} áóäåì íàçûâàòü öâåòàìè. Îòîáðàæåíèå ϕ : V → I
íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêîé, åñëè öâåòîâîé ñîñòàâ âñÿêîãî øà-
ðà ðàäèóñà 1 â G çàâèñèò òîëüêî îò öâåòà åãî öåíòðà.
Áåñêîíå÷íûé öèðêóëÿíòíûé ãðàô ñ íàáîðîì äèñòàíöèé d1 < d2 <

. . . < dn � ýòî ãðàô Êýëè áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z ñ ñèñòåìîé
îáðàçóþùèõ {d1, d2, . . . , dn}. Îáîçíà÷àåòñÿ òàêîé ãðàô ÷åðåç C∞(d1, d2, . . . , dn).

Ãðàô C∞(ñ)
def
= C∞(1, 2, . . . , n) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì öèðêóëÿíòíûì

Lisitsyna, M.A., Avgustinovich, S.V., The perfect colorings of circulant

graphs with a large number of colors.
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ãðàôîì ñî ñïëîøíûì íàáîðîì äèñòàíöèé (ñì. ðèñ. 1). Âñþäó äàëåå âåð-
øèíû òàêèõ ãðàôîâ áóäåì îáîçíà÷àòü vi äëÿ i ∈ Z.

Ðèñ. 1. Ëîêàëüíîå ñòðîåíèå ãðàôà C∞(3)

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èçó÷åíèå ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ
C∞(ñ). Â ðàáîòå îïèñàíû âñå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè òàêèõ ãðàôîâ â k
öâåòîâ äëÿ k ≥ 3n+ 3.
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñêàõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ

ïðèíàäëåæàò Ä. Á. Õîðîøèëîâîé [1, 2]. Ñîâåðøåííûå 2-ðàñêðàñêè ãðà-
ôîâ C∞(ñ) è C∞(1, 3, . . . , 2n−1) ïîëó÷åíû â [3] è [4] ñîîòâåòñòâåííî. Â [5]
îïèñàíû ñîâåðøåííûå k-ðàñêðàñêè äëÿ ãðàôà C∞(1, 2) è ïðîèçâîëüíîãî
êîíå÷íîãî k.
Â [6] âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôîâ

C∞(ñ) â ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ èñ÷åðïûâàþòñÿ îðáèòíûìè ñå-
ðèÿìè è ñîâåðøåííûìè ðàñêðàñêàìè ñ ïåðèîäàìè 2n, 2n + 1 è 2n + 2.
Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îðáèòíûõ ñåðèé áóäåò äàíî ïîçäíåå. Â ðàáîòå [7] ïî-
ëó÷åíî ìíîæåñòâî ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ C∞(ñ) äëÿ n = 3m+1
ñ ïåðèîäàìè äëèíû 4n+ 2, îïðîâåðãàþùåå ãèïîòåçó.
Ïóñòü G � âåðøèííî òðàíçèòèâíûé ãðàô. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî

åãî âåðøèí T íàçîâåì ôðàãìåíòîì. Åñëè äëÿ ëþáîé k-ðàñêðàñêè G
íàéäåòñÿ àâòîìîðôèçì π òàêîé, ÷òî ñóæåíèå ðàñêðàñêè íà π(T ) ïîç-
âîëÿåò ýòó ðàñêðàñêó îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü, òî ýòîò ôðàãìåíò � k-
òåñòîâûé. Äëèíó T îïðåäåëèì ðàâíîé åãî ìîùíîñòè. Âåðõíèå îöåíêè
íà äëèíû ìèíèìàëüíûõ k-òåñòîâûõ ôðàãìåíòîâ ãðàôà C∞(ñ) äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ k è n ïîëó÷åíû â [8]. Òàì æå íàéäåíà âåðõíÿÿ
îöåíêà è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ � äëÿ áåñêîíå÷íîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà ñ
äèñòàíöèÿìè d1, d2, . . . , dn è ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî k.

1 Ìèíèìàëüíûé k-ïåñòðûé ôðàãìåíò ãðàôà C∞(ñ)

Îïðåäåëèì k-ïåñòðûé ôðàãìåíò ãðàôà G êàê ïîäìíîæåñòâî âåðøèí
T , êîòîðîå äëÿ ëþáîé ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêè ϕ ìîæåò áûòü ïåðåâåäå-
íî â òàêîå ïîëîæåíèå (ñ ïîìîùüþ àâòîìîðôèçìà ãðàôà G), â êîòîðîì
îíî ñîäåðæèò âåðøèíû âñåõ k öâåòîâ. Âñþäó äàëåå â êà÷åñòâå k-ïåñòðîãî
ôðàãìåíòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî âåðøèí, íîìåðà êîòîðûõ îá-
ðàçóþò öåëî÷èñëåííûé îòðåçîê. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî
ýòî ìíîæåñòâî âèäà T = {v1, v2, . . . , vl} äëÿ l ∈ N. Â äàëüíåéøåì áóäåò
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ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k (k ≥ 3n+3) ìèíèìàëüíûå ôðàã-
ìåíòû òàêîãî âèäà áóäóò ìèíèìàëüíûìè è â ìíîæåñòâå âñåõ ôðàãìåíòîâ
(ñì. òåîðåìó 1).
Èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî ëþáàÿ ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà C∞(ñ) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Çíà÷èò, äëÿ åå îïèñàíèÿ äîñòàòî÷íî óêàçàòü íàè-
ìåíüøèé ïåðèîä. Çàïèñûâàòü òàêîé ïåðèîä áóäåì çàêëþ÷åííîé â êâàä-
ðàòíûå ñêîáêè ñòðîêîé, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîòîðîé ðàâíî äëèíå ïå-
ðèîäà. Äëÿ ðàñêðàñêè ôðàãìåíòà T = {v1, v2, . . . , vl} áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñòðîêó öâåòîâ äëèíû l â êðóãëûõ ñêîáêàõ.
Â ëåììå 1 ñôîðìóëèðîâàíî âàæíîå ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî

ôðàãìåíòà áåñêîíå÷íîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà ñ äèñòàíöèÿìè d1, d2, . . .
è dn.

Ëåììà 1. (Ë. 1 â [8]) Â ëþáîé ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêå ãðàôà C∞(d1, d2,
. . . , dn) öâåòà âåðøèí v1 è vl ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà T =

{v1, v2, . . . , vl} ðàçëè÷íû è â ôðàãìåíòå T
′
= {v2, v3, . . . , vl−1} íå âñòðå-

÷àþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñîâåðøåííóþ ðàñêðàñêó ϕ èññëåäóåìîãî ãðàôà â öâåòà èç
I = {1, 2, . . . , k} è åãî ìèíèìàëüíûé k-ïåñòðûé ôðàãìåíò T = {v1, v2, . . . , vl}.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(v1) = 1, à ϕ(vl) = k.
Íàøà ãëàâíàÿ çàäà÷à â ýòîì ïàðàãðàôå � ïîêàçàòü, ÷òî ïðè k ≥ 3n + 3
âûïîëíÿåòñÿ l = k, ò.å. âñå öâåòà â ϕ(T ) ðàçëè÷íû.
Ïóñòü k ≥ 3n + 3. Çàìåòèì, ÷òî l ≥ k ≥ 3n + 3. Ëåâûìè íàçîâåì

âåðøèíû îò v2 äî vn+1, ñðåäíèìè � îò vn+2 äî vl−n−1, à ïðàâûìè � îò
vl−n äî vl−1 (ñì. ðèñ. 2). Öâåòà ëåâûõ, ñðåäíèõ è ïðàâûõ âåðøèí â ϕ áóäåì
òàêæå íàçûâàòü ëåâûìè, ñðåäíèìè è ïðàâûìè. Ìíîæåñòâà òàêèõ öâåòîâ
îáîçíà÷èì L,M è R ñîîòâåòñòâåííî. À öâåòà, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â
ϕ(T ) ðîâíî îäèí ðàç, íàçîâåì óíèêàëüíûìè.

Ðèñ. 2. Ëåâûå, ñðåäíèå è ïðàâûå âåðøèíû k-ïåñòðîãî
ôðàãìåíòà ãðàôà C∞(ñ)

Ìíîæåñòâî öâåòîâ îêðóæåíèÿ âåðøèíû v öâåòà i â ϕ íàçîâåì ïàëèò-
ðîé öâåòà i è îáîçíà÷èì åãî Bϕ(i).
Â ëåììå 2 ïåðå÷èñëåíû ñâîéñòâà ñóæåíèé ñîâåðøåííûõ k-ðàñêðàñîê

íà ìèíèìàëüíûé k-ïåñòðûé ôðàãìåíò äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k (k ≥
3n+ 3).
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Ëåììà 2. Åñëè k ≥ 3n+3, òî äëÿ ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà
T ãðàôà C∞(ñ) è ëþáîé åãî ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêè ϕ âåðíû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:
1. Ìíîæåñòâà L,M è R ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
2. Êàæäûé ñðåäíèé öâåò ϕ ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíûì.
3. Bϕ(1) è Bϕ(k) íå ñîäåðæàò ñðåäíèõ öâåòîâ.
4. Êàæäûé öâåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñðåäíèõ öâå-

òîâ â åãî ïàëèòðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ïóíêòîâ 1 è 2 ñëåäóåò èç ëåìì 4 è 5
â [8] ñîîòâåòñòâåííî. Â ïîäðîáíîì äîêàçàòåëüñòâå íóæäàþòñÿ òîëüêî ïï.
3 è 4.
3. Ó âåðøèí ñðåäíèõ öâåòîâ íåò 1- è k-îêðàøåííûõ ñîñåäåé. Èç ÷åãî

íåìåäëåííî ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà 3.
4. Ðàññìîòðèì âåðøèíó vi ñ 1 < i ≤ n+1 ëåâîãî öâåòà. Â ñèëó ï. 3 äàí-

íîé ëåììû ñðåäíèìè öâåòàìè ìîãóò áûòü îêðàøåíû òîëüêî òå åå ñîñåäè,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ñïðàâà. Òîãäà: Bϕ(ϕ(vi))∩M = {ϕ(vn+2), ϕ(vn+3), . . . ,
ϕ(vn+i)}. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ ïðàâîé âåðøèíû vj (l− n ≤ j < l),
ïîëó÷èì: Bϕ(ϕ(vj))∩M = {ϕ(vj−n), ϕ(vj−n+1), . . . , ϕ(vl−n−1)}. Ïî èçâåñò-
íîé ðàñêðàñêå ϕ(T ) ìîæíî îïðåäåëèòü ïàëèòðó ëþáîãî ñðåäíåãî öâåòà.
Êàê ñëåäñòâèå, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è ïåðåñå÷åíèå ïàëèòðû òàêîãî
öâåòà ñ ìíîæåñòâîì M . Âñå òàêèå ïåðåñå÷åíèÿ ðàçëè÷íû ñîãëàñíî ï. 2.
Çíà÷èò, êàæäîå èç íèõ îäíîçíà÷íî çàäà¼ò ñâîé öâåò. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. □

Â òåîðåìå 1 îïèñàíà ðàñêðàñêà ìèíèìàëüíîãî k-ïåñòðîãî ôðàãìåíòà
â èññëåäóåìîì ãðàôå ïðè k ≥ 3n+ 3.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k ≥ 3n+3, ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâåðøåííàÿ k-ðàñêðàñêà
ãðàôà C∞(ñ), à T � åãî ìèíèìàëüíûé k-ïåñòðûé ôðàãìåíò, òîãäà äëèíà
T ðàâíà k è ϕ(T ) = (1 2 . . . k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1 è ï. 4 ëåììû 2 âñå âåðøèíû T îêðà-
øåíû óíèêàëüíûìè öâåòàìè. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ϕ(vi) = i äëÿ âñåõ i îò 1 äî k. Èç ÷åãî ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû 1. □

Ñëåäñòâèå 1 ïîçâîëÿåò òî÷íî âîññòàíîâèòü ëåâûé (ïðàâûé) öâåò âåð-
øèíû, åñëè èçâåñòíà ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ åãî ïàëèòðû ñ ìíîæåñòâîì
M .

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, b � íåêîòîðûé
öâåò ñîâåðøåííîé k-ðàñêðàñêè ϕ è i > 0. Åñëè |Bϕ(b) ∩M | = i è b ∈ L,
òî b = i+ 1; à åñëè |Bϕ(b) ∩M | = i è b ∈ R, òî b = k − i.
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2 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêè ãðàôà C∞(ñ) ñ ïåðèîäàìè

S11(k) = [1 2 3 . . . (k − 1) k (k − 1) . . . 3 2], (1)

S12(k) = [1 2 3 . . . (k − 1) k k (k − 1) . . . 3 2], (2)

S21(k) = [1 2 3 . . . (k − 1) k (k − 1) . . . 3 2 1], (3)

S22(k) = [1 2 3 . . . (k − 1) k k (k − 1) . . . 3 2 1], (4)

S(k) = [1 2 3 . . . k]. (5)

Ïåðâûå ÷åòûðå áóäåì íàçûâàòü çåðêàëüíûìè òèïîâ 1-1, 1-2, 2-1 è 2-
2 ñîîòâåòñòâåííî, à ïÿòóþ � öèêëè÷åñêîé. Òèï çåðêàëüíîé ðàñêðàñêè
îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì âåðøèí êðàéíèõ öâåòîâ (1 è k) â ïåðèîäå.
Óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé ëåììû î÷åâèäíî.

Ëåììà 3. Ðàñêðàñêè öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà C∞(ñ) ñ ïåðèîäàìè S11(k),
S12(k), S21(k), S22(k) è S(k) ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè äëÿ ëþáûõ íàòóðàëü-
íûõ n è k (n ≥ 1, k ≥ 1).

Öèêëè÷åñêèå è çåðêàëüíûå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè äàëåå áóäåì íàçû-
âàòü îðáèòíûìè, ïîñêîëüêó îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ îðáèòíîãî ìåòîäà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñïîñîáîì ïî-
ñòðîåíèÿ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ (ñì., íàïðèìåð,[9]). Ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ñîâåðøåííûå k-ðàñêðàñêè ãðàôà C∞(ñ) äëÿ k ≥ 3n + 3 èñ-
÷åðïûâàþòñÿ ðàñêðàñêàìè ñ ïåðèîäàìè (1)− (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà èññëåäóåìîãî ãðàôà
â k öâåòîâ è k ≥ 3n+ 3. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 èìååì T = {v1, v2, . . . , vk} �
åãî ìèíèìàëüíûé k-ïåñòðûé ôðàãìåíò è ϕ(T ) = (1 2 . . . k).
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïåðåáîðîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ϕ(v0) è ϕ(vk+1).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ϕ(v1) = 1, è ï. 3 ëåììû 2 ïîëó÷àåì: v0 èìååò â ñâîåé 1-
îêðåñòíîñòè íå áîëåå îäíîé âåðøèíû ñðåäíåãî öâåòà. Òîãäà ñîãëàñíî ï. 4
òîé æå ëåììû v0 îêðàøåíà îäíèì èç ÷åòûðåõ öâåòîâ 1, 2, (k − 1) èëè k.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû ê ϕ(vk+1). Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðå-
çóëüòàòû ïåðåáîðà ïðåäñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ òàáëèöû (ñì. òàáëèöó 1). Â
åå ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöàõ ïåðå÷èñëåíû âîçìîæíûå ïðîäîëæåíèÿ ðàñêðàñ-
êè ôðàãìåíòà T âëåâî è âïðàâî íà îäíó âåðøèíó. À â òðåòüåì ñòîëáöå
� ïåðèîä ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè, äî êîòîðîé òàêîå ïðîäîëæåíèå îäíî-
çíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ.
Ñëó÷àé ϕ(v0) = 1. Îêðóæåíèÿ âåðøèí v0 è v1 öâåòà 1 îòëè÷àþòñÿ

âåðøèíàìè v−n è vn+1. Çíà÷èò, ϕ(v−n) = ϕ(vn+1) = n+ 1. Ïàëèòðà öâå-
òà n + 1 èçâåñòíà: Bϕ(n + 1) = {1, 2, . . . , n, n + 2, . . . , 2n, 2n + 1}.
Ïîëîâèíà åå öâåòîâ � ëåâûå, äðóãàÿ ïîëîâèíà � ñðåäíèå. Â ñèëó ï. 3
ëåììû 2 âåðøèíû v−n, v−n+1, . . . , v−1 îêðàøåíû ëåâûìè öâåòàìè. Òî-
ãäà v−2n, v−2n+1, . . . , v−n−1 îêðàøåíû ñðåäíèìè. Ïðèìåíèì òåïåðü ê



ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÅ ÐÀÑÊÐÀÑÊÈ ÖÈÐÊÓËßÍÒÍÛÕ ÃÐÀÔÎÂ 193

Òàáëèöà 1. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.

ϕ(v0) ϕ(vk+1) Ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà
1 k − 1 S21(k)

k S22(k)
2 k − 1 S11(k)

k S12(k)
k − 1 � �
k 1 S(k)

ïåðâûì ñëåäñòâèå 1 è ïîëó÷èì ïðîäîëæåíèå ϕ(T ) âëåâî íà n âåðøèí:
(n (n− 1) . . . 2 1).
Äàëåå ðàññìîòðèì äîïóñòèìûå ïðîäîëæåíèÿ ϕ(T ) âïðàâî íà n âåð-

øèí. Ò.ê. ϕ(vk) = k, òî ñîãëàñíî ï. 3 ëåììû 2 âåðøèíà vk+1 èìååò
íå áîëåå îäíîãî ñîñåäà ñðåäíåãî öâåòà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî
k /∈ Bϕ(1) è k /∈ Bϕ(2), âåðøèíà vk+1 îêðàøåíà ëèáî öâåòîì (k−1), ëèáî
öâåòîì k.
Ðàññìîòðèì ïîäñëó÷àé ϕ(vk+1) = k − 1. Â ñèëó ï. 3 ëåììû 2 è òîãî,

÷òî (k−n− 1) ∈ Bϕ(k− 1)∩M , ïîëó÷èì ϕ(vk+n+1) = k−n− 1. Ïàëèòðà
ýòîãî öâåòà èçâåñòíà: Bϕ(k − n − 1) = {k − 2n − 1, k − 2n, . . . , k − n −
2, k − n, . . . , k − 2, k − 1}. Ó÷èòûâàÿ ï. 3 ëåììû 2, èìååì: âåðøè-
íû vk+1, vk+2, . . . , vk+n îêðàøåíû ïðàâûìè öâåòàìè; à vk+n+2, vk+n+3,
. . . , vk+2n+1 � ñðåäíèìè. Ïðèìåíèì òåïåðü ê ïåðâûì ñëåäñòâèå 1 è ïî-
ëó÷èì ïðîäîëæåíèå ϕ(T ) âïðàâî íà n âåðøèí: ((k − 1) (k − 2) . . . (k −
n+ 1) (k − n)).
Ðàññóæäåíèÿ â ïîäñëó÷àå ϕ(vk+1) = k òàêèå æå, êàê äëÿ ïðîäîëæåíèÿ

ϕ(T ) âëåâî âåðøèíîé öâåòà 1. Ïîâòîðèâ èõ, âîññòàíîâèì ðàñêðàñêó ϕ íà
n âåðøèíàõ ñïðàâà îò T : (k (k − 1) . . . (k − n+ 1)).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ïðîäîëæåíèÿ ϕ(T ) âëåâî è âïðàâî íà n âåð-

øèí, ÷òî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü ïàëèòðó êàæäîãî öâåòà. Ñ ó÷åòîì èç-
âåñòíûõ ïàëèòð ϕ(T ) îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ñîâåðùåííîé ðàñêðàñ-
êè âñåãî ãðàôà: â ïîäñëó÷àå ϕ(vk+1) = k−1 ïåðèîä ϕ ðàâåí S21(k), à äëÿ
ϕ(vk+1) = k èìååò âèä S22(k).
Ñëó÷àé ϕ(v0) = 2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó (â ñèëó

ñèììåòðèè). Äîïóñòèìûå ïðîäîëæåíèÿ çäåñü èñ÷åðïûâàþòñÿ ñîâåðøåí-
íûìè ðàñêðàñêàìè ñ ïåðèîäàìè S11(k) è S12(k).
Ñëó÷àé ϕ(v0) = k− 1. Ñðàâíèì ïàëèòðû öâåòà k − 1 ó âåðøèí v0 è

vk−1. Äëÿ v0 âåðíî {1, 2, . . . , n} ⊂ Bϕ(k − 1); à äëÿ vk−1: {(k − n −
1), (k − n), . . . , (k − 2), k} ⊂ Bϕ(k − 1). Ìîùíîñòü ïåðâîãî òàêîãî
ïîäìíîæåñòâà ðàâíà n, à âòîðîãî � (n+1). Èç ï. 1 ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî
îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íî òîãäà ó âåðøèíû öâåòà (k − 1) íå ìåíåå 2n +
1 ñîñåäåé, ÷òî áîëüøå ìîùíîñòè 1-îêðåñòíîñòè âåðøèíû èññëåäóåìîãî
ãðàôà. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ñëó÷àé ϕ(v0) = k. Ñîïîñòàâèì ïàëèòðû öâåòà k ó âåðøèí v0 è vk.
Ñ ó÷åòîì ï. 1 ëåììû 2 ïîëó÷èì Bϕ(k) = {1, 2, . . . , n, k − n, k − n +
1, . . . , k−1}. Â ñèëó ï. 3 òîé æå ëåììû èìååì: âåðøèíû v−n, v−n+1, . . . , v−1

îêðàøåíû ïðàâûìè öâåòàìè èç Bϕ(k) (ò.å. öâåòàìè îò (k−n) äî (k−1)).
Cîãëàñíî ï. 4 ëåììû 2 â èõ ïàëèòðå åñòü ñðåäíèå öâåòà. Çíà÷èò, âåðøè-
íàì v−2n, v−2n+1, . . . , v−n−1 ñîîòâåòñòâóþò ñðåäíèå öâåòà. Ïðèìåíèì
òåïåðü ê âåðøèíàì v−n+1, v−n+2, . . . , v−1 ñëåäñòâèå 1 è ïîëó÷èì ïðî-
äîëæåíèå ϕ(T ) âëåâî íà n âåðøèí: ((k− n+1) (k− n+2) . . . (k− 1) k).
Ïîâòîðèâ àíàëîãè÷íûå øàãè äëÿ âåðøèí vk+1, vk+2, . . . , vk+n, ïîëó÷èì
òàêæå ïðîäîëæåíèå ϕ(T ) âïðàâî íà n âåðøèí: (1 2 . . . n).
Ïî ïðîäîëæåíèþ ϕ(T ) âëåâî è âïðàâî íà n âåðøèí ñîâåðøåííàÿ ðàñ-

êðàñêà âñåãî ãðàôà âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî, ïðè ýòîì åå ïåðèîä
ðàâåí [1 2 . . . k]. Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Çàìåòèì, ÷òî ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà C∞(ñ) ñ ïåðèîäàìè S12(k)
è S21(k) ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó âòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ïîñëå ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ öâåòîâ.

Çàêëþ÷åíèå

Ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äàííîé ðàáîòå, äëÿ çàâåðøåíèÿ
îïèñàíèÿ ñîâåðøåííûõ k-ðàñêðàñîê ãðàôîâ C∞(ñ) îñòàëîñü ïåðå÷èñëèòü
âñå èõ ïåðèîäû äëÿ 2 < k ≤ 3n+ 2.
Ìû ïîëàãàåì, ÷òî è äëÿ ãðàôà C∞(d1, d2, . . . dn) ñóùåñòâóåò îöåíêà

K(dn) òàêàÿ, ÷òî åãî ñîâåðøåííûå k-ðàñêðàñêè ïðè k ≥ K(dn) èñ÷åðïû-
âàþòñÿ ðàñêðàñêàìè ñ ïåðèîäàìè (1)− (5).
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