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Abstract:We describe all associative �nite rings that have acyclic
compressed zero-divisor graphs.

Keywords: associative ring, �nite ring, zero-divisor graph, compressed
zero-divisor graph.

1 Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àññîöèàòèâíûå êîëüöà (íå îáÿçà-
òåëüíî êîììóòàòèâíûå è íå îáÿçàòåëüíî èìåþùèå åäèíèöó).
Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ R ïîëî-

æèì l(x) = {a ∈ R; ax = 0} è r(x) = {a ∈ R; xa = 0}. Ïóñòü D(R) �
ìíîæåñòâî äåëèòåëåé íóëÿ (îäíîñòîðîííèõ è äâóñòîðîííèõ) êîëüöà R è
D(R)∗ = D(R) \ {0}. Îáîçíà÷èì Ann(R) = {a ∈ R; aR = Ra = (0)}. ×å-
ðåç J(R) îáîçíà÷èì ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà R. Êîíå÷íîå êîëüöî R ñ
åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì, åñëè ôàêòîð-êîëüöî R/J(R) ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì [1].
Ãðàôîì äåëèòåëåé íóëÿ Γ(R) êîëüöà R íàçûâàþò ãðàô, âåðøèíàìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå äåëèòåëè íóëÿ êîëüöà (îäíîñòîðîííèå è
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äâóñòîðîííèå), ïðè÷åì ðàçëè÷íûå äâå âåðøèíû x, y ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy = 0 èëè yx = 0.
Ïîíÿòèå ãðàôà äåëèòåëåé íóëÿ äëÿ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà áûëî ââå-

äåíî Ä. Àíäåðñîíîì, Ï. Ëèâèíãñòîíîì â ðàáîòå [1]. Ïîçæå â ðàáîòå [2]
ýòî ïîíÿòèå áûëî îáîáùåíî äëÿ íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà (îïðåäåëåíèå
ãðàôà äåëèòåëåé íóëÿ èìåííî èç ýòîé ðàáîòû ìû è ñôîðìóëèðîâàëè
âûøå). Â ÷àñòíîñòè, Ñ. Ðåäìîíä äîêàçàë, ÷òî ãðàô äåëèòåëåé íóëÿ àñ-
ñîöèàòèâíîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è åãî äèàìåòð íå ïðåâîñõîäèò
òðåõ.
Ñ 1999 ãîäà âûøåë ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ãðàôàì äåëèòåëåé íó-

ëÿ àññîöèàòèâíûõ êîëåö. Îäíàêî ñêîðî ñòàëî ïîíÿòíûì, ÷òî èçîáðàæå-
íèå ãðàôà äåëèòåëåé íóëÿ äàæå äëÿ êîëåö íåáîëüøèõ ïîðÿäêîâ ÷àñòî
ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì, à äëÿ áîëüøèõ ïîðÿäêîâ ïî÷òè íåâîçìîæíûì. Âîç-
íèêëà íåîáõîäèìîñòü ðàçáèòü ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà äåëèòåëåé íóëÿ
íà êëàññû, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû íå íàðóøàëîñü ïðåäñòàâëåíèå î ñòðîåíèè
ãðàôà äåëèòåëåé íóëÿ â öåëîì. Â ðàáîòàõ [3, 4] ïðåäëîæèëè äîâîëüíî
åñòåñòâåííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû äëÿ êîììóòàòèâíîãî ñëó-
÷àÿ. Â ñòàòüå [5] ýòîò ïîäõîä áûë îáîáùåí íà íåêîììóòàòèâíûé ñëó÷àé.
Èçëîæèì ñóòü ýòîãî ìåòîäà. Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíî-
æåñòâå D(R)∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ D(R)∗ x ∼ y ⇔ l(x) ∪ r(x) = l(y) ∪ r(y).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [x] êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x ∈ D(R)∗. Äëÿ
ëþáûõ a ∈ [x], b ∈ [y], ãäå x, y ∈ D(R)∗, î÷åâèäíî, ÷òî ab = 0 èëè ba =
0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy = 0 èëè yx = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Γ∼(R) ãðàô, ìíîæåñòâîì âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {[x]; x ∈
D(R)∗}, ïðè÷åì äâå âåðøèíû [x], [y] (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå) áóäåì
ñîåäèíÿòü ðåáðîì (èëè ïåòëåé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy = 0 èëè
yx = 0. Ãðàô Γ∼(R) áóäåì íàçûâàòü ñæàòûì ãðàôîì äåëèòåëåé íóëÿ
êîëüöà R.
Â ðàáîòå [5] áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé ôàêò:

Ïðåäëîæåíèå 1.1 (ñì. [5]). Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî è x ∈
D(R)∗. Åñëè x2 = 0, òî yz = 0 èëè zy = 0 äëÿ ëþáûõ y, z ∈ [x]; åñëè æå
x2 ̸= 0, òî yz ̸= 0 è zy ̸= 0 äëÿ ëþáûõ y, z ∈ [x].

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå Γ∼(R) âñå âåðøèíû äåëÿòñÿ
íà äâà òèïà. Åñëè x2 = 0, òî [x] � ýòî âåðøèíà ñ ïåòëåé. Åñëè x2 ̸= 0,
òî [x] � ýòî âåðøèíà áåç ïåòëè. Çíàÿ, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â
êàæäîì êëàññå [x], ìû âñåãäà îò ñæàòîãî ãðàôà äåëèòåëåé íóëÿ ìîæåì
ïåðåéòè ê îáû÷íîìó ãðàôó äåëèòåëåé íóëÿ. ßñíî, ÷òî ñæàòûé ãðàô äå-
ëèòåëåé íóëÿ êîíå÷íîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà òàêæå ñâÿçåí è åãî äèà-
ìåòð íå áîëüøå òðåõ. Êðîìå òîãî, â ñæàòîì ãðàôå íèëüïîòåíòíûå ýëå-
ìåíòû èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè äâà âûäåëåíû ïåòëåé. Îòìåòèì, ÷òî íå
âñÿêèé ñâÿçíûé ãðàô ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñæàòûì ãðàôîì äåëèòåëåé íóëÿ
äëÿ êàêîãî-íèáóäü êîëüöà. Íàïðèìåð, åñëè âçÿòü îòðåçîê [a]− [b], ãäå îáå
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âåðøèíû èìåþò ïåòëè, òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ñæàòûì ãðàôîì äåëèòåëåé íóëÿ
íèêàêîãî êîëüöà, ïîñêîëüêó âåðøèíû [a] è [b] íà ñàìîì äåëå ìîæíî ñòÿ-
íóòü â îäíó âåðøèíó ñ ïåòëåé. È òàêèõ ïðèìåðîâ ìíîãî, ïðè÷åì íå âñå-
ãäà ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ãðàô íå äî êîíöà ñæàò. Â ðàáîòå [5] îïèñàíû âñå
ñâÿçíûå ãðàôû äåëèòåëåé íóëÿ (ñ ïåòëÿìè) íà îäíîé, äâóõ è òðåõ âåðøè-
íàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñæàòûìè ãðàôàìè äåëèòåëåé íóëÿ êàêîãî-ëèáî
êîíå÷íîãî êîëüöà. Â ñòàòüå [6] ïîëíîñòüþ îïèñàíû âñå ñâÿçíûå ãðàôû ñ
ïåòëÿìè íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ, êîòîðûå ìîãóò ðåàëèçîâàíû êàê ñæàòûå
ãðàôû äåëèòåëåé íóëÿ êîíå÷íûõ êîëåö. Èç 50 íåèçîìîðôíûõ ñâÿçíûõ
ãðàôîâ ñ ïåòëÿìè íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ òîëüêî 8, êàê îêàçàëîñü, ÿâëÿ-
þòñÿ ñæàòûìè ãðàôàìè äåëèòåëåé íóëÿ êàêîãî-ëèáî êîíå÷íîãî êîëüöà
(ñì. [6]). Îïèñàíû ïîëíîñòüþ êîíå÷íûå êîëüöà, ñæàòûå ãðàôû äåëèòåëåé
íóëÿ ñîäåðæàò ìîñò, âåðøèíû êîòîðîãî íå ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè [7]. Â ðà-
áîòàõ [7, 8] ïîëó÷åíî îïèñàíèå êîíå÷íûõ êîëåö, ñæàòûå ãðàôû äåëèòåëåé
íóëÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè (ñ ïåòëÿìè). Â [10, 11] îïèñàíû ñæàòûå
ãðàôû äåëèòåëåé íóëÿ âñåõ êîììóòàòèâíûõ êîíå÷íûõ ëîêàëüíûõ êîëåö
R õàðàêòåðèñòèêè p ñ ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà J , òàêèì, ÷òî J4 = (0),
F = R/J ∼= GF (pr) è dimF J/J2 = 2, dimF J2/J3 = 2, dimF J3 = 1 or
dimF J/J2 = 3, dimF J2/J3 = 1, dimF J3 = 1.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîëíîñòüþ îïèñûâàåì êîíå÷íûå êîëüöà, ñæà-

òûå ãðàôû äåëèòåëåé íóëÿ êîòîðûõ íå ñîäåðæàò öèêëîâ, òî åñòü ÿâëÿ-
þòñÿ àöèêëè÷åñêèìè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïåòëè ìû íå ðàññìàòðèâàåì êàê
öèêëû. Ïîñêîëüêó ãðàô äåëèòåëåé íóëÿ àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì, òî ôàêòè÷åñêè ìû îïèñûâàåì êîíå÷íûå êîëüöà, ñæàòûå ãðàôû
äåëèòåëåé íóëÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè.
Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà R ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ñâîèõ

àääèòèâíûõ ïîäãðóïï Ai, ãäå i = 1, . . . , n è n ≥ 2, ò.å. R = A1

.
+ . . .

.
+ An.

Åñëè âñå ïîäãðóïïû Ai ÿâëÿþòñÿ äâóñòîðîííèìè èäåàëàìè êîëüöà R, òî
êîëüöî R íàçûâàþò ðàçëîæèìûì è ïèøóò R = A1 ⊕ . . .⊕An. Àääèòèâ-
íóþ ïîäãðóïïó àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà R, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì
x ∈ R, áóäåì îáîçíà÷àòü ⟨x⟩.
Ýëåìåíò e ∈ R íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòîì êîëüöà R, åñëè e = e2.

Ñèñòåìà íåíóëåâûõ èäåìïîòåíòîâ e1, . . . , ek (k ≥ 2) êîëüöà R íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé, åñëè eiej = ejei = 0 äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ÷èñåë
i, j ∈ {1, 2, . . . , k}. Äàëåå, ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî (âîçìîæíî, áåç
åäèíèöû) è e � íåòðèâèàëüíûé èäåìïîòåíò êîëüöà R, ò.å. èäåìïîòåíò,
îòëè÷íûé îò åäèíèöû (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) è íóëÿ. Îáîçíà÷èì

eRe = {ere; r ∈ R}, eR(1− e) = {er − ere; r ∈ R},

(1− e)Re = {re− ere; r ∈ R}, (1− e)R(1− e) = {r− re− er+ ere; r ∈ R}.

Òîãäà äëÿ àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà R èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàç-
ëîæåíèå, íàçûâàåìîå äâóñòîðîííèì ïèðñîâñêèì ðàçëîæåíèåì (ñì. [9,
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C. 32]):

R = eRe
.
+ eR(1− e)

.
+ (1− e)Re

.
+ (1− e)R(1− e).

Â êîëüöå áåç åäèíèöû ïîä çàïèñüþ ex(1−e) ìû áóäåì ïîíèìàòü ýëåìåíò
ex−exe, àíàëîãè÷íî (1−e)xe = xe−exe è (1−e)x(1−e) = x−ex−xe+exe
äëÿ ëþáîãî èäåìïîòåíòà e ∈ R è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ R.
Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà S êîëüöà R áóäåì ïîëàãàòü S∗ = S \ {0}.

Îáîçíà÷èì òàêæå l(S) = {a ∈ R; aS = (0)} è r(S) = {a ∈ R; Sa = (0)}.

2 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ñôîðìóëèðîâàí îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ñòàòüè.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ â ñêîáêàõ ìû óêàçàëè, êàêîé ñæàòûé
ãðàô äåëèòåëåé íóëÿ èìååò äàííûé òèï êîëüöà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîëüöî. Ñæàòûé ãðàô äåëèòåëåé íóëÿ
êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) R ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì (Γ∼(R) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ãðàôîì);
(2) R � ýòî ëîêàëüíîå èëè íèëüïîòåíòíîå êîëüöî, J(R) ̸= (0) è J(R)2 = (0)

(Γ∼(R) ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû ñ ïåòëåé);
(3) R ∼= GF (q)⊕S, ãäå S � ëîêàëüíîå êîëüöî, J(S)2 = (0) è J(S) ̸= (0)

(ãðàô Γ∼(R) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ öåïü èç ÷åòûðåõ âåðøèí [c]−
[a]− [b]− [d], ãäå òîëüêî âåðøèíà [b] èìååò ïåòëþ).

(4) R � ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ êîíå÷íûõ ïîëåé (â ãðàôå Γ∼(R) âñåãî äâå
âåðøèíû è îáå âåðøèíû áåç ïåòëè).

(5) R � ëîêàëüíîå êîëüöî ëèáî íèëüïîòåíòíîå, J(R) ̸= l(J(R)) ∪
r(J(R)), ïðè÷åì xy ̸= 0 äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y /∈ l(J(R)) ∪
r(J(R)) (â ãðàôå âñåãî äâå âåðøèíû: îäíà âåðøèíà ñ ïåòëåé, à
âòîðàÿ � áåç ïåòëè).

(6) R � íåíèëüïîòåíòíîå êîëüöî áåç åäèíèöû, R = A⊕B, ãäå B2 =
(0) (âîçìîæíî, B ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì), A � íåíóëåâîå ïîäêîëüöî
êîëüöà R, e = e2 ∈ A, e ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé â ôàêòîð-êîëüöå

A/J(A), A = eAe
.
+ eA(1 − e)

.
+ (1 − e)Ae

.
+ (1 − e)A(1 − e),

eAe ∼= GF (pn) (p � ïðîñòîå ÷èñëî è n ≥ 1), eA(1− e) ⊆ l(A),
(1− e)Ae ⊆ r(A), (1− e)A(1− e) = Ann(A) (ãðàô Γ∼(R) ñîñòîèò
èç äâóõ âåðøèí [b] è [e], ïðè÷åì [b] èìååò ïåòëþ, à [e] � áåç
ïåòëè).

(7) êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì èëè íèëüïîòåíòíûì,
J(R)3 = (0), J(R)2 ̸= (0), x2 = 0 äëÿ âñåõ x ∈ J(R) è âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå (1):
åñëè a ∈ J(R) òàêîâî, ÷òî íàéäóòñÿ ýëåìåíòû x, y ∈ J(R),
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì xy ̸= 0, ax = ay = 0, òî òîãäà
a ∈ Ann(J(R))
(óñëîâèå (1) ëèøíåå, åñëè â ãðàôå Γ∼(R) ìåíåå 6 âåðøèí) (ãðàô
Γ∼(R) � çâåçäà òèïà I).
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(8) R ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì èëè íèëüïîòåíòíûì êîëüöîì, ïðè÷åì
âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:
(a) åñëè a ∈ J(R) òàêîâî, ÷òî íàéäóòñÿ x, y ∈ J(R), óäîâëå-

òâîðÿþùèå óñëîâèÿì xy ̸= 0, x ̸= y, x, y ∈ l(a) ∪ r(a), òî
az = 0 èëè za = 0 äëÿ ëþáîãî z ∈ J(R);

(b) â J(R) ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû z, t, òàêèå, ÷òî z2 ̸= 0, t2 =
0, zt ̸= 0 è tz ̸= 0

(ãðàô Γ∼(R) � çâåçäà òèïà II).
(9) R � íåíèëüïîòåíòíîå êîëüöî áåç åäèíèöû, e2 = e ∈ R, e � åäèíè-

öà â ôàêòîð-êîëüöå R/J(R), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, J(R)2 =
(0), J(eRe) ̸= (0) (â Γ∼(R) òðè âåðøèíû: [b], [d], [a1]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîëüöî, òàêîå ÷òî â åãî ñæàòîì
ãðàôå äåëèòåëåé íóëÿ Γ∼(R) íåò öèêëîâ. Åñëè ãðàô Γ∼(R) ÿâëÿåòñÿ ïó-
ñòûì, òî â êîëüöå R íåò äåëèòåëåé íóëÿ è îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Êîíå÷íûå
êîëüöà, ó êîòîðûõ ñæàòûé ãðàô äåëèòåëåé íóëÿ ñîñòîèò èç îäíîé âåðøè-
íû, îïèñàíû â [5]: ýòî êîëüöà èç ïóíêòà (2) íàñòîÿùåé òåîðåìû. Áóäåì
äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå Γ∼(R) äâå èëè áîëåå âåðøèíû.
Èçâåñòíî, ÷òî äèàìåòð ãðàôà äåëèòåëåé íóëÿ Γ(R) íå ïðåâîñõîäèò 3

[2]. Ñëåäîâàòåëüíî, äèàìåòð è ñæàòîãî ãðàôà äåëèòåëåé íóëÿ íå ïðåâîñ-
õîäèò òðåõ. Ïîýòîìó â ãðàôå Γ∼(R) öåïü ìîæåò áûòü ìàêñèìóì äëèíû
3. Ïóñòü â ãðàôå Γ∼(R) ñóùåñòâóåò öåïü äëèíû òðè: [c] − [a] − [b] − [d].
Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Γ∼(R), ñìåæíûõ ñ [a], íî íå ñìåæíûõ ñ [b],
îáîçíà÷èì ÷åðåç A. Ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ [b], íî íå ñìåæíûõ ñ
[a], � ÷åðåç B. Â ÷àñòíîñòè, [c] ∈ A, [d] ∈ B (íàïîìíèì, â ãðàôå íåò öèê-
ëîâ). Ïîñêîëüêó â ãðàôå Γ∼(R) íåò öèêëîâ è åãî äèàìåòð íå ïðåâîñõîäèò
òðåõ, òî âåðøèíû èç ìíîæåñòâ A è B ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè è â Γ∼(R) íåò
äðóãèõ âåðøèí, êðîìå [a], [b] è ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ A è B. Òàêèì îáðà-
çîì, ãðàô Γ∼(R) ñîäåðæèò ìîñò [a]− [b], ïðè÷åì âåðøèíû ìîñòà [a]− [b]
íå ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè. Êîëüöà ñ òàêèìè ãðàôàìè ïîëíîñòüþ îïèñàíû â
ðàáîòå [7]: |A| = 1, |B| = 1, R ∼= GF (q) ⊕ S, ãäå S � ëîêàëüíîå êîëüöî,
ïðè÷åì J(S)2 = (0), J(S) ̸= (0) è ãðàô Γ∼(R) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ öåïü
[c]−[a]−[b]−[d], ãäå òîëüêî âåðøèíà [b] èìååò ïåòëþ (ýòî êîëüöà òèïà (3)
èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà â ãðàôå Γ∼(R) íå ñóùåñòâóåò öå-

ïè äëèíû 3. Òîãäà ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé, ïðè÷åì ñðåäè âèñÿ÷èõ
âåðøèí òîëüêî îäíà ìîæåò áûòü áåç ïåòëè, ïîñêîëüêó â çâåçäå âèñÿ÷èå
âåðøèíû áåç ïåòåëü ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó. Åñëè âåðøèí âñåãî äâå, òî
ãðàô Γ∼(R) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îòðåçîê è, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì ãðàôîì. Êîëüöà ñ ïîëíûìè ñæàòûìè ãðàôàìè ïîëíîñòüþ îïèñàíû
ðàíåå (ñì. [8, 7]). Ýòî êîëüöà (4), (5), (6) èç ôîðìóëèðîâêè íàñòîÿùåé
òåîðåìû.
Òåïåðü ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô Γ∼(R) ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé è ñîäåð-

æèò áîëåå äâóõ âåðøèí, òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì. Äîêàæåì, ÷òî
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öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà çâåçäû âñåãäà èìååò ïåòëþ. Â ðàáîòå [5] îïèñà-
íû âñå ñæàòûå ãðàôû äåëèòåëåé íóëÿ êîíå÷íûõ êîëåö, êîòîðûå èìåþò
ðîâíî òðè âåðøèíû. Àöèêëè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ãðàô íà òðåõ
âåðøèíàõ: îí ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ öåïü äëèíû äâà: [a] − [b] − [c], â êî-
òîðîé âåðøèíà [a] íå èìååò ïåòëè, à âåðøèíû [b] è [c] � ñ ïåòëÿìè (ñì.
[5, Theorem 3]). Åñëè æå â ãðàôå Γ∼(R) áîëåå òðåõ âåðøèí, òî â íåì
åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû ñ ïåòëÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà çâåçäû Γ∼(R) èìååò ïåòëþ (ñì. [6, Lemma 2.2]).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ãðàô Γ∼(R) ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé è ñîäåðæèò áîëåå
äâóõ âåðøèí, òî åãî öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà âñåãäà èìååò ïåòëþ, ïðè÷åì
ñðåäè âèñÿ÷èõ âåðøèí ðîâíî îäíà ìîæåò íå èìåòü ïåòëþ. Åñëè â ãðà-
ôå Γ∼(R) âñå âåðøèíû ñ ïåòëÿìè, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ
çâåçäîé òèïà I, à åñëè â ãðàôå Γ∼(R) åñòü îäíà âèñÿ÷àÿ âåðøèíà áåç
ïåòëè, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô Γ∼(R) ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé òèïà II (â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âåðøèí áîëåå äâóõ). Êðîìå òîãî,
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåðøèí ãðàôà Γ∼(R):
[b] � öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà çâåçäû (îíà âñåãäà ñ ïåòëåé), [d] � âåðøèíà
áåç ïåòëè (åå ìîæåò íå áûòü), [a1], [a2], . . . , [an] � âñå îñòàëüíûå âåðøèíû
(è îíè âñå ñ ïåòëÿìè), ïðè÷åì â çâåçäå òèïà I n ≥ 3, à â çâåçäå òèïà II
n ≥ 1.
Â ñëåäóþùåé ëåììå îïèñûâàåòñÿ ðÿä ñâîéñòâ êîëüöà, ó êîòîðîãî ñæà-

òûé ãðàô äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé òèïà I èëè òèïà II.

Ëåììà 1. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîëüöî, ó êîòîðîãî ãðàô Γ∼(R) ÿâëÿ-
åòñÿ çâåçäîé òèïà I èëè òèïà II, è 1 ≤ i, j ≤ n. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) s1s2 = s2s1 = 0 äëÿ âñåõ s1, s2 ∈ [ai] è äëÿ ëþáîãî i;
(2) aib = bai = 0 äëÿ âñåõ i;
(3) b1b2 = b2b1 = 0 äëÿ âñåõ b1, b2 ∈ [b];
(4) aiaj ∈ [b] äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ÷èñåë i, j;
(5) db, bd ∈ [b] ∪ {0};
(6) d4 = 0, åñëè ýëåìåíò d ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîëüöî, ïðè÷åì ãðàô Γ∼(R) ÿâ-
ëÿåòñÿ çâåçäîé òèïà I èëè òèïà II.
(1) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû s1, s2 ∈ [ai] äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà

i ≤ n. Òîãäà (s1+s2)s1 = 0 èëè s1(s1+s2) = 0. Åñëè s1+s2 = 0, òî s1s2 =
−s21 = 0 = s2s1. Åñëè s1+s2 ∈ D(R)∗, òî s1+s2 ∈ [a1]∪[b].Ñëåäîâàòåëüíî,
(s1 + s2)

2 = 0. Ïîñêîëüêó s21 = s22 = 0, à òàêæå s1s2 = 0 èëè s2s1 = 0, òî
è â ýòîì ñëó÷àå s1s2 = s2s1 = 0.
(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1b = 0, íî ba1 ̸= 0. Òîãäà a1(a1 + b) = 0, òî

åñòü a1+b ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì äåëèòåëåì íóëÿ, ïðè÷åì a1+b ∈ [b]∪ [a1].
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (a1 + b)2 = 0, òî åñòü ba1 = 0; ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó
íàøå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì è a1b = ba1 = 0.
(3) Ïóñòü b1b2 ∈ [b]. Òîãäà b1(b1 + b2) = 0 èëè (b1 + b2)b1 = 0. Åñëè

b1 + b2 = 0, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü b1 + b2 ∈ D(R)∗. Òîãäà
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(b1 + b2)ai = 0 äëÿ ëþáîãî i (ñì. óòâåðæäåíèå (2) íàñòîÿùåé ëåììû).
Çíà÷èò, b1 + b2 ∈ [b] èëè b1 + b2 ∈ [a1] (âòîðîé ñëó÷àé ìîæåò áûòü, åñëè
â çâåçäå òèïà II âñåãî îäíà âèñÿ÷àÿ âåðøèíà). Ïîýòîìó (b1 + b2)

2 = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, b1b2 = b2b1 = 0 è â ýòîì ñëó÷àå.
(4) Ïîñêîëüêó aiaj ̸= 0 ïðè ðàçëè÷íûõ i, j è ýëåìåíò aiaj àííóëèðóåò

ýëåìåíòû ai è aj îäíîâðåìåííî, òî aiaj ∈ [b].
(5) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî db = 0 è bd ̸= 0. Òîãäà d(bd) = 0, òî åñòü

[bd] = [b].
(6) Ïóñòü dn = 0, dn−1 ̸= 0, n > 4. Òîãäà (d2)2 ̸= 0, òî åñòü d2 ∈

[d]. Ïîñêîëüêó dn−2 · d2 = 0, òî dn−2 ∈ [b]. Íî òîãäà è dn−2 · d = 0;
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, 3 ≤ n ≤ 4. Ëåììà äîêàçàíà. □

Ïóñòü Γ∼(R) ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé òèïà I. Çàìåòèì, ÷òî â R òîãäà íå ìîæåò
áûòü îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ, òî åñòü R/J(R) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì èëè
R = J(R) (ñì. [9]). Åñëè R íåíèëüïîòåíòíîå è â íåì íåò åäèíèöû, òî â R
åñòü ãëàâíûé èäåìïîòåíò e, êîòîðûé ïîðîæäàåò âåðøèíó [e] áåç ïåòëè, à
âåðøèí áåç ïåòëè â çâåçäå òèïà I íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, R ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-
íûì êîëüöîì ëèáî íèëüïîòåíòíûì [9]. Çàìåòèì, ÷òî ïî òîëüêî ÷òî äî-
êàçàííîé ëåììå â J(R) íå ìîæåò áûòü íåíóëåâûõ ñëîâ äëèíû 3, òàê êàê
aiaj ∈ [b] ïðè ðàçëè÷íûõ i, j, à âñå ýëåìåíòû èç [b] àííóëèðóþò ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà D(R) = J(R) ñ îáåèõ ñòîðîí. Òàêèì îáðàçîì, J(R)3 = (0)
è [b] ∪ {0} = Ann(J(R)). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ax = ay = 0 è xy ̸= 0 äëÿ
íåêîòîðûõ a, x, y ∈ J(R)∗, òî âåðøèíû [x] è [y] � ýòî ðàçëè÷íûå âåðøè-
íû, êîòîðûå íå ñìåæíûå ìåæäó ñîáîé, íî ñìåæíûå ñ âåðøèíîé [a]. Â
ñèëó òîãî, ÷òî ñæàòûé ãðàô äåëèòåëåé íóëÿ êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé,
ñëåäóåò, ÷òî [a] = [b], òî åñòü a ∈ Ann(J(R)). Èòàê, êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì òèïà (7) èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1)
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â ãðàôå Γ∼(R) íå áîëåå ïÿòè âåðøèí, ìîæíî îïóñòèòü.
Ýòî ìû äîêàæåì íèæå, êîãäà áóäåì äîêàçûâàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
äëÿ ïóíêòîâ (7) è (8) òåîðåìû.
Ïóñòü ãðàô Γ∼(R) � çâåçäà òèïà II. Òîãäà â R íå ìîæåò áûòü îðòî-

ãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ. Ïîýòîìó êîëüöî R ëèáî íèëüïîòåíòíî, ëèáî
R/J(R) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ïóñòü R ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì èëè íèëüïîòåíò-
íûì. Äîêàæåì, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì èç ïóíêòà (8) íàñòîÿùåé
òåîðåìû. Â ýòîì ñëó÷àå D(R) = J(R) [9]. Òîãäà óñëîâèå x, y ∈ l(a)∪ r(a)
äëÿ íåêîòîðûõ a, x, y ∈ J(R), òàêèõ, ÷òî xy ̸= 0, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
ëèáî [x] = [y] ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé áåç ïåòëè, ëèáî [x] è [y] � äâå ðàçëè÷-
íûå âåðøèíû, íå ñìåæíûå äðóã ñ äðóãîì. Â îáåèõ ñëó÷àÿõ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî [a] = [b], òî åñòü az = 0 èëè za = 0 äëÿ ëþáîãî z ∈ J(R). Òàêèì
îáðàçîì, ïóíêò (a) âûïîëíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó Γ∼(R) � ýòî çâåçäà òèïà II,
òî â íåì åñòü êàê ìèíèìóì òðè âåðøèíû: [b], [d] è [a1]. Ïîëîæèì z = d è
t = a1 è óâèäèì, ÷òî ïóíêò (b) òîæå âûïîëíÿåòñÿ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå ñëó÷àé, êîãäà Γ∼(R) � çâåçäà òèïà II è R

íå ÿâëÿåòñÿ íè íèëüïîòåíòíûì, íè ëîêàëüíûì. Ïîñêîëüêó â êîëüöåR íåò
îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ, òî îíî ëèáî ëîêàëüíîå, ëèáî íå ñîäåðæèò
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åäèíèöó. Èòàê, R � íåíèëüïîòåíòíîå êîëüöî áåç åäèíèöû. Òîãäà âñå åãî
ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ [9]. Äàëåå, â R åñòü ãëàâíûé èäåì-
ïîòåíò e, òî åñòü e � åäèíèöà â ôàêòîð-êîëüöå R/J(R), R/J(R) ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì è, â ÷àñòíîñòè, eRe ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì êîëüöîì. Äîêàæåì, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì òèïà (9) èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû. Ïî-
êàæåì ñíà÷àëà, ÷òî J(eRe)+eR(1−e)+(1−e)Re+(1−e)R(1−e) = J(R).
Äåéñòâèòåëüíî, J(eRe)+eR(1−e)+(1−e)Re+(1−e)R(1−e) ⊆ J(R), òàê
êàê ýëåìåíò e ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé â ïîëå R/J(R) è J(eRe) = J(R) ∩ eRe
[9]. Îáðàòíî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x = ex1e+ ex2(1− e)+ (1−
e)x3e+ (1− e)x4(1− e) ∈ J(R). Äîêàæåì, ÷òî ex1e ∈ J(eRe). Ïîñêîëüêó
e � åäèíèöà â R/J(R), òî x = ex1e+ z, ãäå z = ex2(1− e) + (1− e)x3e+
(1−e)x4(1−e) ∈ J(R). Îòñþäà ex1e = x−z ∈ J(R)∩eRe = J(eRe) [9, Ñ.
75]. Èòàê, îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé
ýëåìåíò eje + em(1 − e) + (1 − e)le + (1 − e)t(1 − e), ãäå eje /∈ J(eRe),
â êâàäðàòå ðàâåí íóëþ. Òîãäà (eje)2 + em(1 − e)le = 0, òàê êàê ñóì-
ìà ãðóïï â ïèðñîâñêîì ðàçëîæåíèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé. Çíà÷èò, (eje)2 =
−em(1 − e)le = −em(1 − e) · (1 − e)le ∈ eR(1 − e) · (1 − e)Re ⊆ J(R)2.
Òîãäà ýëåìåíò eje ëîêàëüíîãî êîëüöà eRe ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, òî
åñòü eje ∈ J(eRe); ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû òàêî-
ãî âèäà íå ìîãóò â êâàäðàòå áûòü ðàâíûìè íóëþ. Ïîýòîìó [e] = [d] è
eRe \ J(eRe) + eR(1− e) + (1− e)Re+ S ⊆ [e] (âåðøèíà [d] ñîäåðæèò âñå
ýëåìåíòû êîëüöà R, êîòîðûå â êâàäðàòå íå ðàâíû íóëþ). Êðîìå òîãî,
ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâ eR(1−e)+(1−e)R(1−e) è (1−e)Re+(1−e)R(1−e)
àííóëèðóþòñÿ èäåìïîòåíòîì e õîòÿ áû ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîýòîìó âñå
íåíóëåâûå ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ ñîäåðæàòñÿ â âåðøèíå [b]. Ïî ëåììå
1(3) ìíîæåñòâà eR(1 − e), (1 − e)Re è (1 − e)R(1 − e) àííóëèðóþò äðóã
äðóãà ñ îáåèõ ñòîðîí è êàæäîå èç íèõ â êâàäðàòå ðàâíî íóëþ.
Åñëè J(eRe) = (0), òî eRe ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì. Äàëåå, èìå-

åì, ÷òî eRe∗ + eR(1 − e) + (1 − e)Re + (1 − e)R(1 − e) ⊂ [e]. Íàêîíåö,
ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà eR(1 − e)∗ + (1 − e)Re∗ + (1 − e)R(1 − e) (åñ-
ëè òàêèå ñóùåñòâóþò) íå àííóëèðóþò èäåìïîòåíò e íè ñ îäíîé ñòîðî-
íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò ëåæàòü òîëüêî â âåðøèíàõ [ai] è [e]. Íî ïðî-
èçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç ýòîé ñóììû ðàâíî íóëþ, òàê êàê
eR(1− e)∗, (1− e)Re∗, (1− e)R(1− e)∗ ⊂ [b]. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
eR(1 − e)∗ + (1 − e)Re∗ + (1 − e)R(1 − e) ⊂ [a1] (åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ
íå ñóùåñòâóåò, òî âåðøèí â ãðàôå Γ∼(R) âñåãî äâå, ãðàô Γ∼(R) ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíûì è êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì òèïà (6) èç ôîðìóëèðîâêè
òåîðåìû).
Òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî J(eRe) ̸= (0). Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû èç J(eRe)∗

íå àííóëèðóþò e, òî îíè âñå ìîãóò ëåæàòü òîëüêî â âåðøèíàõ [ai] è [e].
Íî ýëåìåíòû èç J(eRe)∗ íå ìîãóò ëåæàòü â ðàçíûõ âåðøèíàõ, ïîñêîëü-
êó J(eRe) ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì ïîäêîëüöîì è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò
íåíóëåâîé àííóëÿòîð. Ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî J(eRe)∗ ⊆ [a1]. Òîãäà ïî
ëåììå 1 èìååì, ÷òî J(eRe)2 = (0). Áîëåå òîãî, âñå ýëåìåíòû èç ïîñëåä-
íèõ òðåõ ïèðñîâñêèõ êîìïîíåíò àííóëèðóþò ñ îáåèõ ñòîðîí ýëåìåíòû èç
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ñóììû J(eRe)∗+eR(1−e)+(1−e)Re+(1−e)R(1−e) (ïî ëåììå 1), òî åñòü
J(R)2 = (0). Çíà÷èò, J(eRe)∗+eR(1−e)+(1−e)Re+(1−e)R(1−e) ⊆ [a1].
Ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà eR(1 − e)∗ + (1 − e)Re∗ + (1 − e)R(1 − e) (åñëè
òàêèå åñòü) íå ìîãóò àííóëèðîâàòü ýëåìåíò e, íî äîëæíû àííóëèðîâàòü
ýëåìåíòû èç J(eRe)∗ + eR(1 − e) + (1 − e)Re + (1 − e)R(1 − e) ⊆ [a1].
Ïîýòîìó eR(1− e)∗ + (1− e)Re∗ + (1− e)R(1− e) ⊆ [a1].
Îñòàëîñü äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äëÿ äâóõ ïóíêòîâ òåîðåìû:

(7) è (8). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëîêàëüíîãî êîëüöà R Γ∼(R) = Γ∼(J(R))[9,
Ñ. 74]. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îáðàòíûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ íèëü-
ïîòåíòíîãî êîëüöà èç óñëîâèé (7) è (8) íàñòîÿùåé òåîðåìû. Âî âñåõ ýòèõ
ñëó÷àÿõ â ãðàôå Γ∼(R) åñòü âåðøèíà ñ ïåòëåé, ñìåæíàÿ ñî âñåìè îñòàëü-
íûìè: ýòî òà âåðøèíà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò Ann(R). Áóäåì äàëåå ýòó âåð-
øèíó îáîçíà÷àòü ÷åðåç [b] (êàê è äëÿ çâåçä òèïà I è II).
Èòàê, ïóñòü R � íèëüïîòåíòíîå êîëüöî, R3 = (0), R2 ̸= (0), x2 = 0

äëÿ âñåõ x ∈ R. Äîêàæåì, ÷òî ãðàô Γ∼(R) â ýòîì ñëó÷àå � ýòî çâåçäà
òèïà I. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå âåðøèíû ñ ïåòëÿìè. Ïîñêîëüêó
x2 = 0 äëÿ âñåõ x ∈ R, òî êîëüöî R êîììóòàòèâíî ïî íóëþ, òî åñòü
xy = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà yx = 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ R. Ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî (x + y)2 = 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ R, òî åñòü xy = −yx. Òàê
êàê R2 ̸= (0), òî ãðàô Γ∼(R) ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì òðè âåðøèíû, èç
êîòîðûõ îäíà � ýòî âåðøèíà [b] ñ ïåòëåé, à äâå äðóãèõ � ýòî [x] è [y] äëÿ
ýëåìåíòîâ x, y ∈ R, òàêèõ, ÷òî xy ̸= 0 (ýòè ýëåìåíòû íå ìîãóò ïîïàñòü â
îäíó âåðøèíó, òàê êàê âñå âåðøèíû ñ ïåòëÿìè; òàêæå íè îäíà èç âåðøèí
[x] è [y] íå ìîæåò ñîâïàñòü ñ [b], òàê êàê âåðøèíà [b] ñìåæíà ñî âñåìè
âåðøèíàìè). Äàëåå, åñëè â ãðàôå Γ∼(R) ðîâíî òðè âåðøèíû, òî ýòî íå
ìîæåò áûòü òðåóãîëüíèê, èíà÷å âñå òðè âåðøèíû (îíè æå âñå ñ ïåòëÿìè)
ìîæíî ñòÿíóòü â îäíó. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âåðøèí â ãðàôå ðîâíî òðè,
òî ãðàô Γ∼(R) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ öåïü íà òðåõ âåðøèíàõ ñ ïåòëÿìè, òî
åñòü ýòî çâåçäà òèïà I. Ïóñòü âåðøèí â ãðàôå áîëåå òðåõ, íî ìåíåå øåñòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô Γ∼(R) íå ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé. Òîãäà â íåì åñòü äâå
ðàçëè÷íûå âåðøèíû [a1] è [a2], îòëè÷íûå îò [b] è ñìåæíûå ìåæäó ñîáîé.
Ïîñêîëüêó âåðøèíû [a1] è [a2] ðàçëè÷íûå, òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü åùå
îäíà âåðøèíà [a3], êîòîðàÿ íå ñìåæíà, íàïðèìåð, ñ âåðøèíîé [a1], íî
ñìåæíà ñ [a2] (åñëè òàêîé âåðøèíû íå ñóùåñòâóåò, òî âåðøèíû [a1] è
[a2] ìîæíî ñòÿíóòü â îäíó). Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ïî íóëþ êîëüöà
R âåðøèíà [a1 + a3] íå ñìåæíà ñ [a1] è [a3], íî ñìåæíà ñ [a2]. Ïîýòîìó
âåðøèíà [a1 + a3] íå ìîæåò ñîâïàñòü íè ñ îäíîé èç âåðøèí [b], [ai], i =
1, 2, 3, òî åñòü ýòî ïÿòàÿ âåðøèíà ãðàôà Γ∼(R). Åñëè äðóãèõ âåðøèí â
ãðàôå Γ∼(R) íåò, òî âåðøèíó [a2], êîòîðàÿ ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè
â ãðàôå, ìîæíî ñòÿíóòü ñ âåðøèíîé [b], ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Çíà÷èò,
åñòü åùå îäíà âåðøèíà [a4], êîòîðàÿ íå ñìåæíà ñ [a2]. Ñòàëî áûòü, â
ãðàôå Γ∼(R) ìèíèìóì øåñòü âåðøèí. Ïðîòèâîðå÷èå. Ðàññìîòðèì òåïåðü
ñëó÷àé, êîãäà äëÿ R âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1): ax = ay = 0 ⇔ a ∈ Ann(R)
äëÿ âñåõ a, x, y ∈ R, òàêèõ, ÷òî xy ̸= 0. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî âçÿòü a = a2, x = a1 è y = a3. Òîãäà ax =
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ay = 0 â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ïî íóëþ, xy ̸= 0, íî a /∈ Ann(R) = [b];
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ýòîò ñëó÷àé.
Íàêîíåö, ïóñòü R ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì êîëüöîì, äëÿ êîòîðîãî âû-

ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(1) äëÿ âñåõ a, x, y ∈ R, òàêèõ, ÷òî xy ̸= 0, x ̸= y, âûïîëíÿåòñÿ ðàâ-
íîñèëüíîñòü: x, y ∈ l(a) ∪ r(a) ⇔ az = 0 èëè za = 0 äëÿ ëþáîãî
z ∈ R;

(2) íàéäóòñÿ z, t ∈ R, òàêèå, ÷òî z2 ̸= 0, t2 = 0, zt ̸= 0, tz ̸= 0

Äîêàæåì, ÷òî ãðàô Γ∼(R) � çâåçäà òèïà II. Çàìåòèì, ÷òî â ãðàôå Γ∼(R)
åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè âåðøèíû: [b], [t], [z], ïðè÷åì Ann(R) ⊆ [b],
âåðøèíû [t] è [z] íå ñìåæíû äðóã ñ äðóãîì, âåðøèíû [b] è [t] èìåþò
ïåòëè, à âåðøèíà [z] � áåç ïåòëè. Äîêàæåì, ÷òî âåðøèíà [z] ÿâëÿåòñÿ
âèñÿ÷åé. Ïóñòü ñóùåñòâóåò âåðøèíà [w], îòëè÷íàÿ îò [b], êîòîðàÿ òîæå
ñìåæíà ñ [z]. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ z1, z2 ∈ [z] (åñëè òàêèå ñó-
ùåñòâóþò) èìååì, ÷òî z1z2 ̸= 0, z1, z2 ∈ l(w) ∪ r(w). Ïî óñëîâèþ ýòî
âëå÷åò, ÷òî [w] � ýòî âåðøèíà ñ ïåòëåé, ñìåæíàÿ ñî âñåìè îñòàëüíûìè.
Çíà÷èò, åå ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó âåðøèíó ñ âåðøèíîé [b]. Ïðîòè-
âîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà [z] ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ýëåìåíò �
ýòî z, ÷åãî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê [z] = [z + j] äëÿ ëþáîãî íåíóëåâî-
ãî ýëåìåíòà j ∈ Ann(R). Íîâîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðøèíà
[z] ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷åé. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëþáàÿ
äðóãàÿ âåðøèíà áåç ïåòëè (åñëè îíà ñóùåñòâóåò), òîæå ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷åé,
òî åñòü ñìåæíîé òîëüêî ñ âåðøèíîé [b], íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì
âñå âåðøèíû áåç ïåòåëü ñòÿíóòü â îäíó. Èòàê, â ãðàôå Γ∼(R) ðîâíî îäíà
âåðøèíà áåç ïåòëè � ýòî âåðøèíà [z], è îíà ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷åé. Åñëè âåð-
øèí âñåãî òðè, òî âñå äîêàçàíî: ãðàô Γ∼(R) ýòî öåïü [z]− [b]− [t], òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé òèïà II. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèí áîëåå òðåõ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç [s] ÷åòâåðòóþ âåðøèíó. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå îíà èìååò
ïåòëþ è íå ñìåæíà ñ âåðøèíîé [z]. Åñëè â ãðàôå Γ∼(R) âñå âåðøèíû
ñ ïåòëÿìè, îòëè÷íûå îò [b], ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè, òî âñå äîêàçàíî. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âåðøèíû [t] è [s] ñìåæíû äðóã ñ äðóãîì. Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü åùå îäíà
âåðøèíà [v], êîòîðàÿ ñìåæíà ñ îäíîé èç âåðøèí [t] è [s], íî íå ñìåæíà ñ
äðóãîé èç íèõ (èíà÷å âåðøèíû [t] è [s] ìîæíî ñòÿíóòü). Áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî [v] ñìåæíà ñ [s], íî íå ñìåæíà ñ [t]. Òîãäà tv ̸= 0 è t, v ∈ l(s)∪r(s). Ïî
óñëîâèþ ýòî âëå÷åò, ÷òî [s] ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè â ãðàôå Γ∼(R)
è åå ìîæíî ñòÿíóòü ñ âåðøèíîé [b]. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî âñå
âåðøèíû â ãðàôå Γ∼(R), êðîìå âåðøèíû [b], ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè, ïðè-
÷åì â ãðàôå Γ∼(R) ðîâíî îäíà âåðøèíà áåç ïåòëè. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô
Γ∼(R) ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé òèïà II. Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîëüöî, ó êîòîðîãî ãðàô Γ∼(R)
ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì ïîðÿäêà áîëåå 3. Òîãäà êîëüöî R ëèáî íèëüïî-
òåíòíîå, ëèáî ëîêàëüíîå.



ÊÎËÜÖÀ Ñ ÀÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÃÐÀÔÀÌÈ ÄÅËÈÒÅËÅÉ ÍÓËß 415

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [6] îïèñàíû âñå ñæàòûå ãðàôû äåëèòåëåé íó-
ëÿ êîíå÷íûõ êîëåö íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ. Åñëè ïîñìîòðåòü ñïèñîê ýòèõ
ãðàôîâ, òî âèäíî, ÷òî çâåçäà è òèïà I è òèïà II íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ
âîçìîæíà [6]. Ìû ïðèâåëè ïðèìåðû òàêèõ êîëåö â ïðèìåðàõ 1 è 2.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì Z2-àëãåáðó R = Z2a1 + Z2a2 + . . . + Z2an +

Z2z1 + Z2z2 + . . . + Z2zk, ãäå n ≥ 2, k = n(n − 1), a21 = a22 = ... = a2n = 0,
a1a2 = z1, a2a1 = z2, a1a3 = z3, . . . , an−1an = zk−1, anan−1 = zk, k =
n(n− 1), Ann(R) = {zi; 1 ≤ i ≤ k}. Òîãäà ñæàòûé ãðàô äåëèòåëåé íóëÿ
ýòîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé òèïà II:
[a1] = {a1, a1 + z1, a1 + z2, ..., a1 + z1 + z2 + ...+ zk},
[a2] = {a2, a2 + z1, a2 + z2, ..., a2 + z1 + z2 + ...+ zk}, ...,
[an] = {an, an + z1, an + z2, ..., an + z1 + z2 + ...+ zk},
[d] = {a1+a2, a1+a2+z1, a1+a2+z2, ..., a1+a2+ ...+an+z1+z2+ ...+zk},
[b] = {z1, z2, z1 + z2, ..., z1 + z2 + ...+ zk}.
Àññîöèàòèâíîñòü êîëüöà R ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ
äâóõ åãî ýëåìåíòîâ ëåæèò â àííóëÿòîðå êîëüöà R, òî åñòü R3 = (0).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü R = ⟨a⟩
.
+ ⟨b⟩

.
+ ⟨c⟩

.
+ ⟨d⟩, ãäå 2R = (0), bR = Rb =

(0), x2 = 0 äëÿ âñåõ x ∈ R è ad = da = ac = ca = dc = cd = b. Â ýòîì
ñëó÷àå [b] = {b, a + c + d, a + b + c + d}, [a1] = {a, a + b, c + d, c + d + b},
[a2] = {c, b+ c, a+ d, a+ b+ d} è [a3] = {d, b+ d, a+ c, a+ b+ c}, òî åñòü
ãðàô Γ∼(R) ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé òèïà I.
Â ïðèìåðàõ 1 è 2 êîëüöà íèëüïîòåíòíûå. Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ìû

ïðèâåäåì íåíèëüïîòåíòíîå êîëüöî áåç åäèíèöû ñ àöèêëè÷åñêèì ñæàòûì
ãðàôîì äåëèòåëåé íóëÿ.
Ïðèìåð 3. Ïóñòü eij � ìàòðè÷íûå åäèíèöû. Ðàññìîòðèì êîëüöî Ap =

{αe11 + βe21; α, β ∈ Zp}, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, Zp � êîëüöî êëàññîâ
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p. Òîãäà â ãðàôå Γ∼(Ap) ðîâíî äâå âåðøèíû: îäíà
ñ ïåòëåé, ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíòû âèäà γe21, 0 ̸= γ ∈ Zp, à âòîðàÿ � áåç
ïåòëè, â êîòîðóþ ïîïàäàþò âñå îñòàëüíûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîëüöà.
Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð ëîêàëüíîãî êîëüöà ñ àöèêëè÷åñêèì ñæàòûì

ãðàôîì äåëèòåëåé íóëÿ ñ òðåìÿ âåðøèíàìè.
Ïðèìåð 4. Ãðàô Γ∼(Zp4), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, ñîñòîèò èç òðåõ

âåðøèí: [b] = [p3], [a1] = [p2] è [d] = [p], � òî åñòü ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé òèïà
II.
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