
S e⃝MR
ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru
ISSN 1813-3304

Òîì 21, � 2, ñòð. 591�620 (2024) ÓÄÊ 519.6

https://doi.org/10.33048/semi.2024.21.042 MSC 35Q30

ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß IDW ÌÅÒÎÄÀ ÄËß
×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

ÀÝÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ ÍÀ ÑÅÒÊÀÕ ÁÎËÜØÎÉ
ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ

À.Â. Ñàðàçîâ

11/10/2019 ORCID-iD_icon-vector.svg

file:///Users/tao/Downloads/5008697/ORCID-iD_icon-vector.svg 1/1

,À.Ñ. Êîçåëêîâ
11/10/2019 ORCID-iD_icon-vector.svg

file:///Users/tao/Downloads/5008697/ORCID-iD_icon-vector.svg 1/1

Ïðåäñòàâëåíî Ì.À. Øèøëåíèíûì

Abstract: Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ çàäà÷ îáòåêàíèÿ ïîäâèæíûõ òåë. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî
ïîäõîäà äëÿ ðàñ÷¼òà âûáðàí ÷èñëåííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà
ìåòîäå êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ. Ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîê-
ñà, îïèñûâàþùèå òå÷åíèå âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà, è ñõåìû

Sarazov A., Kozelkov A., Modification of the IDW method for numerical

simulation of aerodynamics problems on large grids.

© 2024 Ñàðàçîâ À.Â., Êîçåëêîâ À.Ñ.

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ïîääåðæêå íàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà ¾Íàóêà è óíèâåðñè-
òåòû¿ â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ìèíîáðíàóêè ÐÔ ïî ñîçäàíèþ ìîëîäåæíûõ ëàáîðàòîðèé
� FSWE-2024-0001 (íàó÷íàÿ òåìà: ¾Ðàçðàáîòêà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ìîäåëåé è
àëãîðèòìîâ äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ â åñòåñòâåííûõ ïðèðîäíûõ
óñëîâèÿõ, è óñëîâèÿõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èíäóñòðèàëüíûõ îáúåêòîâ â øòàòíûõ è
êðèòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ íà ñóïåðêîìïüþòåðàõ ýêñà- è çåòòàïðîèçâîäèòåëüíîñòè¿),
à òàêæå ïðè ïîääåðæêå íàó÷íîé ïðîãðàììû Íàöèîíàëüíîãî öåíòðà ôèçèêè è
ìàòåìàòèêè, íàïðàâëåíèå � 2 ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íà ñóïåð-ÝÂÌ ýêñà-
è çåòòàïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Ýòàï 2023-2025¿.

Ïîñòóïèëà 12 ìàðòà 2024 ã., îïóáëèêîâàíà 23 àâãóñòà 2024 ã.

591

https://orcid.org/HTTPS://ORCID.ORG/0000-0002-1143-8978
https://orcid.org/HTTPS://ORCID.ORG/0000-0003-3247-0835


592 À.Â. ÑÀÐÀÇÎÂ, À.Ñ. ÊÎÇÅËÊÎÂ

äèñêðåòèçàöèè. Äâèæåíèå ãðàíèö, êàê ïðàâèëî, âëå÷¼ò çà ñî-
áîé èçìåíåíèå êîíòðîëüíûõ îáú¼ìîâ, ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü â èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ èçìåíåíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåò-
êè. Â ðàáîòå äåòàëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ IDW ìåòîä äåôîðìè-
ðîâàíèÿ ðàñ÷¼òíûõ ñåòîê. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü áàçî-
âîãî ìåòîäà ýêâèâàëåíòà îöåíêå O (ni nb) (ni è nb � êîëè÷å-
ñòâî âíóòðåííèõ âåðøèí è âåðøèí íà ïîâåðõíîñòè), ÷òî âû-
çûâàåò òðóäíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîìûøëåííî îðèåíòèðî-
âàííûõ çàäà÷àõ. Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì óñêîðåíèÿ ïðîöåäóðû
èçìåíåíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà áûñò-
ðûõ ìóëüòèïîëåé. Èåðàðõè÷åñêèå ñòðóêòóðû äàííûõ ñîâìåñò-
íî ñ ìåòîäàìè òåîðèè ãðàôîâ ïîçâîëèëè ñíèçèòü ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà äî O (ni log(nb)) è îáåñïå÷èòü êà÷åñòâåííîå äåôîð-
ìèðîâàíèå ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäëîæåí ìåòîä
ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè, ÷òî âêóïå ïîâûñèëî
ñêîðîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà äî 80% íà õàðàêòåðíûõ çàäà÷àõ
àâèàöèîííîé ïðîìûøëåííîñòè.

Keywords: numerical simulation, Navier-Stokes equations, IDW,
LOGOS software package

1 Ââåäåíèå

Âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ìåòîäîâ ðàñ÷¼òà çàäà÷ àýðîäèíàìèêè ñ èçìå-
íÿþùèìèñÿ ãðàíèöàìè ïîìèìî ÷èñëåííûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ òîò èëè èíîé
àëãîðèòì äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Ê òàêèì çàäà÷àì ìîæíî
îòíåñòè çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû ôëàòòåðà êðûëà [1] è çàäà÷ó îïðå-
äåëåíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ êðûëà [2]. Â äàííîì òèïå çàäà÷
ñåòêà äåôîðìèðóåòñÿ íå íàñòîëüêî, ÷òîáû åå ïåðåñòðàèâàòü íà êàæäîì
ðàñ÷¼òíîì øàãå è äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ äåôîðìèðîâàíèÿ
ñåòêè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ. Èç-
âåñòíûå ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå äëÿ äåôîðìàöèè ðàñ÷¼òíûõ ñåòîê, ìîæíî
ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Ïåðâàÿ ãðóïïà ïðåäñòàâëÿåò íàáîð ìåòîäîâ,
èñïîëüçóþùèõ ôèçè÷åñêèå àíàëîãèè è èíôîðìàöèþ î ñâÿçè âåðøèí äëÿ
èõ ïåðåìåùåíèÿ (mesh connectivity approaches). Íàïðèìåð, â ðàáîòå [3]
èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óïðóãîãî òåëà. Îòäåëüíûì ñëó÷àåì
òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðóæèíîé àíàëîãèè, â êîòîðîì ð¼áðà ñåò-
êè ìîäåëèðóþòñÿ ïðóæèíêàìè, æ¼ñòêîñòü êîòîðûõ îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëüíà èõ äëèíå [4]. Òàêæå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ àíàëîãèÿ ñ çàêðó÷åííîé
ïðóæèíîé, ãäå æ¼ñòêîñòü ïðóæèíêè îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé óãëà ìåæäó
ãðàíÿìè [5]. Ðÿä ìåòîäîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ðåøåíèè óðàâíåíèé ñ îïåðà-
òîðîì Ëàïëàñà è áèãàðìîíè÷åñêèì îïåðàòîðîì [6]. Âñå ìåòîäû äàííîé
ãðóïïû èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ñåòêè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî-
ñòðîèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîðÿäêà ni, ðàâíîãî êîëè÷åñòâó ñâîáîäíûõ
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âåðøèí. Çàòåì ýòà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ äåôîðìèðîâàííî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ñåòêè. Íà ïðàêòèêå ïðè ðàñ÷¼òàõ ìíîãèõ çàäà÷ òàêîé ìåòîä
òðåáóåò áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè.
Êî âòîðîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå èçâåñòíûå ôóíê-

öèè ïåðåìåùåíèÿ ïîäâèæíûõ âåðøèí, à òàêæå èçìåíÿåìîé ãðàíèöû.
Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ � ìåòîä ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé, RBF
ìåòîä (radial basis function) [7]. Îí õîðîøî ¾ñïðàâëÿåòñÿ¿ ñ áîëüøèìè
äåôîðìàöèÿìè â òîì ÷èñëå è äëÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê. Îäíàêî,
RBF ìåòîä, êàê è âûøå îïèñàííûå, òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
ðàçìåðíîñòü, êîòîðîé ñîïîñòàâèìà ñ êîëè÷åñòâîì òî÷åê íà ïîäâèæíîé
ïîâåðõíîñòè. Õîòÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó ìåíü-
øåãî ðàçìåðà, ÷åì â ìåòîäàõ, îïèñàííûõ âûøå, ìàòðèöà ñèñòåìû îêàçû-
âàåòñÿ ïëîòíî çàïîëíåííîé è ïëîõî îáóñëîâëåííîé. Ðåøåíèå ýòîé ñèñòå-
ìû ìåòîäîì Ãàóññà òðåáóåò O

(
n3
i

)
îïåðàöèé, ÷òî ïî-ïðåæíåìó îòíèìàåò

áîëüøîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå, ðåøåíèå
ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ õîðîøåãî ïðåäîáóñëàâëè-
âàòåëÿ, ÷òî çàìåòíî óñëîæíÿåò ïðèìåíåíèå RBF ìåòîäà. Ïîñëå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííîé
ôóíêöèè âî âñåõ òî÷êàõ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî O (ni nb) îïåðàöèÿì (nb � êî-
ëè÷åñòâî òî÷åê íà èçìåíÿåìîé ïîâåðõíîñòè).
Àëüòåðíàòèâíûì ìåòîäîì, îòíîñÿùèìñÿ êî âòîðîé ãðóïïå àëãîðèò-

ìîâ, è, íàøåäøèì ìíîæåñòâî ïðèìåíåíèé, íàçûâàåòñÿ ìåòîä îáðàòíûõ
âçâåøåííûõ ðàññòîÿíèé [8], èëè IDW ìåòîä (inverse distance weighting).
Îí íå òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ èçìåíåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ñåòêè è ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ê áîëüøèì äåôîðìàöèÿì. Â îò-
ëè÷èå îò RBF ìåòîäà, äëÿ ïåðåìåùåíèÿ âåðøèí ñåòêè çäåñü èñïîëüçóþò-
ñÿ âûðàæåíèÿ â âèäå ôóíêöèè ñìåùåíèÿ ãðàíèöû. Òàêîé ÿâíûé ïîäõîä
óìåíüøàåò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû è îáëåã÷àåò ïàðàëëåëüíóþ ðåàëè-
çàöèþ àëãîðèòìà.
IDW ìåòîä õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ ââèäó ïðîñòîòû ðåàëèçàöèè

áåçîòíîñèòåëüíî ê òèïó ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Îäíàêî, ïðàêòèêà åãî èñïîëü-
çîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ìîäåëüíûì çàäà÷àì, ðàñ÷¼òíûå ñåòêè êîòîðûõ ñîäåð-
æàò ìàëîå êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ, ïîñêîëüêó âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñðàâíèìà ñ RBF ìåòîäîì, à èìåííî ñî-
ñòàâëÿåò O (ni nb). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðèìåíåíèå ïîäõîäà â èñõîäíîì âè-
äå äëÿ ïðîìûøëåííî îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷ íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê
â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå ïðèìåíÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, äèñêðåòíûå ìîäåëè
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
Â äàííîé ðàáîòå äåòàëüíî ðàññìîòðåí IDW ìåòîä [8] è åãî ìîäèôè-

êàöèè [9] äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáùåãî âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ñîõðàíåíè-
åì òî÷íîñòè ðàñ÷¼òà. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ìîäèôèöèðîâàííûé àëãî-
ðèòì îáðàòíûõ âçâåøåííûõ ðàññòîÿíèé äëÿ çàäà÷è îáíîâëåíèÿ êîîðäè-
íàò âåðøèí ðàñ÷¼òíîé ñåòêè ñ ñîõðàíåíèåì òîïîëîãèè ñâÿçåé. Àëãîðèòì
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õàðàêòåðèçóåòñÿ îïòèìàëüíûì èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóð-
ñîâ, à òàêæå ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû èçìå-
íåíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè ñ ñîõðàíåíèåì êà÷åñòâà ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ
[10]. Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà ïðîâîäèëàñü ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ ð¼áåðíî-
óçëîâîé òîïîëîãèè, èåðàðõè÷åñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ è ïîäõîäà ìóëüòè-
ïîëåé [11], [12], ÷òî ïîçâîëÿåò ñíèçèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àë-
ãîðèòìà. Íà ïðèìåðàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû ôëàòòåðà
êðûëà è îïðåäåëåíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ êðûëà ïîêàçàíà
ïðèìåíèìîñòü è ïðåèìóùåñòâî ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà
ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì è ìîäèôèöèðîâàííûì ïîäõîäîì [9] â ÷àñòè
áûñòðîäåéñòâèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ðàñïðåäåë¼ííûõ èåðàðõè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ ñîâìåñòíî ñ ìåòîäàìè òåîðèè ãðàôîâ ïîçâîëÿåò
äîïîëíèòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàñ÷¼òà çàäà÷è äî 80%.

2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, ñïîñîá äèñêðåòèçàöèè è ó÷¼ò
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

Íåñòàöèîíàðíûå òð¼õìåðíûå òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ âÿçêîãî òåïëî-
ïðîâîäíîãî ãàçà îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà (1), îñ-
ðåäíåííûõ ïî Ðåéíîëüäñó [13], êîòîðàÿ â êîíñåðâàòèâíîé ôîðìå, â äå-
êàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, èìååò âèä (çíàêè îñðåäíåíèÿ îïóùåíû):

∂ρ
∂t +∇ρu⃗ = 0

∂(ρu⃗)
∂t +∇ (ρu⃗u⃗) = −∇p+∇ (τµ + τt)

∂ρE
∂t +∇ [u⃗τ − (q⃗µ + q⃗t)]

, (1)

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1) èñïîëüçóþòñÿ îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ: ρ
� ïëîòíîñòü; u⃗ � âåêòîð ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ñ êîìïîíåíòàìè u, v, w; p � äàâ-
ëåíèå; E = CvT + 0.5

(
u2 + v2 + w2

)
� ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ãàçà; h = CpT +

0.5
(
u2 + v2 + w2

)
� ïîëíàÿ ýíòàëüïèÿ ãàçà; τµ è τt � ìîëåêóëÿðíàÿ è

òóðáóëåíòíàÿ ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ñîîòâåò-
ñòâåííî; qµ è qt � ìîëåêóëÿðíàÿ è òóðáóëåíòíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ïëîòíîñòè
òåïëîâîãî ïîòîêà ñîîòâåòñòâåííî; T � òåìïåðàòóðà; Cv = (CpT −R/m) �
óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáú¼ìå; Cp � óäåëüíàÿ òåïëî¼ì-
êîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè; R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ;
m � ìîëÿðíàÿ ìàññà ãàçà.
Âåëè÷èíû ìîëåêóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé òåíçîðà êàñàòåëüíûõ íàïðÿ-

æåíèé íüþòîíîâñêîé ñðåäû óäîâëåòâîðÿþò ðåîëîãè÷åñêîìó çàêîíó Íüþ-
òîíà, ñâÿçûâàþùèé òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé è òåíçîð ñêîðîñòåé äå-
ôîðìàöèé. Êîìïîíåíòû âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ñâÿçàíû ñ
ëîêàëüíûì ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû çàêîíîì Ôóðüå [13].

τµ = 2µ (T ) , S =
1

2

(
∇u⃗+ [∇u⃗]t

)
, qµ = χ (T )∇T (2)
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Êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ (T ) è êîýôôèöèåíò òåïëîïðî-
âîäíîñòè χ (T ) â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû ïîòîêà îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå Ñàçåðëåíäà [14]:

µ = µ0

(
T

T0

)
T0 + Ts

T + Ts
, χ = χ0

(
T

T0

)
T0 + Ts

T + Ts
(3)

ãäå µ0 è χ0 ñîîòâåòñòâåííî äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü è êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè òåìïåðàòóðå T0, Ts � êîíñòàíòà Ñàçåðëåíäà.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé èç-çà íåèçâåñòíîé ñâÿ-

çè îäíèõ èç îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ ýòîé ñèñòåìû τt è qt ñ îñðåäíåííûìè
ïàðàìåòðàìè òå÷åíèÿ. Ýòà ñâÿçü ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ñ ïîìîùüþ
äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ ìî-
äåëÿìè òóðáóëåíòíîñòè. Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå èñïîëüçóþò ëèíåéíûå
äèôôåðåíöèàëüíûå ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè [15], [16], ãäå ïðèìåíÿþòñÿ
ýìïèðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè
µt, à òàêæå âèõðåðàçðåøàþùèå ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè êðóïíûõ âèõðåé
LES (Large Eddy Simulation), DES (Detached Eddy Simulation) [17, 18].
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äîëæíà áûòü äî-
ïîëíåíà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ, îïèñàíèå êîòîðûõ
ìîæíî íàéòè â [13, 14]. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (1) îñíîâàíî
íà ìåòîäå êîíòðîëüíûõ îáú¼ìîâ. Êîíòðîëüíûå îáú¼ìû (ÿ÷åéêè ñåòêè)
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ìíîãîãðàííèêàìè, çàïîëíÿþùèìè ðàñ÷¼òíóþ
îáëàñòü áåç çàçîðîâ è íàëîæåíèé. Êàæäûé ìíîãîãðàííèê îãðàíè÷åí ïðî-
èçâîëüíûì ÷èñëîì ãðàíåé. Îáùèé âèä ÿ÷åéêè ïîêàçàí íà ðèñóíêå 1.
Ñäåëàåì ïîÿñíåíèÿ ê ðèñóíêó 1. Çäåñü P � öåíòð ÿ÷åéêè, F � îäíà èç

ãðàíåé ÿ÷åéêè, âûäåëåííàÿ öâåòîì, n⃗f � íîðìàëü ê ãðàíè F .
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ âûïèøåì ñèñòå-

ìó óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ òð¼õìåðíîãî òå÷åíèÿ òåïëîïðîâîäíîãî
âÿçêîãî ãàçà â âåêòîðíîé ôîðìå:

d

dt

∫
∆V

WdV +

∮
∆S

(F −G) dS =

∫
∆V

HdV (4)

ãäå âåêòîð W � âåêòîð êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ, F è G � âåêòîðà
êîíâåêòèâíûõ è äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ, H � èñòî÷íèêîâûé ÷ëåí.

W =


ρ
ρu
ρv
ρw
ρE

 , F =


ρun
ρuun + pnx

ρvun + pny

ρwun + pnz

ρHun + pun

 , G =


0
τnx
τny
τnz
τu+ q


Çäåñü un � íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè, q � òåïëîâîé ïîòîê,

τij � êîìïîíåíòû òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé.
Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (4) ó÷¼ò äâèæåíèÿ ãðàíèö êîíòðîëüíîãî îáú¼ìà

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóò¼ì ââåäåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãðàíè:
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Ðèñ. 1. Îáùèé âèä ÿ÷åéêè ñåòêè

∂

∂t

∫
∆V

WdV +

∮
∆S

(
F − ⃗̇xW −G

)
dS =

∫
∆V

HdV (5)

ãäå ⃗̇x � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèöû êîíòðîëüíîãî îáú¼ìà [19].
Ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèåì äëÿ íåïîäâèæíûõ ñåòîê, óðàâíåíèå âèäà

(5) âêëþ÷àåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîíòðîëüíîãî îáú¼ìà è ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ åãî ãðàíèöû. Îòìåòèì, ÷òî ñîõðàíåíèå ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè
÷èñëåííîé ñõåìû ãàðàíòèðóåòñÿ ñîáëþäåíèåì óñëîâèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
êîíñåðâàòèâíîñòè (Geometric Conservation Law, GCL), êàê ïîêàçàíî â
[20].
Äâèæåíèå ãðàíèö â ñâîþ î÷åðåäü òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ

ñõåì ðàñ÷¼òà äëÿ óðàâíåíèé òèïà (5). Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëü-
çîâàíèå âûðàæåíèÿ (5) äëÿ ñîçäàíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû íå ðåêîìåíäóåò-
ñÿ ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî øàã ïî âðåìåíè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ óñëîâèåì
óñòîé÷èâîñòè äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ñåòêè. Ýòî ïðèâåä¼ò ê ñóùåñòâåííîìó
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ñíèæåíèþ ãëîáàëüíîãî øàãà ïî âðåìåíè ââèäó íàëè÷èÿ â ðàñ÷¼òíîé ñåò-
êå ÿ÷ååê, îáëàäàþùèõ ìàëûì îáú¼ìîì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âûðàæåíèå (5)
òðåáóåò ìîäèôèêàöèè.
Îäèí èç øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ ïîäõîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàð-

íûõ òå÷åíèé èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî òå÷åíèå ïîòîêà â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò óñòàíîâëåíèÿ íåêîòîðî-
ãî ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà [21]. Ïîýòîìó âìåñòî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà
(5) ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ:

∂

∂t

∫
∆V

WdV +
∂

∂τ

∫
∆V

WdV +

∮
∆S

(
F − ⃗̇xW −G

)
dS =

∫
∆V

HdV (6)

ãäå τ - ïñåâäîâðåìÿ.
Ïðè èíòåãðèðîâàíèè áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó î ñðåäíåì. Â êà÷å-

ñòâå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïî îáú¼ìó ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå â öåíòðå ÿ÷åé-
êè, à â êà÷åñòâå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íà ãðàíè � çíà÷åíèå â öåíòðå ãðàíè.
Òîãäà óðàâíåíèå (6) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂

∂t
(WV )P+

∂

∂τ
(WV )P+

N∑
f=1

[
F (W )− ⃗̇xW −G (W,∇W )

]
f
Sf−

(7)

− (H (W,∇W ))P V n+1
P = 0

ãäå n - øàã ïî âðåìåíè, N - êîëè÷åñòâî ãðàíåé â ÿ÷åéêå P .
Âûðàæåíèå (7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

∂

∂t
(WP )P +

∂

∂τ
(WP )P + L (W ) = 0 (8)

ãäå

L (W ) =
N∑

f=1

[
F (W )− ⃗̇xW −G (W,∇W )

]
f
Sf − (H (W,∇W ))P V n+1

P (9)

Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð L (W ) âêëþ÷àåò àïïðîêñèìàöèþ êîíâåêòèâíûõ
è äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ è èñòî÷íèêà. Ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíîãî îïåðàòî-
ðà L (W ) îñíîâàíî íà íåÿâíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ êîíâåêòèâíûõ è äèôôó-
çèîííûõ ïîòîêîâ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíûõ ïîòîêîâ, êàê ïðà-
âèëî, èñïîëüçóþòñÿ îäíîñòîðîííèå ðàçíîñòè. Ïîýòîìó àïïðîêñèìàöèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì îáëàäàåò ïåð-
âûì ïîðÿäêîì ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ íà íîâîì âðåìåí-
íîì ñëîå èñïîëüçóþòñÿ èòåðàöèè ïî íåëèíåéíîñòè. Îáîçíà÷èì èíäåêñîì
γ ïàðàìåòðû, íàéäåííûå íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Òîãäà, ïðåäñòàâèì
çíà÷åíèå îïåðàòîðà (9) â âèäå:
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L
(
W γ+1

)
= L

(
W γ+1

)
− L (W γ) + L (W γ) = ∆L1

(
W γ+1,W γ

)
+ L2 (W

γ)
(10)

ãäå

L2 (W
γ) =

N∑
f=1

[
F (W )− ⃗̇xW −G (W,∇W )

]
f
Sf−(H (W,∇W ))P VP (11)

∆L1

(
W γ+1,W γ

)
=

N∑
f=1

[
∂F

∂W
− ⃗̇x− ∂G

∂W

]γ
f

(
W γ+1 −W γ

)
−

(12)

− ∂Hγ

∂WP

(
W γ+1 −W γ

)
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äåëüòà � ôîðìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

(
2V n+1

P − V n
P

∆t
+

V n+1
P

∆τ

)
∆W γ+1

P +
N∑

f=1

[
∂F

∂W
− ⃗̇x− ∂G

∂W

]
∆W γ+1

f Sf−

(13)

− ∂H

∂WP
∆W γ+1

P V n+1
P = R (W )

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íåâÿçêîé óðàâíåíèé áàëàíñà

R (W ) =
(
2V n+1

P − V γ
P

)Wn
P −W γ

P

δt
−

N∑
f=1

[
F − ⃗̇xW −G

]γ
f
∆sf +Hγ

PV
n+1
P

(14)
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíâåêòèâíûõ ïîòîêîâ èñïîëüçóþòñÿ äâå íàèáîëåå

èçâåñòíûå ñõåìû: ñõåìà Ðîó [22] è ñõåìû AUSMP [23]. Äàííûå ñõåìû
îòíîñÿò ê ñõåìàì òèïà Ãîäóíîâà. Â ýòèõ ñõåìàõ ñíà÷àëà ïðîâîäèòñÿ ðå-
êîíñòðóêöèÿ (âîññòàíîâëåíèå) ðåøåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âû÷èñëÿþòñÿ
ïðèìèòèâíûå ïàðàìåòðû ïîòîêà ñëåâà è ñïðàâà îò ãðàíè ÿ÷åéêè. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ ïî ÿâíîé ñõåìå èñïîëüçóþòñÿ ïàðà-
ìåòðû è ïðîèçâîäíûå, îïðåäåëåííûå íà âíóòðåííèõ ãðàíÿõ èíòåðïîëÿ-
öèåé ïî èõ çíà÷åíèÿì â ÿ÷åéêàõ.
Äîïîëíèòåëüíî äëÿ âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ îá-

òåêàíèÿ ïîäâèæíûõ òåë òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ äåôîðìèðî-
âàíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåí ìåòîä îáðàòíûõ âçâå-
øåííûõ ðàññòîÿíèé è ïðåäñòàâëåíî åãî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ðåàëèçàöèÿ
äëÿ óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷¼òîâ íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàí-
íûõ ñåòêàõ.
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3 Äåôîðìèðîâàíèå ðàñ÷¼òíîé ñåòêè

Ìåòîä îáðàòíûõ âçâåøåííûõ ðàññòîÿíèé ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïåðå-
ìåùåíèå âåðøèí ðàñ÷¼òíîé ñåòêè íà îñíîâå âûðàæåíèÿ [8]:

s (x) =

∑
wj (x) sj∑
wj (x)

(15)

wj (x) =
∣∣|x− xbj |

∣∣p , p < 0, (16)

ãäå wj (x) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, sj � ïåðåìåùåíèå âåðøèíû íà ãðàíèöå.
Êëþ÷åâûì ïàðàìåòðîì âûðàæåíèÿ (16) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà p. Óìåíü-

øåíèå äàííîãî ïàðàìåòðà ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñ-
÷¼òíîé ñåòêè âäàëè îò ïîäâèæíûõ ãðàíèö. Äàííàÿ ðåàëèçàöèÿ õîðîøî
ïîäõîäèò äëÿ íåáîëüøèõ äåôîðìàöèé ñäâèãà è, êàê ïðàâèëî, äëÿ òà-
êèõ çàäà÷ p ∈ [−4;−1] . Îäíàêî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåíåíèÿ ôîðìû
ïîâåðõíîñòíîé ñåòêè àëãîðèòì èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò ýëåìåíòîâ ñåòêè,
îñíîâàííûé íà âûðàæåíèè (15), íå ðåêîìåíäóåòñÿ ââèäó îòñóòñòâèÿ ïî-
ïðàâîê íà âðàùåíèå.
Óëó÷øåíèå èñõîäíîãî àëãîðèòìà ñìåùåíèÿ âåðøèí ñåòêè äîñòèãàåòñÿ

ïóò¼ì êîððåêòèðîâêè âåñîâîé ôóíêöèè è ââåäåíèÿ ôóíêöèè ïåðåìåùå-
íèÿ [9]. Èäåÿ ââåäåíèÿ ïîäîáíîé ôóíêöèè ëåæèò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ïåðåìåùåíèå sj (x) îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî ïåðåìåùåíèåì j-îé âåðøèíû
íà ïîâåðõíîñòè, íî è ïîëîæåíèåì ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x, äëÿ êîòîðîé
ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷¼ò ñìåùåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîëíîå ïåðåìåùåíèå ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè r òâ¼ðäîãî òåëà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.
Î÷åâèäíî, ÷òî:

r′ = r′b +
(
r′ − r′b

)
= r′b +M

(
r′ − r′b

)
, (17)

ãäå M � ìàòðèöà ïîâîðîòà íà óãîë ìåæäó íîðìàëÿìè n′ = Mn (ðèñó-
íîê 2). Òîãäà äëÿ ñìåùåíèÿ òî÷êè r ïîëó÷èì:

s (r) = r′ − r = r′ +M
(
r′ − r′b

)
= Mr − r + r′b = Mr − r + b, (18)

ãäå b = r′b −Mrb = rb + s (rb)−Mrb.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôóíêöèÿ sj (x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê ñìåùå-

íèå ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè â ðåçóëüòàòå ïåðåíîñà è ïîâîðîòà ðàñ÷¼òíîé
îáëàñòè îòíîñèòåëüíî j-îé âåðøèíû:

sj (x) = Mjx− x+ bj (19)

Ïðè ýòîì âåêòîð bj áóäåò íàõîäèòüñÿ èç óñëîâèÿ sj = Mjxbj −xbj + bj .
Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå äàííîé ôóíêöèè ê òî÷êàì íà ïîâåðõíîñòè
òî÷íî îïèñûâàåò èõ ïåðåìåùåíèÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò êîððåêòíîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè, òî åñòü sj

(
xbj
)
= sj .Ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèÿ

äëÿ ôóíêöèè ñìåùåíèÿ ôîðìóëà (15) áóäåò èìåòü âèä:
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Ðèñ. 2. Ïîâîðîò è ïåðåìåùåíèå òâ¼ðäîãî òåëà

s (x) =

∑
wj (x) sj (r)∑

wj (x)
(20)

Òàêèì îáðàçîì, âêëàä âðàùåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ãðàíèö â èòîãîâîå ïå-
ðåìåùåíèå ëþáîé âåðøèíû ñåòêè ó÷ò¼í, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îðòîãîíàëü-
íîñòü ïðèçìàòè÷åñêîãî ñëîÿ áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ.
Â ñâîþ î÷åðåäü ìàòðèöû ïîâîðîòà îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå èçìåíå-

íèÿ íàïðàâëåíèÿ íîðìàëåé ïîâåðõíîñòíîé ñåòêè â òî÷êàõ xbj . Íîðìàëü
â âåðøèíå íà ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà, êàê ñðåäíåå îò íîð-
ìàëåé ñìåæíûõ ãðàíåé. Íî äàííûé ïîäõîä äà¼ò õîðîøèå ðåçóëüòàòû â
ñëó÷àå ìàëîãî îòëè÷èÿ ïëîùàäåé ñìåæíûõ ãðàíåé. Äëÿ íåðåãóëÿðíûõ
äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ñîðàçìåðíîñòü ñîñåäíèõ ãðàíåé, êàê ïðàâèëî, íå ãà-
ðàíòèðóåòñÿ, ïîýòîìó â çîíàõ ëîêàëüíîãî ñãóùåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ñåòêè
ïðàâèëüíåé íîðìàëü âû÷èñëÿòü êàê ñðåäíå âçâåøåííóþ ñóììó íîðìàëåé
ãðàíåé, ãäå âåñ çàâèñèò îò ïëîùàäè ñàìîé ãðàíè. Èç íàéäåííûõ íîðìàëåé
äî è ïîñëå ñäâèãà ãðàíèöû íà äàííîì øàãå, âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ìàòðèöà ïîâîðîòà Mj .
Â êà÷åñòâå âåñîâîé ôóíêöèè áåð¼òñÿ áîëåå îáùåå ïî ñðàâíåíèþ ñ (15),

(16) âûðàæåíèå â âèäå ñóììû äâóõ ñòåïåííûõ ÷ëåíîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñîõðàíèòü êà÷åñòâî ïðèçìàòè÷åñêîãî ñëîÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè â ðåçóëüòàòå
äåôîðìèðîâàíèÿ è ñãëàæèâàòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôóíêöèþ âäàëè îò
ãðàíèöû ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè. Ñîãëàñíî ðàáîòå [9] âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò
èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
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wj (x) = Aj

[(
L

||x− xbj ||

)a

+

(
αL

||x− xbj ||

)b
]

(21)

ãäå Aj � âåñ âåðøèíû ïðîïîðöèîíàëüíûé ïëîùàäè îêðóæàþùèõ åãî
ãðàíåé, L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáëàñòè, αL � ìàñøòàá ïðèãðàíè÷íîé
îáëàñòè, a è b � íåêîòîðûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè.
×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò [9], ÷òî çíà÷åíèÿ a = 3, b = 5

äàþò õîðîøèå ðåçóëüòàòû â øèðîêîì äèàïàçîíå äåôîðìàöèé. Çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà L òàêæå ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ äëÿ ðàçíûõ çàäà÷, íî â îá-
ùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè êàê ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó ýëåìåíòàìè ñåòêè. Ïàðàìåòð α îòâå÷àåò çà îòíîøåíèå âåëè÷èíû
ñìåùåíèÿ âåðøèí â ïðèãðàíè÷íîé îáëàñòè ê ñìåùåíèþ âäàëè îò íå¼.
Äëÿ ëó÷øåé ðàáîòû ìåòîäà â çàäà÷àõ ñ áîëüøèìè ñìåùåíèÿìè ãðàíèö
ðåêîìåíäóåòñÿ óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà.
Àíàëèç âûðàæåíèé (15), (16) è (20), (21) ïîêàçûâàåò, ÷òî àëãîðèòì äå-

ôîðìèðîâàíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè, îñíîâàííûé íà äàííîé ìîäåëè, âåñüìà
òðåáîâàòåëåí ê âû÷èñëèòåëüíûì ìîùíîñòÿì. Òàê äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷
÷èñëî âåðøèí íà ïîäâèæíîé ãðàíèöå ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî, è áàçîâûé
àëãîðèòì IDW äîñòàòî÷íî áûñòðî ñïðàâëÿåòñÿ ñ çàäà÷åé. Òåì íå ìåíåå,

äëÿ òð¼õìåðíûõ çàäà÷ ÷èñëî òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè ðàñò¼ò êàê O
(
n

2
3

)
,

ãäå n � îáùåå ÷èñëî âåðøèí, ïîýòîìó âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãî-

ðèòìà ñîñòàâëÿåò O
(
n · n

2
3

)
, è êàê ñëåäñòâèå � ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèò-

ìà ñòðåìèòåëüíî ïàäàåò. Èñïîëüçóÿ èäåè àëãîðèòìîâ Áàðíñà-Õàòà [24]
èëè ìåòîäà áûñòðûõ ìóëüòèïîëåé [11, 12], âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà IDW ìîæíî ñâåñòè ê O (n log n).
Ñóòü ìåòîäà áûñòðûõ ìóëüòèïîëåé (ïðèìåíèòåëüíî ê ìåòîäó IDW)

ñîñòîèò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ
íåîáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ïîëíûé íàáîð ÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïî-
âåðõíîñòíûõ òî÷åê ââèäó ñâîéñòâ ñòåïåííîé ôóíêöèè âèäà (21). Âìå-
ñòî ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ âåðøèí ñåòêè, ëå-
æàùèõ íà ðàññòîÿíèè íåñêîëüêèõ õàðàêòåðíûõ äëèí îáòåêàåìîãî òåëà,
ïðèìåíÿòü íåêèé íàáîð òî÷åê ñ âåñàìè áëèçêèìè ïî õàðàêòåðèñòèêàì
ïîëíîìó íàáîðó. Ýòî ïðåäëîæåíèå ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî òåì, ÷òî, êàê
ïðàâèëî, ÿ÷åéêè â ÿäðå ðàñ÷¼òíîé ñåòêè ÿâëÿþòñÿ áîëåå êðóïíûìè è ïî-
ãðåøíîñòè ïîäîáíîé àïïðîêñèìàöèè ïåðåìåùåíèÿ íå îêàæóò âëèÿíèÿ íà
êà÷åñòâî ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Â ñâîþ î÷åðåäü äëÿ ïðèçìàòè÷åñêîãî ñëîÿ ðàñ-
÷¼ò âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ âåñüìà âàæåí. È íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà ïåðå-
ìåùåíèå îêàçûâàþò áëèæàéøèå òî÷êè, ëåæàùèå íà ïîäâèæíîé ãðàíèöå,
êîãäà âëèÿíèå ïðî÷èõ ïîâåðõíîñòíûõ âåðøèí ìîæíî ó÷åñòü àïïðîêñè-
ìàöèåé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.
Ñäåëàåì ïîÿñíåíèÿ. Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò ïîâåðõíîñò-

íîé ñåòêè, íà êîòîðîé òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå ïîâåðõíîñòè, âûäåëåíû
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Ðèñ. 3. Ôðàãìåíò ðàñ÷¼òíîé ñåòêè

êðàñíûì öâåòîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî L2 ≫ 1 > L1 ≈ 0 è ëåâàÿ âåðøè-
íà ëåæèò äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè. Áëèæàéøàÿ ãðàíü ê âûäå-
ëåííîé òî÷êå ñëåâà îòìå÷åíà öâåòîì âìåñòå ñ å¼ âåðøèíàìè. Ñîãëàñíî
(21) ñìåùåíèå ëåâîé òî÷êè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðåøàþùèì âêëàäîì âåð-
øèí âûøåóïîìÿíóòîé ãðàíè, â òî âðåìÿ êàê âëèÿíèå âûäåëåííûõ öâå-
òîì âåðøèí ñïðàâà ñóùåñòâåííî íèæå. Ñïðàâåäëèâî òàê æå ïîëàãàòü,
÷òî ñìåùåíèÿ âåðøèí, ñîñòàâëÿþùèõ áëèæàéøóþ ãðàíü íà ïîâåðõíîñòè
äëÿ âûäåëåííîé òî÷êè ñïðàâà, îêàçûâàþò âëèÿíèå ñîðàçìåðíîå âêëàäó
âñåõ îñòàëüíûõ âûäåëåííûõ âåðøèí. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íèæå ïðèâåä¼í
àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü ïåðåìåùåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè,
èñïîëüçóÿ ïîäõîäû àïïðîêñèìàöèè ðàñ÷¼òíûõ âåëè÷èí.
Ââèäó òîãî, ÷òî ðàñïîëîæåíèå âåðøèí ðàñ÷¼òíîé ñåòêè â îáùåì ñëó-

÷àå ïðîèçâîëüíî, ïîèñê íàáîðà òî÷åê ïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòíîé ñåòêè,
êîòîðûé âíîñèò íàèáîëüøèé âêëàä â âûðàæåíèå (20), ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äîâîëüíî ñëîæíóþ çàäà÷ó ïåðåáîðà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðåäëàãàåò-
ñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà ïîâåðõíîñòíûõ òî÷åê íà
ïîäìíîæåñòâà [25].
Íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðîé äàííûõ äëÿ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ âëîæåííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîå äåðåâî. Êëþ÷åâîé
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çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ áèíàðíîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåíèå ïîâåðõíîñò-
íûõ âåðøèí. Ââèäó òîãî, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ ñåòêà çà÷àñòóþ èìååò íåðàâ-
íîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðøèí, òðåáóåòñÿ ïîäõîä, ó÷èòûâàþùèé äàí-
íûé ôàêò. Ñîçäàíèå íîâîãî óçëà äåðåâà ïðåäïîëàãàåò ðàçäåëåíèå íà-
áîðà ïîâåðõíîñòíûõ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëó-ðîäèòåëþ, íà äâà
ðàâíîìîùíûõ ïîäìíîæåñòâà òî÷åê. Äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì, ñî-
áëþäåíèå êîòîðîãî âëå÷¼ò ïîâûøåíèå ñêîðîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà, ÿâëÿ-
åòñÿ ôîðìèðîâàíèå êàæäîãî óçëà äåðåâà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîâåðõ-
íîñòíûå âåðøèíû ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé êîìïàêòíûå âëîæåííûå ïîäìíî-
æåñòâà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàèáîëåå ñáàëàíñèðîâàííîãî áèíàðíîãî äåðåâà
ïðåäëàãàåòñÿ ó÷åñòü ð¼áåðíî-óçëîâóþ òîïîëîãèþ ïîâåðõíîñòíîé ñåòêè,
êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàçáèåíèÿ ãðàôà ñåòêè [25].
Ïîñòðîåíèå áèíàðíîãî äåðåâà ñ ó÷¼òîì ñâÿçàííîñòè âåðøèí ïîâåðõ-

íîñòíîé ñåòêè, àññîöèèðîâàííûõ ñ óçëàìè èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû,
ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ðàäèóñ îïèñûâàþùåé ñôåðû, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 4.

Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå ðàçáèåíèÿ ãðàôà ñåòêè à) ñ ïðèìåíå-
íèå òîïîëîãèè ñâÿçè, á) áåç ïðèìåíåíèÿ òîïîëîãèè ñâÿçè

Î÷åâèäíî, ÷òî ñâÿçàííîñòü âåðøèí â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê óìåíü-

øåíèþ ðàäèóñà îïèñûâàþùèõ ñôåð
(
Ri < R̃i

)
. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïî-

âåðõíîñòíûõ âåðøèí îñóùåñòâëÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà êîëè÷åñòâî òî÷åê
íà íèæíåì óðîâíå íå ñòàíåò ìåíüøå îïðåäåë¼ííîãî çíà÷åíèÿ (êàê ïðàâè-
ëî, 30 � 60). Óçëû áèíàðíîãî äåðåâà ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì âåðøèíàì
ïðèíÿòî íàçûâàòü ëèñòàìè. Êëþ÷åâîé ýòàï óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëü-
íîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè ñîñòîèò â
ïîñòðîåíèè îñîáîãî íàáîðà òî÷åê, êà÷åñòâåííî ïðåäñòàâëÿþùåãî àññî-
öèèðîâàííûå âåðøèíû óçëà áèíàðíîãî äåðåâà. Ïîýòîìó ïî çàâåðøåíèè
ñîçäàíèÿ ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ êàæäîãî óçëà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
øàãè:

� ñîçäà¼òñÿ ñôåðà, ñîäåðæàùàÿ âñ¼ ìíîæåñòâî àññîöèèðîâàííûõ
âåðøèí, âû÷èñëÿåòñÿ å¼ ðàäèóñ è öåíòð;

� ôîðìèðóåòñÿ òåñòîâàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì, ñîâïàäàþùèì ñ öåíòðîì
ïåðâîé, íî ñ óâåëè÷åííûì ðàäèóñîì;
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� íà òåñòîâîé ñôåðå ôîðìèðóåòñÿ íàáîð òî÷åê è äëÿ êàæäîé âû-
÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì:

f (r⃗) =
N∑
i=1

ai

||r⃗ − r⃗i||3
, (22)

ãäå ai � íîðìèðîâàííûé âåñ âåðøèíû, r⃗i � êîîðäèíàòû àññîöèèðîâàí-
íîé âåðøèíû ïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè, r⃗ � êîîðäèíàòû âåðøèíû òåñòîâîé
ñôåðû.
Îáùåïðèíÿòûì òðåáîâàíèåì äëÿ ãåíåðàöèè âûáîðêè òî÷åê íà òåñòî-

âîé ñôåðå ÿâëÿåòñÿ èõ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò
áûòü âåðøèíû äîäåêàýäðà èëè èêîñàýäðà, âïèñàííîãî â òåñòîâóþ ñôåðó.
Íà îñíîâàíèè âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè âèäà (22) äëÿ êàæäîãî
óçëà äåðåâà íà îñíîâå ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ñòðîÿòñÿ 4 q-òî÷êè, àï-
ïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèþ f (r⃗):

f (r⃗) ≈ 1

4

(
1

||r⃗ − q⃗1||3
+

1

||r⃗ − q⃗2||3
+

1

||r⃗ − q⃗3||3
+

1

||r⃗ − q⃗4||3

)
(23)

Ïîñòðîåííûé íàáîð q-òî÷åê ïðåäñòàâëÿåò àññîöèèðîâàííûé íàáîð è
ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî óçëà äåðåâà. Àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîé òî÷êè â
q-íàáîðå âû÷èñëÿþòñÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà, âåñîâîé êîýôôèöèåíò è âåê-
òîð ñìåùåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, óñêîðåííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ïðî-

èçâîëüíîé âåðøèíû ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ. Âû÷èñëÿåòñÿ ðàññòî-
ÿíèå îò âåðøèíû äî öåíòðà êîðíÿ áèíàðíîãî äåðåâà. Â òîì ñëó÷àå, åñëè
ðàññòîÿíèå â 3 ðàçà áîëüøå, ÷åì ðàäèóñ òåñòîâîé ñôåðû, ïåðåìåùåíèå
âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå (22) ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî q-òî÷åê êîðíåâî-
ãî óçëà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ñïóñê ïî áèíàðíîìó äåðåâó,
è ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî èç ïîòîìêîâ. Â òîì ñëó÷àå, åñëè
óçåë äåðåâà ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì, âêëàä â ïåðåìåùåíèå ïðîèçâîäèòñÿ âñåì
íàáîðîì àññîöèèðîâàííûõ âåðøèí. Ïî çàâåðøåíèè ñïóñêà ïî áèíàðíîìó
äåðåâó âû÷èñëÿåòñÿ èòîãîâîå ïåðåìåùåíèå íà îñíîâàíèè âêëàäîâ êàæ-
äîãî èç óçëîâ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áûñòðî ïðîèçâåñòè
âû÷èñëåíèå ïåðåìåùåíèÿ ëþáîé âíóòðåííåé âåðøèíû áëàãîäàðÿ ñôîð-
ìèðîâàííûì íàáîðàì q-òî÷åê.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè äëÿ áûñòðîäåéñòâèÿ àëãî-

ðèòìà íåìàëîâàæíî îáåñïå÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíûé äîñòóï ê àññîöèèðî-
âàííûì âåðøèíàì. Ýòî ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå ñîðòèðîâêè âåðøèí
ïîâåðõíîñòíîé ñåòêè, ïðè êîòîðîé èíäåêñàöèÿ àññîöèèðîâàííûõ âåðøèí
äâóõ ëþáûõ óçëîâ áèíàðíîãî äåðåâà, èìåþùèõ îáùåãî ðîäèòåëÿ, áûëà
áû ñêâîçíîé (ïîñëåäîâàòåëüíîé), êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå.
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Ðèñ. 5. Ñîïîñòàâëåíèå èíäåêñîâ ïîâåðõíîñòíûõ âåðøèí
óçëàì äåðåâà

Îäíàêî, ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî ëþáîå äåôîðìèðîâàíèå ðàñ÷¼òíîé ñåò-
êè ìîæåò ïîòåíöèàëüíî óõóäøèòü å¼ êà÷åñòâî. Ïîýòîìó âàæíûì êðèòå-
ðèåì àëãîðèòìà äåôîðìàöèè ñåòêè ÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâî ÿ÷ååê äåôîðìè-
ðîâàííîé ñåòêè, â îñîáåííîñòè ñîõðàíåíèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðèçìàòè-
÷åñêîãî ñëîÿ, áåçîòíîñèòåëüíî ê âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.
Íî àäàïòèðîâàííûé ïîäõîä ñîõðàíÿåò ñâîéñòâà èñõîäíîãî àëãîðèòìà äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Òàê, äëÿ òåõ âåðøèí, êîòîðûå ðàñïîëà-
ãàþòñÿ áëèçêî ê ãðàíèöå, ñïóñê ïî äåðåâó áóäåò áîëåå ãëóáîêèì, ÷òî ãà-
ðàíòèðóåò õîðîøåå êà÷åñòâî ÿ÷ååê â ïîãðàíè÷íîì ñëîå. Â ñâîþ î÷åðåäü,
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ âåðøèí âäàëè îò ãðàíèö áóäåò ïðîèçâåä¼í
íåãëóáîêèé ñïóñê, à ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ íîâûõ êîîðäèíàò âåðøèí
íå êðèòè÷íà äëÿ ÿ÷ååê, ïðèíàäëåæàùèõ ÿäðó ïîòîêà.
Äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà äåôîðìèðîâàííîé äèñêðåòíîé ìîäåëè ñëå-

äóåò ñòðîèòü èåðàðõè÷åñêèå ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ êàæäîé ïîäâèæíîé
èëè çàôèêñèðîâàííîé ãðàíèöû. Âî-ïåðâûõ, ýòî ïîçâîëÿåò òî÷íåå îïðå-
äåëèòü óñðåäí¼ííûå âåëè÷èíû êàæäîãî óçëà ñòðóêòóðû ââèäó ïðÿìîãî
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âëèÿíèÿ íà ðàäèóñ, êàê òåñòîâîé, òàê è îïèñûâàþùåé ñôåðû äëÿ óçëîâ
âåðõíåãî óðîâíÿ. À âî-âòîðûõ, ýòî ïðèâîäèò ê áîëåå áûñòðîìó ñïóñêó ïî
äåðåâó, ÷òî âëèÿåò íà ñêîðîñòü âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè. Äîïîëíèòåëüíî, ïîäõîä, ïðåäïîëàãàþùèé ïîñòðîåíèå îòäåëüíîãî
áèíàðíîãî äåðåâà äëÿ êàæäîé èíòåðåñóþùåé ãðàíèöû, ïîçâîëÿåò ñîêðà-
òèòü êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé äëÿ ïîâåðõíîñòåé, íå èçìåíÿþùèõ ñâî¼ ïî-
ëîæåíèå è ôîðìó, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è
ìàòðèö ïîâîðîòà ïðåäîïðåäåëåíû. Ñ öåëüþ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìàòåðè-
àëà äàëåå îáñóæäàþòñÿ òîëüêî ïîäâèæíûå ãðàíèöû. Èçìåíåíèÿ ïðåäëà-
ãàåìîãî íèæå àëãîðèòìà äëÿ çàôèêñèðîâàííûõ ãðàíèö áóäóò îòìå÷åíû
îòäåëüíî.
Äàëüíåéøåå óñêîðåíèå àëãîðèòìà IDW ëåæèò â ïëîñêîñòè ðåàëèçàöèè

íà ïàðàëëåëüíûõ ÝÂÌ. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äîñòàòî÷íî ëåãêî ïîä-
äà¼òñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèþ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü êàæäîå
âû÷èñëèòåëüíîå ÿäðî ïîëíîé èíôîðìàöèåé î ïîâåðõíîñòíûõ âåðøèíàõ,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñôîðìèðîâàíà ïåðåä íà÷àëîì ðàñ÷¼òà, à èìåííî: êî-
îðäèíàòû, âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, ïåðåìåùåíèÿ. Â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ
ñåòêè êàæäîå âû÷èñëèòåëüíîå ÿäðî ôîðìèðóåò ïåðåìåùåíèå âñåõ ñâîèõ
âåðøèí. Ïî çàâåðøåíèè ïðîöåññà äâèæåíèÿ ñåòêè âûïîëíÿåòñÿ îáíîâëå-
íèå ãëîáàëüíûõ ìàññèâîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì íà ïîâåðõíîñòè. Òåì
ñàìûì ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìà IDW, à òàêæå ïðèìåíåíèå èäåé
áûñòðûõ ìóëüòèïîëåé ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ íåîáõî-
äèìîå íà ïðîöåäóðó äåôîðìàöèè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ôîðìû

ãðàíèöû çàðàíåå íå èçâåñòåí, ïîýòîìó îáíîâëåíèå íàáîðà q-òî÷åê è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ åìó ìàññèâîâ äàííûõ ñëåäóåò äåëàòü ïåðåä êàæäîé ïðî-
öåäóðîé äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò
ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü êà÷åñòâî äåôîðìèðîâàííîé ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Îä-
íàêî, çàäà÷è, èìåþùèå ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, õàðàêòåðèçóþòñÿ äîñòà-
òî÷íî ïîäðîáíûìè ðàñ÷¼òíûìè ñåòêàìè. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå áè-
íàðíîå äåðåâî òàê æå áóäåò ñîäåðæàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî óçëîâ. Òàê,
íàïðèìåð, äëÿ ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåé 300 òûñÿ÷ âåðøèí, áèíàðíîå
äåðåâî áóäåò èìåòü 13 ñëî¼â (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî âåðøèí â
ëèñòàõ 32), è äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà äëÿ óçëîâ êàæäî-
ãî ñëîÿ òðåáóåòñÿ ïîëíûé íàáîð ïîâåðõíîñòíûõ òî÷åê. Òîãäà âû÷èñëè-
òåëüíóþ ñëîæíîñòü ýòàïà îáíîâëåíèÿ äàííûõ áèíàðíîãî äåðåâà ìîæíî
îöåíèòü êàê O (nb · nt · nl), ãäå nt � êîëè÷åñòâî òî÷åê íà òåñòîâîé ñôå-
ðå, nl � êîëè÷åñòâî ñëî¼â ñòðóêòóðû äàííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåäóðà
îáíîâëåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà äàííûõ äëÿ q-òî÷åê ñòàíîâèòñÿ çàòðàòíîé ñ
âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ ïîäðîáíûõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ óçêèì ìåñòîì.
Óñòðàíåíèå ýòîãî íåäîñòàòêà ëåæèò â ðàñïðåäåëåíèè íàãðóçêè ýòà-

ïà ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ïî âû÷èñëèòåëüíûì ÿäðàì. Ïîäõîä ðàçäå-
ëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé îñíîâàí íà ñâîéñòâàõ èåðàðõè÷åñêîé
ñòðóêòóðû äàííûõ. Ïðåäëîæåííîå âûøå áèíàðíîå äåðåâî ïî ïîñòðîåíèþ
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ñèììåòðè÷íî è îáëàäàåò äåòåðìèíèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì óðîâíåé. Ýòî
ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü áûñòðûå àëãîðèòìû äîñòóïà ê ïàìÿòè, êîòîðûå
ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè íà âû÷èñëè-
òåëüíûå ÿäðà. Îäíèì èç òàêèõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ôîðìèðî-
âàíèÿ ÷èñëîâîãî êîäà äëÿ êàæäîãî óçëà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñõîäíàÿ
èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé äâîè÷íîå äåðåâî
ïîèñêà (÷èñëîâûå êîäû óçëîâ íà ðèñóíêå 5). Ïðîöåäóðà áûñòðîãî ïî-
èñêà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñïèñêà êëþ÷åé óçëîâ è äîñòóïà ê
èíôîðìàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí (ðèñóíîê 6).

Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè

Íà ðèñóíêå 6 ïðèâåä¼í ïðèìåð ðàçáèåíèÿ óçëîâ áèíàðíîãî äåðåâà íà
3 âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäðà. Ðàçäåëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ó÷¼òîì îáú¼ìà
âû÷èñëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ àññîöèèðîâàííûìè âåðøèíàìè, äëÿ êàæäîãî
óçëà. Òàê, âû÷èñëèòåëüíîå ÿäðî ñ èíäåêñîì 0 îáðàáàòûâàåò òîëüêî êîð-
íåâîé óçåë, ÿäðî ñ èíäåêñîì 1 îáðàáàòûâàåò ïðÿìûõ ïîòîìêîâ êîðíå-
âîãî óçëà, à ÿäðî ñ èíäåêñîì 2 ïðîèçâîäèò âû÷èñëèòåëüíûå îïåðàöèè
äëÿ ëèñòîâ áèíàðíîãî äåðåâà. Â îáùåì ñëó÷àå ïîäîáíûé ïîäõîä ïîçâî-
ëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ, òðåáóåìîå íà ðåãðåññèîííûé àíàëèç,
÷òî áóäåò ïîêàçàíî íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ õàðàêòåðíûõ çàäà÷ àâèàöèîííîé
ïðîìûøëåííîñòè.

4 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ïðåäñòàâëåííûå âûøå ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â ïàêåòå ËÎ-
ÃÎÑ [26, 27, 28]. Ïàêåò ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ � ðîññèéñêèé ïàêåò ïðîãðàìì
èíæåíåðíîãî àíàëèçà (CAE), ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî
êðóãà èíäóñòðèàëüíûõ çàäà÷ [26, 27, 28]. Âñå ðàñ÷¼òû, ïðåäñòàâëåííûå
â äàííîé ñòàòüå, âûïîëíåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîïðîöåññîðíîé ÝÂÌ
ñ ðàñïðåäåë¼ííîé ïàìÿòüþ â ïàêåòå ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ.

4.1. Çàäà÷à àýðîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ êðûëà HIRENASD. Ïðî-
âîäèòñÿ ðàñ÷¼ò àýðîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè êðûëà êîììåð÷åñêî-
ãî ñàìîë¼òà â óñëîâèÿõ òðàíñçâóêîâîãî ïîòîêà ïðè ÷èñëå Ðåéíîëüäñà
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23,5e+6 è àýðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì óñ-
ëîâèÿì ïîë¼òà áîëüøîãî òðàíñïîðòíîãî ñàìîë¼òà [2]. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãîäèñöèïëèíàðíîé è òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ äâóõ ðàñ÷¼òíûõ ìå-
òîäèê, à èìåííî: ìåòîäèêè ðàñ÷¼òà çàäà÷ àýðîäèíàìèêè è ìåòîäèêè ðàñ-
÷¼òà íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ãåîìåòðèÿ ìîäåëè çàäà-
÷è àýðîäèíàìèêè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 7.

Ðèñ. 7. Ñõåìà ðàñ÷¼òíîé ìîäåëè

Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü çàäà÷è àýðîäèíàìèêè ñîäåðæàëà 10,4 ìëí. ÿ÷å-
åê, ∼300 òûñ. òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè êðûëà. Îáùåå êîëè÷åñòâî âåðøèí
ðàâíî ∼12,5 ìëí. Íà ïîâåðõíîñòè êðûëà è ôþçåëÿæà êîëè÷åñòâî ïðèç-
ìàòè÷åñêèõ ñëî¼â ðàâíî 18. Ñðåäíåå çíà÷åíèå y+ ó ïîâåðõíîñòè êðûëà
ñîñòàâëÿåò 1.
Ðàñ÷¼ò ïîòîêà ïðîâîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå, à äåôîðìàöèè

ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñòàòè÷åñêèì ïðî÷íîñòíûì ðåøàòåëåì. Â êà÷åñòâå èí-
òåðôåéñà ñâÿçè ìåæäó ïðî÷íîñòíûì ìîäóëåì è ìîäóëåì àýðîäèíàìèêè
èñïîëüçóåòñÿ ëèøü ïîâåðõíîñòü êðûëà. Äåôîðìèðîâàíèå àýðîäèíàìè÷å-
ñêîé ñåòêè ïðîèñõîäèò ñðàçó ïîñëå îáìåíà äàííûìè ìåæäó ðàñ÷¼òíûìè
ìîäóëÿìè.
Äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåðèàëà â ðàñ÷¼òàõ èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü óïðóãîãî

ìàòåðèàëà ñ ïàðàìåòðàìè: ïëîòíîñòü ρ = 7920 êã/ì3, ìîäóëü óïðóãî-
ñòè E = 1, 813e+11 Ïà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0, 33. Ñòðóêòóðíàÿ
ìîäåëü ñîäåðæèò íåçíà÷èòåëüíûå ìîäèôèêàöèè, çàìåíÿþùèå ôþçåëÿæ.
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Óçëû ìîäåëè, ïðèíàäëåæàùèå çàìåíèòåëþ ôþçåëÿæà, çàôèêñèðîâàíû
íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ðàñ÷¼òà.
Óñëîâèÿ íàáåãàþùåãî ïîòîêà ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàíñçâóêîâîãî îá-

òåêàíèÿ ñîîòâåòñòâîâàëè óñëîâèÿì àýðîäèíàìè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà [2]:

� M∞ = 0, 8 � ÷èñëî Ìàõà;
� α = 2◦ � óãîë àòàêè;
� T∞ = 204 K � òåìïåðàòóðà íàáåãàþùåãî ïîòîêà;
� P∞ = 201000 Ïà � ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå íàáåãàþùåãî ïîòîêà;
� V∞ = 229, 06 ì/ñ � ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà;
� Re = 23.5e+6 � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà.

Âîçäóõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èäåàëüíûé ãàç, äëÿ îïèñàíèÿ òóðáóëåíò-
íûõ õàðàêòåðèñòèê èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü Ñïàëàðòà � Àëëìàðàñà.
Íà ðèñóíêå 8 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè äå-

ôîðìèðîâàííîãî êðûëà è ôþçåëÿæà.

Ðèñ. 8. Ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ äàâëåíèÿ

Íà ðèñóíêå 9 ïðèâåäåíî ïîëå íàïðÿæåíèé ïî Ìèçåñó â ïðî÷íîñòíîé
÷àñòè ðàñ÷åòà äëÿ êðûëà â ñîñòîÿíèè àýðîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ.
Ïðèâåä¼ííûå ðèñóíêè äåìîíñòðèðóþò êîððåêòíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàñ-

÷¼òíûõ ïîëåé, õàðàêòåðíûå äëÿ ñîñòîÿíèÿ àýðîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ êðû-
ëà ïðè óñëîâèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñòàíîâêå çàäà÷è [2].
Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå îöåíèâàëèñü áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû

ïîäú¼ìíîé ñèëû (Cl), ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (Cd) è ðàñïðåäåëåíèå êî-
ýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ (Cp) â ñå÷åíèè êðûëà, à òàêæå äåôîðìàöèÿ âäîëü
ðàçìàõà êðûëà (dS) â ñîñòîÿíèè àýðîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ.
Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè

èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, à òàêæå ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ êðûëà,
ïîëó÷åííûõ â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå.
Íà ðèñóíêå 10 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî êîýôôèöèåíòà

äàâëåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
Êàê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííîãî ãðàôèêà, ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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Ðèñ. 9. Ïîëå íàïðÿæåíèé ïî Ìèçåñó

Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê
êðûëà HIRENASD

Ýêñïåðèìåíò ËÎÃÎÑ
Cl 0,358 0,361
Cd 0,0115 0,0113

dS, ì 0,0306 0,0319

Íà ðèñóíêå 11 ïðåäñòàâëåíî ïåðåìåùåíèå êîíòðîëüíîé òî÷êè íà ïî-
âåðõíîñòè çàêîíöîâêè êðûëà îòíîñèòåëüíî ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ
â çàâèñèìîñòè îò øàãà îáìåíà ðàñ÷¼òíûõ ìîäóëåé.
Àýðîóïðóãîå ðàâíîâåñèå êðûëà äîñòèãíóòî çà 10 èòåðàöèé îáìåíà.

Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå îáìåíà àýðîäèíàìè÷åñêèé ìîäóëü ðåøà-
åò çàäà÷ó ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ äåôîðìèðîâàííîãî êðûëà. Ôîðìà
ïîâåðõíîñòè êðûëà îïðåäåëÿåòñÿ ïóò¼ì ðåøåíèÿ çàäà÷è íàïðÿæ¼ííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êðûëà ïðè âîçäåéñòâèè àýðîäèíàìè÷åñêèõ
íàãðóçîê. Ïðè äàííîé ïîñòàíîâêå ñõîäèìîñòü àýðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè
çàäà÷è íà êàæäîì øàãå îáìåíà äîñòèãàåòñÿ çà 500 èòåðàöèé. Ïðè èñïîëü-
çîâàíèè 96 âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ èòåðàöèè
ñîñòàâëÿåò 1,1 ñ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ðåøåíèå òîëüêî
çàäà÷è îáòåêàíèÿ áåç íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ íà àëãîðèòì äåôîðìèðîâàíèÿ
ðàñ÷¼òíîé ñåòêè è ðàñ÷¼ò íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïî-
òðåáîâàëîñü 5000 èòåðàöèé èëè ∼1,5 ÷àñà.
Äîïîëíèòåëüíî â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå îöåíèâàëàñü ïðîèçâîäèòåëü-

íîñòü íåñêîëüêèõ ìîäèôèêàöèé ìåòîäà IDW äëÿ ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà
âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð. Ñðåäè ðàññìîòðåííûõ ìîäèôèêàöèé äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿëèñü:
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Ðèñ. 10. Ãðàôèê êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ ïî ñå÷åíèþ

Ðèñ. 11. Ïåðåìåùåíèå êðàéíåé òî÷êè êðûëà (àýðîäèíàìèêà)

� ìîäèôèêàöèÿ � 1 ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå îäíîãî áèíàðíîãî
äåðåâà äëÿ âñåõ ïîäâèæíûõ ïîâåðõíîñòåé áåç ðàñïðåäåëåíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè äëÿ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà;
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� ìîäèôèêàöèÿ � 2 ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå îäíîãî áèíàðíîãî äå-
ðåâà äëÿ âñåõ ïîäâèæíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñïðå-
äåëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè äëÿ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà;

� ìîäèôèêàöèÿ � 3 ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîåíèå áèíàðíûõ äåðåâüåâ
äëÿ êàæäîé ïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè äëÿ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ 2, 3.

Òàáëèöà 2. Ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äåôîðìèðîâà-
íèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè äëÿ çàäà÷è àýðîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ
êðûëà HIRENASD

×èñëî ÿäåð Ìîäèôèêàöèÿ �1, ñ Ìîäèôèêàöèÿ �2, ñ Ìîäèôèêàöèÿ �3, ñ
24 53,4 50,1 43,6
48 28,5 24,8 22,9
96 17,2 14,3 11,6
192 10,1 7,5 6,4
384 7,6 4,8 4,3

Òàáëèöà 3. Ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷¼òà q-òî÷åê
äëÿ çàäà÷è àýðîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ êðûëà HIRENASD

×èñëî ÿäåð Ïàðàëëåëüíûé ðåæèì, ñ Ñêàëÿðíûé ðåæèì, ñ
24 0,083 1,97
48 0,041 1,97
96 0,021 1,97
192 0,012 1,97
384 0,0057 1,97

Â ñâîþ î÷åðåäü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ íåîïòèìèçèðîâàííîãî ìåòîäà IDW
[8] ïðè èñïîëüçîâàíèè 96 âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð ïîòðåáîâàëî áîëåå 25
ìèíóò. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîäèôèêàöèÿ �3
àëãîðèòìà äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøå-
íèå çàäà÷è, õîðîøî ñîãëàñóþùååñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, à
íàêëàäíûå ðàñõîäû íåñóùåñòâåííû.

4.2. Ðàñ÷¼ò ôëàòòåðà êðûëà AGARD 445.6. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çà-
äà÷à îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû ôëàòòåðà êðûëà AGARD 445.6 â ïîòîêå âÿç-
êîãî ãàçà [1]. Ëîêàëèçàöèÿ ãðàíèöû ôëàòòåðà êðûëà ïðîâîäèëàñü äëÿ
÷èñåë Ìàõà 0,499 � 1,141 ïðè íóëåâîì óãëå àòàêè. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
ãðàíèö ôëàòòåðà òàê æå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîäèñöèïëèíàðíîé çàäà÷åé, ïî-
ýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ òåõíîëîãèÿ ñâÿçàííîãî ðàñ÷¼òà. Ãåîìåòðèÿ ìîäåëè
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 12.
Â ñå÷åíèè, ïàðàëëåëüíîì íàïðàâëåíèþ ïîòîêà, ìîäåëü èìååò ñèììåò-

ðè÷íûé ïðîôèëü NACA65A004. Îñíîâíûå ðàçìåðû ìîäåëè êðûëà ïîêà-
çàíû íà ðèñóíêå 13.
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Ðèñ. 12. Ñõåìà ðàñ÷¼òíîé ìîäåëè

Ðèñ. 13. Ïðîôèëü è ïðîåêöèÿ êðûëà AGARD 445.6

Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü çàäà÷è àýðîäèíàìèêè ñîäåðæàëà 5,7 ìëí. íåñòðóê-
òóðèðîâàííûõ ÿ÷ååê, 230 òûñ. òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè êðûëà. Îáùåå êî-
ëè÷åñòâî âåðøèí ñîñòàâèëî ∼6 ìëí. Êîëè÷åñòâî ïðèçìàòè÷åñêèõ ñëî¼â
ðàâíî 18. Ñðåäíåå çíà÷åíèå y+ ó ïîâåðõíîñòè êðûëà ðàâíî 1.
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Ïàðàìåòðû íàáåãàþùåãî ïîòîêà ðàññ÷èòûâàëèñü íà îñíîâå ÷èñåë Ìà-
õà è Ðåéíîëüäñà ñ âàðüèðîâàíèåì îïîðíîãî äàâëåíèÿ. Ìåòîä âàðüèðî-
âàíèÿ îïîðíîãî äàâëåíèÿ ïîäðàçóìåâàåò èçìåíåíèå äàâëåíèÿ íàáåãàþ-
ùåãî ïîòîêà ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè çâóêà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ïëîòíîñòè è äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû
ôëàòòåðà êðûëà. Âîçäóõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èäåàëüíûé ãàç, äëÿ îïè-
ñàíèÿ òóðáóëåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü Ñïàëàðòà �
Àëëìàðàñà.
Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà â ðàñ÷¼òàõ èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü

îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Îñè îðòîòðîïèè çàäàíû âäîëü ðàçìàõà êðûëà
è âäîëü õîðäû. Ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ρ = 381, 98 êã/ì3, ìîäóëü óïðó-
ãîñòè â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè E1 = 3, 15e+9 Ïà, ìîäóëü óïðóãîñòè â
ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè E2 = 4, 2e+8 Ïà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà â ïðî-
äîëüíîì íàïðàâëåíèè è â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ñ ïëîñêîñòè êðûëà,
â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè êðûëà ν = 0, 31,
ìîäóëü ñäâèãà â êàæäîé ïëîñêîñòè G = 4, 12e+8 Ïà.
Â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ óñëîâèé êîëåáàíèÿ êîíòðîëüíîé òî÷êè íà

ïîâåðõíîñòè êðûëà ìîãóò ëèáî çàòóõàòü, ëèáî óñèëèâàòüñÿ. Ïîñëåäíÿÿ
ñèòóàöèÿ ðàñöåíèâàåòñÿ êàê íàëè÷èå ôëàòòåðà. Îïðåäåëåíèå ãðàíèöû
ôëàòòåðà îñíîâàíî íà ìåòîäå âàðüèðîâàíèÿ îïîðíîãî äàâëåíèÿ ïðè ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòè çâóêà. Ëîêàëèçàöèÿ ãðàíèöû ôëàòòåðà äëÿ êàæäî-
ãî ÷èñëà Ìàõà òðåáóåò àíàëèçà ñåðèè ðàñ÷¼òîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå áûë
ïðîâåä¼í ðÿä ñâÿçàííûõ ðàñ÷¼òîâ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ, êàê çàòóõàþùèõ
êîëåáàíèé, òàê è êîëåáàíèé ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ àìïëèòóäîé. Â êàæäîì
ðàñ÷¼òå íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå íà êðûëî äîñòèãàëîñü êðàòêîâðåìåííûì
âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû.
Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè ôëàòòåðà èñïîëüçóþòñÿ òàêèå

âåëè÷èíû, êàê ñêîðîñòíîé èíäåêñ ôëàòòåðà (Flutter Speed Index, FSI) è
îòíîøåíèå ÷àñòîò (Frequency Ration, FR). Íà ðèñóíêàõ 14, 15 ïðåäñòàâ-
ëåíû ãðàôèêè êîýôôèöèåíòîâ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ìàõà â ñðàâíåíèè
ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðàñ÷¼òíûìè äàííûìè [29, 30, 31].
Êàê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ, ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è äàííûìè, ïîëó-
÷åííûìè â äðóãèõ êîìïëåêñàõ ïðîãðàìì [29, 30, 31].
Äëÿ áîëåå êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà èçìåíåíèÿ ôîðìû êðûëà

ïîä äåéñòâèåì àýðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê ðåêîìåíäóåìûé øàã ïî âðå-
ìåíè äëÿ êàæäîãî ðàñ÷¼òíîãî ñëó÷àÿ ïîäáèðàëñÿ ðàâíûì 0, 005T , ãäå T
� ïåðèîä êîëåáàíèÿ â ýêñïåðèìåíòå. Êàæäûé øàã ïî âðåìåíè âû÷èñëÿ-
åòñÿ íà îñíîâå 20 èòåðàöèé ïî íåëèíåéíîñòè, ãäå ñðåäíåå âðåìÿ îäíîé
èòåðàöèè ñîñòàâèëî 1,3 ñ ïðè èñïîëüçîâàíèè 96 âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð.
Òàêæå äëÿ áîëåå òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê â
÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå æåëàòåëüíî ïîëó÷èòü 5, 6 ïîëíûõ êîëåáàíèé
êðûëà. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ðåæèìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëó Ìàõà ðàâ-
íîãî 0,678 ÷àñòîòà êîëåáàíèÿ êðûëà íà ãðàíèöå ôëàòòåðà ñîñòàâëÿåò
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Ðèñ. 14. Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòà FSI îò
÷èñëà Ìàõà

Ðèñ. 15. Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòà FR îò
÷èñëà Ìàõà

17,9 Ãö. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ãðàíèöû ôëàòòå-
ðà íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàíèå äî 0,28 � 0,34 ñ. Òàêèì îáðàçîì, îæèäàå-
ìîå âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè ñâÿçàííîé çàäà÷è áåç
ó÷¼òà íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ àëãîðèòìà äåôîðìèðîâàíèÿ êðûëà ñîñòàâëÿ-
åò ∼8 ÷àñîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè 96 âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð è 20 èòåðàöèé
ïî íåëèíåéíîñòè. Äîïîëíèòåëüíî â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå îöåíèâàëàñü
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ïðîèçâîäèòåëüíîñòü íåñêîëüêèõ ìîäèôèêàöèé ìåòîäà IDW äëÿ ðàçëè÷-
íîãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð. Ìîäèôèêàöèè ðàññìîòðåíû ðà-
íåå.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ 4, 5.

Òàáëèöà 4. Ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ
ðàñ÷¼òíîé ñåòêè äëÿ çàäà÷è ëîêàëèçàöèè ôëàòòåðà êðûëà
AGARD 445.6

×èñëî ÿäåð Ìîäèôèêàöèÿ �1, ñ Ìîäèôèêàöèÿ �2, ñ Ìîäèôèêàöèÿ �3, ñ
24 20,1 18,9 16,2
48 10,8 9,5 9,3
96 7,2 5,9 5,1
192 4,6 3,3 2,9
384 3,5 2,4 2,2

Òàáëèöà 5. Ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷¼òà q-òî÷åê
äëÿ çàäà÷è ëîêàëèçàöèè ôëàòòåðà êðûëà AGARD 445.6

×èñëî ÿäåð Ïàðàëëåëüíûé ðåæèì, ñ Ñêàëÿðíûé ðåæèì, ñ
24 0,035 1,05
48 0,017 1,05
96 0,0092 1,05
192 0,0046 1,05
384 0,0026 1,05

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû ôëàòòåðà êðûëà AGARD 445.6 òåñòèðî-
âàíèå íåîïòèìèçèðîâàííîãî ìåòîäà IDW íå ïðîâîäèëîñü ââèäó áåñïåð-
ñïåêòèâíîñòè èñõîäíîãî àëãîðèòìà äëÿ ïîäîáíîãî êëàññà çàäà÷. Ïðåä-
ñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîäèôèêàöèÿ �3 àëãîðèòìà
äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è, ñîãëàñóþùååñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðåôåðåíñíûìè äàííû-
ìè [29, 30, 31].

5 Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ õàðàêòåðíûõ çàäà÷ àýðîäèíà-
ìèêè ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ïðèìåíèìîñòè ðåàëèçîâàííûõ ÷èñëåííûõ ñõåì
ðàñ÷¼òà è ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà äåôîðìèðîâàíèÿ ñåòêè. Ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷ àýðîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ êðûëà è îïðåäåëå-
íèÿ ãðàíèöû ôëàòòåðà õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-
íûìè è ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â äðóãèõ ïàêåòàõ ïðîãðàìì. Â ðà-
áîòå ðàññìîòðåí ðÿä ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùèå ñîêðàòèòü
âðåìÿ ðàáîòû IDW ìåòîäà áåç ïîòåðè êà÷åñòâà ðåøåíèÿ. Íà ïðèìåðå ðå-
øåíèÿ óêàçàííûõ âûøå çàäà÷ ïîêàçàíî ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ðàáîòû
àëãîðèòìà.
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Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë, ÷òî ïîñòðîåíèå îòäåëüíûõ
èåðàðõè÷åñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ äëÿ êàæäîé ãðàíèöû â îòäåëüíîñòè
ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äî 40%. Òàêæå âåñîìûé
âêëàä â áûñòðîäåéñòâèå àëãîðèòìà âíîñèò ïîäõîä ðàñïðåäåëåíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè íà ýòàïå ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà äëÿ q-òî÷åê. Â
ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû óñêîðåíèÿ òîëüêî ðàñ÷¼òà q-òî÷åê (òàá-
ëèöû 3, 5). Ïîäîáíûé ïîäõîä ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ òàêæå ïðèìåí¼í è
äëÿ îöåíêè ñìåùåíèé, ìàòðèö ïîâîðîòà, âåñîâ àïïðîêñèìèðóþùåãî íà-
áîðà, ÷òî âêóïå ñ ïîäõîäîì ïîñòðîåíèÿ òðåáóåìîãî êîëè÷åñòâà ñòðóêòóð
äàííûõ ïîçâîëÿåò äîñòèãíóòü äîïîëíèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà îò
20% äî 80%.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïî âû÷èñëèòåëüíûì ÿäðàì ïðî-

âîäèòñÿ äëÿ ÿ÷ååê, à íå ïî âåðøèíàì äèñêðåòíîé ìîäåëè. Òàêæå îáå
ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå çàäà÷è ðåøàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì íåñòðóêòó-
ðèðîâàííûõ ðàñ÷¼òíûõ ñåòîê ñî ñãóùåíèåì âáëèçè ïîäâèæíûõ ýëåìåí-
òîâ, ïîýòîìó ðàçäåëåíèå âåðøèí ïî ïðîöåññîðíîìó ïîëþ íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíûì, ÷òî ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âðåìåíè âûïîë-
íåíèÿ àëãîðèòìà äåôîðìàöèè îò êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ (òàáëèöû 2, 4).
Òåì íå ìåíåå, âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà IDW ñîãëàñóåòñÿ ñ ëèíåéíûì çàêî-
íîì.
Âàæíîñòü ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ ê óñêîðåíèþ àëãîðèòìà èíòåðïî-

ëÿöèè IDW ìåòîäîì ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà äâóõ õàðàêòåðíûõ çàäà÷àõ.
Âûáðàííûå çàäà÷è ðàçíûå, ïîñêîëüêó ïåðâàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êâàçèñòà-
öèîíàðíîé, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ � íåñòàöèîíàðíîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ áûëè ðàçíûå. Òàê
äëÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ àýðîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ êðûëà âûïîëíåí îäèí
ðàñ÷¼ò, â ïðîöåññå êîòîðîãî àëãîðèòì äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè
èñïîëüçîâàëñÿ 10 ðàç. Íàêëàäíûå ðàñõîäû íà îáíîâëåíèå êîîðäèíàò âåð-
øèí äëÿ äàííîé çàäà÷è ñîñòàâèëè ïðèìåðíî 2 ìèíóòû, ÷òî ñîñòàâëÿåò
2% îò îáùåãî âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè ñâÿçàí-
íîé çàäà÷è, ÷òî ïðèåìëåìî. Â ñâîþ î÷åðåäü äëÿ ëîêàëèçàöèè ãðàíèöû
ôëàòòåðà ïðèìåíÿëñÿ ïîäõîä âàðüèðîâàíèÿ îïîðíîãî äàâëåíèÿ ïðè ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòè çâóêà. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò âûïîëíåíèå ðÿäà ðàñ÷¼òîâ
äëÿ êàæäîãî ÷èñëà Ìàõà ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ, êàê íåçàòóõàþùèõ, òàê
è çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé êðûëà. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî-
êàçàë, ÷òî îäèí ðàñ÷¼ò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôëàòòåðà êðûëà òðåáóåò ïðè-
áëèçèòåëüíî 1100 èçìåíåíèé ðàñ÷¼òíîé ñåòêè, ÷òî ñîñòàâëÿåò ∼1,5 ÷à-
ñà èëè 15% îò îáùåãî âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ â ÷àñòè àýðîäèíàìèêè.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå âûáîð ïîäõîäîâ ê ìîäèôèêàöèè èñõîäíîãî àëãîðèòìà
î÷åíü âàæåí. Òàê ïðèìåíåíèå îòäåëüíûõ áèíàðíûõ äåðåâüåâ äëÿ êàæ-
äîé ïîäâèæíîé ãðàíèöû è ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè íà
ýòàïå ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ïîçâîëèëî ñíèçèòü îáùåå âðåìÿ ðàñ÷¼òà
îò 3% äî 13%, ÷òî ïîä÷¼ðêèâàåò ýôôåêòèâíîñòü ìîäèôèêàöèé.
Ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ñòàòüå àäàïòèðîâàííûé àëãîðèòì èçìå-

íåíèÿ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè âíåäð¼í â ïàêåò ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ [26, 27, 28]
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è ïðèìåíÿåòñÿ â êà÷åñòâå øòàòíîãî ïîäõîäà äëÿ çàäà÷ ñ ïîäâèæíûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïàêåò ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðî-, àýðîäèíàìèêè è òåïëîïåðåíîñà è
â íàñòîÿùåå âðåìÿ óæå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ çàäà÷ èíäóñòðèàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ [26, 27, 28].

6 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìàìè ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ îáòåêàíèÿ ïîäâèæíûõ òåë, à èìåííî: âîïðîñû ÷èñëåí-
íîé äèñêðåòèçàöèè çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ ïîäâèæíûõ òåë è
àëãîðèòìû äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñ÷¼òíûõ ñåòîê. Êðàòêî îáñóæäàåòñÿ âû-
áðàííûé ïîäõîä êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëåíî óñîâåð-
øåíñòâîâàíèþ àëãîðèòìà èíòåðïîëÿöèè ìåòîäîì îáðàòíûõ âçâåøåííûõ
ðàññòîÿíèé, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èçìåíåíèÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè â
ïðîöåññå äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ ãðàíèö. Àíàëèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåé-
ñòâèé ïîçâîëèë ñôîðìèðîâàòü ïðåäëîæåíèÿ êàñàòåëüíî óñòðàíåíèÿ óç-
êèõ ìåñò àëãîðèòìà ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.
Îñíîâîé óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå èåðàðõè÷åñêèõ

ñòðóêòóð äàííûõ, òàêèõ êàê áèíàðíûå äåðåâüÿ. Ïî ïðè÷èíå äåòåðìèíè-
ðîâàííîñòè (ïî ïîñòðîåíèþ) ñòðóêòóðû äàííûõ äàëüíåéøàÿ àäàïòàöèÿ
àëãîðèòìà ïðîèçâîäèëàñü ñ ïðèìåíåíèåì áûñòðûõ àëãîðèòìîâ äîñòóïà
ê ïàìÿòè è ðàñïðåäåë¼ííûõ âû÷èñëåíèé. Òàêæå, ïîìèìî òåõíè÷åñêèõ
ñðåäñòâ óñêîðåíèÿ ðàññìàòðèâàëñÿ ïîäõîä, ïðåäëàãàþùèé ïîñòðîåíèå
áèíàðíîãî äåðåâà äëÿ êàæäîé ïîäâèæíîé ãðàíèöû â îòäåëüíîñòè.
Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â âîçìîæíî-

ñòè ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðåííîé ìåòîäèêè ðàñ÷¼òà â èíæåíåðíîé ïðàê-
òèêå ââèäó ñóùåñòâåííîãî óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà èçìåíåíèÿ äèñêðåòíîé
ìîäåëè ñ ñîõðàíåíèåì êà÷åñòâà ïîñëåäíåé. Ðàññìîòðåííûå ìîäèôèêà-
öèè IDW ìåòîäà ïîêàçàëè ñâîþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü è ýôôåêòèâíîñòü íà
õàðàêòåðíûõ çàäà÷àõ àâèàöèîííîé ïðîìûøëåííîñòè.
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