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Abstract: This review paper considers the types of loss of stability
of �ltration �ows. Characteristic dispersion curves are presented
that correspond to transitions to instability within the Darcy theory
at zero, �nite and in�nite values of the wave number, as well as
at all wave numbers simultaneously. It is shown that the use of
the generalized Brinkman �ltration equation suppresses short-wave
instability corresponding to in�nite values of the wave number. As
calculations show, the obtained values of characteristic sizes of the
fastest growing disturbances are more than an order of magnitude
smaller than a millimeter. This value is comparable to or smaller
than the pore size of most natural porous media, for which the
study of the stability of �ltration �ow is relevant. Therefore, a
conclusion is made about the inapplicability of �ltration theory
methods to a wide class of problems leading to the formation of
small-scale instability. It is assumed that such problems should be
studied using micromechanics methods.
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1 Ââåäåíèå

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèðîäíûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê çàäà÷àì îá óñòîé÷èâîñòè ôèëü-
òðàöèîííûõ òå÷åíèé. Õîðîøî èçâåñòíà íåóñòîé÷èâîñòü ôðîíòà âûòåñíå-
íèÿ íåôòè âîäîé â ïðîöåññå çàâîäíåíèÿ íåôòÿíîãî ìåñòîðîæäåíèÿ, èãðà-
þùåãî áîëüøóþ ðîëü â íåôòåäîáûâàþùåé ïðîìûøëåííîñòè. Äåôîðìà-
öèÿ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ìåæäó îáëàñòÿìè, íàñûùåííûìè âî-
äîé è íåôòüþ, ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ âîäÿíûõ ïàëüöåâ, êîòîðûå ìîãóò
äîñòèãàòü äîáûâàþùåé ñêâàæèíû è ïðèâîäèòü ê îáðàçîâàíèþ íåèçâëå-
êàåìîé îñòàòî÷íîé íåôòè. Îñíîâíîé ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâî-
ñòè ôðîíòà âûòåñíåíèÿ îáóñëîâëåí íèçêîé âÿçêîñòüþ âîäû ïî îòíîøå-
íèþ ê âÿçêîñòè íåôòè. Â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Ñàôôìàíà è Òåéëîðà [1]
ïîëó÷åí ïðîñòîé êðèòåðèé âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïîâåðõíîñòè
ðàçäåëà ìåæäó æèäêîñòÿìè ïðè âûòåñíåíèè áîëåå âÿçêîé æèäêîñòüþ
ìåíåå âÿçêîé. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü èãðàåò áîëüøóþ ðîëü ïðè îáðàçîâà-
íèè îñòàòî÷íîé íåèçâëåêàåìîé íåôòè. Äâèæóùèåñÿ ôðîíòû âûòåñíåíèÿ
ôîðìèðóþòñÿ òàêæå ïðè âûòåñíåíèè íåôòè ãàçîì, óòèëèçàöèè óãëåêèñ-
ëîãî ãàçà â ïðîíèöàåìûõ ïîðîäàõ è ò.ä.
Èçâëå÷åíèå ãëóáèííîãî òåïëà Çåìëè áàçèðóåòñÿ íà ìîäåëèðîâàíèè

äâèæåíèÿ âîäû, ïàðà è ïàðîâîäÿíîé ñìåñè â ãåîòåðìàëüíûõ ðåçåðâó-
àðàõ [2]. Âàæíåéøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå óñëîâèé âîçíèêíîâåíèÿ
è ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â òåïëîâîé òðóáå, êîãäà âîçíèêàåò êîíâåêòèâíûé
ïîòîê ýíåðãèè èç íåäð ê ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïàð, èìåþùèé âûñî-
êóþ òåìïåðàòóðó, ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ, à ìåíåå íàãðåòàÿ âîäà îïóñêàåòñÿ
âíèç. Â êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå ðàñïîëîæåíèå òÿæåëîé æèäêîñòè
íàä ëåãêîé âñåãäà íåóñòîé÷èâî. Îäíàêî íàòóðíûå íàáëþäåíèÿ è àíà-
ëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â ãåîòåðìàëüíûõ ðåçåðâóàðàõ
ñëîé âîäû (òÿæåëàÿ æèäêîñòü) ìîæåò íàõîäèòüñÿ íàä ñëîåì ïàðà (ëåã-
êàÿ æèäêîñòü) è ýòî ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî [3]. Âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷è-
âîñòè ïðèâîäèò ê êîíâåêöèè è âîçíèêíîâåíèþ òåïëîâîé òðóáû. Äðóãîé
êëàññ çàäà÷ ñâÿçàí ñ òå÷åíèåì â ãîðèçîíòàëüíûõ ïëàñòàõ è îïèñûâàåò
èçâëå÷åíèå òåïëîíîñèòåëÿ èëè çàêà÷êó õîëîäíîé âîäû â âûñîêîòåìïåðà-
òóðíûå ïîðîäû. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâîñòü ôðîíòà ïðèâîäèò
ê îáðàçîâàíèþ ïàëüöåâ è ïðîðûâó õîëîäíîé âîäû ê äîáûâàþùåé ñêâà-
æèíå, äåëàÿ ïðîöåññ èçâëå÷åíèÿ òåïëà ìàëîýôôåêòèâíûì.
Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ýêîëîãèè ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå ïèòüåâîé âî-

äîé íàñåëåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòè âîçíèêàþò çàäà÷è ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîïà-
äàíèÿ â âîäîíîñíûå ãîðèçîíòû çàãðÿçíÿþùèõ ïðèìåñåé, êîòîðûå ìîãóò
áûòü êàê òåõíîãåííîãî, òàê è ïðèðîäíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ [4]. Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå ýòî ìîæåò áûòü ìîðñêàÿ âîäà â ïðèáðåæíûõ ðàéîíàõ èëè
îáðàçîâàíèå ðàñòâîðîâ ïðè ïîïàäàíèå ïðåñíîé âîäû â çàëåæè ñîëè. Â
ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò êîíòàêò òÿæåëûõ ðàñòâîðîâ è ïðåñíîé áîëåå ëåã-
êîé âîäû. Åñëè îáëàñòü ãðóíòà, çàíÿòàÿ ðàñòâîðà, ðàñïîëîæåíà íàä ãî-
ðèçîíòîì ïðåñíûõ âîä, òî âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâîñòü, êîòîðàÿ ïðèâîäèò
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ê ïðîíèêíîâåíèþ âðåäíûõ ïðèìåñåé â âîäîíîñíûå ãîðèçîíòû, çàñîëåíèþ
ïî÷â è ãðóíòîâ [5].
Êàê ïðàâèëî, àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

óäàåòñÿ ïðîâåñòè òîëüêî äëÿ çàäà÷ â ëèíåéíîé èëè ñëàáîíåëèíåéíîé ïî-
ñòàíîâêå. Èññëåäîâàíèå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ïîçâîëÿåò âûäåëèòü â
ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè òå÷å-
íèÿ. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå àíàëèçà äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî
îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêîå âîëíîâîå ÷èñëî, îòâå÷àþùåå íàèáîëåå íåóñòîé-
÷èâîé ìîäå. Ëèíåéíûé ìàñøòàá ýòîãî âîçìóùåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò õàðàê-
òåðíîìó ìàñøòàáó íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùåãî âîçìóùåíèÿ, êîòîðîå íà
íåëèíåéíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèé ìîæåò êàê âîçðàñòàòü, òàê è
çàòóõàòü.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî

èññëåäîâàíèþ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ôèëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé. Ïðåä-
ñòàâëåíû âîçìîæíûå òèïû ïåðåõîäîâ ê íåóñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïîòåðÿì óñòîé÷èâîñòè ïðè íóëåâûõ, êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ âîëíî-
âûõ ÷èñëàõ, à òàêæå îäíîâðåìåííî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî ÷èñëà.

2 Ñïîíòàííûé ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè

Â ðàáîòå Ñàôôìàíà è Òåéëîðà [1] èññëåäîâàëàñü ëèíåéíàÿ óñòîé÷è-
âîñòü ôðîíòà âûòåñíåíèÿ. Ïîëó÷åííîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå èìå-
åò âèä Σ = AK, ãäå Σ � ñêîðîñòü ðîñòà èëè çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèé, à K
� âîëíîâîå ÷èñëî. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà êîýôôèöèåíòà A, çàâèñÿùå-
ãî îò ïàðàìåòðîâ, âîçìóùåíèÿ ìîãóò ëèáî âîçðàñòàòü (íåóñòîé÷èâîñòü),
ëèáî çàòóõàòü (óñòîé÷èâîñòü). Íà ïëîñêîñòè (K,Σ) ïðåäñòàâëåíû äèñ-
ïåðñèîííûå êðèâûå, ÿâëÿþùèåñÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðÿìûìè ëèíèÿìè,
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (Ðèñ. 1a). Åñëè â íà÷àëüíîì ñî-
ñòîÿíèè ôðîíò óñòîé÷èâ, òî äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò ëèíèè
1. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà A, êîãäà óñòîé÷èâîñòü ôèçè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ñíèæàåòñÿ, äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
(ïîëîæåíèå 2). Äàëüíåéøåå âðàùåíèå ïðèâîäèò ê ñîñòîÿíèþ 3, êîòîðîå
ñîîòâåòñòâóåò íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, à ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè
ðåàëèçóåòñÿ ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà A. Ïðè ýòîì
ñêîðîñòü ðîñòà Σ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ îäíîâðåìåííî ïðè
âñåõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ K, íî íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèì âîçìóùåíèåì
ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàçìåðà, ñîîòâåòñòâóþùåå áåñ-
êîíå÷íî áîëüøèì çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà K. Òàêóþ íåóñòîé÷èâîñòü
íàçûâàþò ñïîíòàííîé.
Â ðàáîòàõ [6] � [9] èññëåäîâàëàñü ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïîâåðõíîñòè

ðàçäåëà ïàð�âîäà â ãåîòåðìàëüíîì ðåçåðâóàðå, êîãäà îáëàñòü âîäû íà-
õîäèòñÿ íàä îáëàñòüþ ïàðà. Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèë ïðè
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óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ðýëåÿ. Â ðàáîòå [10] ðàññìàòðèâàëàñü ïîòåðÿ óñòîé-
÷èâîñòè ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãðóíòîâûõ âîä ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà êà-
ïèëëÿðíîãî äàâëåíèÿ. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿëàñü ñëåäñòâèåì ñíè-
æåíèÿ äàâëåíèÿ â âîäîíîñíîì ãîðèçîíòå. Îñîáåííîñòü ñïîíòàííîãî ïå-
ðåõîäà ê íåóñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷åííîãî â ýòèõ ðàáîòàõ, ñîñòîèò â òîì,
÷òî â óñòîé÷èâîì ñîñòîÿíèè äèñïåðñèîííûå êðèâûå ïîëíîñòüþ ëåæàò â
îòðèöàòåëüíîé ïîëóïëîñêîñòè Σ. Ïðè óìåíüøåíèè óñòîé÷èâîñòè êðèâûå
âûïîëàæèâàþòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê îñè àáñöèññ. Â ñîñòîÿíèè íåéòðàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè äèñïåðñèîííûå êðèâûå ñîâïàäàþò ñ îñüþ àáñöèññ Σ = 0, à
ïðè âîçíèêíîâåíèè íåóñòîé÷èâîñòè ïîëíîñòüþ ïåðåõîäÿò â ïîëîæèòåëü-
íóþ ïîëóïëîñêîñòü Σ êàê ýòî ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1b ([9]) è Ðèñ. 1c ([10]).

Ðèñ. 1. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå ïðè ñïîíòàííîì ïåðåõîäå
ê íåóñòîé÷èâîñòè.

Â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äàþò êðèòåðèè óñ-
òîé÷èâîñòè, íî íå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ðàçìåð íàèáîëåå áûñòðî ðàñ-
òóùåãî âîçìóùåíèÿ. Ìåòîäû òåîðèè ôèëüòðàöèè ïðèìåíèìû äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ òå÷åíèé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, êîãäà ìàñøòàá èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ
áîëåå ÷åì íà ïîðÿäîê ïðåâûøàåò ðàçìåð ïîð ïîðèñòîé ñðåäû. Îáðàçî-
âàíèå íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùåé ìîäû ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøîì âîëíî-
âîì ÷èñëå ñâèäåòåëüñòâóåò î íåïðèìåíèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè



A34 Ã.Ã. ÖÛÏÊÈÍ

â äàííîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà
íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ.

3 Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè íóëåâîì âîëíîâîì ÷èñëå

Áàçîâîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, êîòîðîå èññëåäóåòñÿ íà óñòîé÷èâîñòü,
ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà, ïðèâîäÿùåãî
ê íåóñòîé÷èâîñòè, ïîòåðÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò ïðè íóëåâîì âîë-
íîâîì ÷èñëå, à áàçîâûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñëèâàþòñÿ è â ñâåðõêðè-
òè÷åñêîé îáëàñòè ïåðåñòàþò ñóùåñòâîâàòü (Ðèñ. 2a). Ïåðåõîä ê íåóñòîé-
÷èâîñòè, â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäÿùèé ïðè íóëåâîì âîëíîâîì ÷èñëå, ñî-
îòâåòñòâóåò íåóñòîé÷èâîñòè áåñêîíå÷íî äëèííîãî âîçìóùåíèÿ [6] � [10].
Äèñïåðñèîííûå êðèâûå â ýòîì ñëó÷àå èìåþò õàðàêòåðíûé âèä, ïðåä-
ñòàâëåííûé íà Ðèñ. 2b ([9]) è Ðèñ. 2c ([10]).

Ðèñ. 2. Íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ è ïîòåðÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ïðè íóëåâîì âîëíîâîì ÷èñëå.

Ïîñêîëüêó â ðàëüíîñòè íå ñóùåñòâóåò ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì áåñêîíå÷-
íîé ïðîòÿæåííîñòè, òî â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü ìîæåò èäòè î äëèííûõ âîç-
ìóùåíèÿõ, ðàçìåð êîòîðûõ ñîèçìåðèì ñ ðàçìåðîì ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.
Åñëè â êàêîé-òî îáëàñòè ïàðàìåòðîâ áàçîâîå ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò, òî
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ïåðåõîä â ýòó îáëàñòü ïàðàìåòðîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ áûñòðûì ðîñòîì âîç-
ìóùåíèé è ðàñïàäîì ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà [11]. Â îáëàñòè ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ â äèàïàçîíå íåóñòîé÷èâîñòè, áûëî ïîëó÷å-
íî ðåøåíèå â ñëàáîíåëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçâèòèå
ñëàáîíåëèíåéíûõ âîçìóùåíèé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà�
Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà [12].

4 Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè êîíå÷íîì âîëíîâîì
÷èñëå â ðàìêàõ çàêîíà Äàðñè

Âîçíèêíîâåíèå ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ êëàññè÷å-
ñêîãî çàêîíà ôèëüòðàöèè Äàðñè èññëåäîâàëîñü â ãåîòåðìàëüíûõ ñèñòå-
ìàõ, êîãäà òÿæåëàÿ ôàçà ðàñïîëàãàëàñü íàä ëåãêîé. Ïåðåõîä ê íåóñòîé-
÷èâîñòè ïðè êîíå÷íîì âîëíîâîì ÷èñëå, ñîîòâåòñòâóþùåì êîíå÷íîìó ðàç-
ìåðó íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ, áûë ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ
[3], [13]. Â ïåðâîé ðàáîòå èññëåäîâàëèñü óñëîâèÿ óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ
âîäû íàä ïàðîì, à âî âòîðîé � âîäû íàä ïàðîâîäÿíîé ñìåñüþ. Áûë ñäåëàí
âûâîä, ÷òî õàðàêòåðíîå ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ïðè ïåðåõîäå
ê íåóñòîé÷èâîñòè, íàéäåííîå â ýòèõ ðàáîòàõ, èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé
íà Ðèñ. 3a ([13]).
Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå äåìîíñòðèðóþò äèñïåðñèîííûå êðèâûå â çà-

äà÷å î çàêà÷êå æèäêîñòè â ïîðèñòóþ ñðåäó, ñîïðîâîæäàþùåéñÿ åå èñ-
ïàðåíèåì [14]. Â ýòîé ðàáîòå òàêæå áûëè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñ-
ïåðèìåíòà ïî âîçíèêíîâåíèþ íåóñòîé÷èâîñòè ôðîíòà èíæåêöèè æèäêî-
ãî ýôèðà â ñëîé íàãðåòîãî ïåñêà, ñ ïîñëåäóþùèì îáðàçîâàíèåì ïàëü-
öåâ æèäêîé ôàçû. Ïîëó÷åíî êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ íåáîëüøèõ
çíà÷åíèé âîëíîâîãî ÷èñëà, ðàñïîëîæåííîãî â îêðåñòíîñòè íóëÿ, äèñïåð-
ñèîííûå êðèâûå ëåæàò â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè Σ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
óñòîé÷èâîñòè äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé. Ýâîëþöèÿ äèñïåðñèîííûõ
êðèâûõ ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [15], ãäå èññëåäîâàëàñü çàäà÷à î ãðàâèòà-
öèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ñëîÿ âîäû, êîíòàêòèðóþùåãî ñ óãëåêèñëîòîé, â
êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàñòâîðåíèå óãëåêèñëîãî ãàçà, ïðîèëëþñòðèðîâàíà
íà Ðèñ. 3b.
Âíåøíå ïîõîæåå ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ (ðèñ. 4a) ïîëó÷åíî

â ðàáîòå [16], â êîòîðîé èññëåäîâàëàñü ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ â
òåïëîâîé òðóáå â ãåîòåðìàëüíîì ðåçåðâóàðå, êîãäà èìååòñÿ ïðîòèâîòîê
âîäû è ïàðà â îáëàñòè èõ ñîâìåñòíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Îäíàêî ìîæíî
çàìåòèòü îäíî ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè äèñïåðñèîííûõ êðè-
âûõ, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ëåæàò íà îñè àáñöèññ, ò.å. íà
ëèíèè íåéòðàëüíîé èëè ìàðãèíàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ëèíåéíûé àíàëèç íå äàåò îòâåòà îá óñòîé÷èâîñòè ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû â
ñëó÷àå äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé.
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Ðèñ. 3. Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè êîíå÷íîì âîëíî-
âîì ÷èñëå.

Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ïîâåðõíîñòè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè
ìåæäó äâóìÿ æèäêîñòÿìè â ïîðèñòîé ñðåäå ([17]) áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî
ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò ïðè êîíå÷íîì âîëíîâîì ÷èñëå, íî
åãî íóëåâîå çíà÷åíèå òàêæå âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò íåéòðàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè, êàê ýòî ïîêàçàíî íà Ðèñ. 4b ([17]).
Çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ñëîÿ âîäû íàä ñëîåì ïàðà, ðàññìîòðåííàÿ â

[3], áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé íàëè÷èÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà â íåâîçìó-
ùåííîì ñîñòîÿíèè [6, 7]. Ýòî ïîçâîëèëî îáúÿñíèòü óñòîé÷èâîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ íàáëþäàëàñü íà ïðàêòèêå
ïðè áîëåå âûñîêîé ïðîíèöàåìîñòè ïîðîä. Êðîìå òîãî, â çàâèñèìîñòè îò
èçìåíåíèé ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè, áû-
ëè îáíàðóæåíû âñå òèïû ïåðåõîäîâ ê íåóñòîé÷èâîñòè, â òîì ÷èñëå ïðè
êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî ÷èñëà. Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè
êîíå÷íîì âîëíîâîì ÷èñëå ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ òàêèì ïîñëåäóþùèì
ðàçâèòèåì íåóñòîé÷èâîñòè, êîòîðîå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ìàñøòàáà
íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ, âïëîòü äî áåñêîíå÷íî ìàëîãî çíà-
÷åíèÿ [7], [8] (Ðèñ. 5a è Ðèñ. 5b).
Â ðàáîòå [18] ðàññìàòðèâàëàñü èíæåêöèÿ âîäû ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

â ãåîòåðìàëüíûé ðåçåðâóàð, íàñûùåííûé ïåðåãðåòûì ïàðîì. Îäíîìåð-
íàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå òèïà áåãóùåé âîëíû, êîòîðîå èññëåäîâàëîñü
íà óñòîé÷èâîñòü. Õàðàêòåðíûé âèä äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ èçîáðàæåí
íà Ðèñ. 6a. Íåóñòîé÷èâîñòü ôðîíòà êèïåíèÿ âîçíèêàåò ñ ïîâûøåíèåì
íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû è ïðîíèöàåìîñòè ïîðîä, à òàêæå ñ óâåëè÷åíèåì
íà÷àëüíîãî äàâëåíèÿ ïåðåãðåòîãî ïàðà.
Íà ðèñ. 6b ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî êðèòè÷åñêîãî âîë-

íîâîãî ÷èñëà Kcr, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè,
îò ïðîíèöàåìîñòè. Êðèòè÷åñêîìó âîëíîâîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò ëè-
íåéíûé ðàçìåð íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùåãî âîçìóùåíèÿ Lcr (ðèñ. 6ñ).
Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò ïðè êîíå÷íîì âîëíîâîì ÷èñëå.
Êîðîòêîâîëíîâûå è äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ çàòóõàþò ïðè ëþáûõ
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Ðèñ. 4. Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè êîíå÷íîì âîëíî-
âîì ÷èñëå ñ íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ ïðè ìàëûõ âîë-
íîâûõ ÷èñëàõ.

Ðèñ. 5. Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè êîíå÷íîì âîëíî-
âîì ÷èñëå ñ ïîñëåäóþùèì ðàçâèòèåì âîçìóùåíèé ïðè áåñ-
êîíå÷íî áîëüøîì âîëíîâîì ÷èñëå.

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, çà èñêëþ÷åíèåì âîçìóùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
íóëåâîìó âîëíîâîìó ÷èñëó, êîòîðîå íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè íåéòðàëüíîé
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Ðèñ. 6. Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè êîíå÷íîì âîëíî-
âîì ÷èñëå è îöåíêà õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà íàèáîëåå áûñò-
ðî ðàñòóùåãî íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ.

óñòîé÷èâîñòè. Â íåóñòîé÷èâûõ ñëó÷àÿõ íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóþùèå âîç-
ìóùåíèÿ ïðè õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èìåþò ðàçìåð ïîðÿäêà
îäíîãî ìåòðà.

5 Êîðîòêîâîëíîâàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íàéäåíû äèàïàçîíû ïàðàìåòðîâ, êîãäà ïåðåõîä ê
íåóñòîé÷èâîñòè ðåàëèçóåòñÿ ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøîì âîëíîâîì ÷èñëå,
ñîîòâåòñòâóþùåì áåñêîíå÷íî ìàëûì ðàçìåðàì âîçìóùåíèÿ [6] � [12]. Íà
Ðèñ. 7a ([7]) è Ðèñ. 7b ([9]) ïðåäñòàâëåíà õàðàêòåðíàÿ ýâîëþöèÿ äèñïåð-
ñèîííûõ êðèâûõ ïðè ïåðåõîäå ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî ÷èñëà.
Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, êàê óæå ðàíåå áûëî ñêàçàíî â ñëó÷àå ñïîí-

òàííîé íåóñòîé÷èâîñòè, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íå äàåò àäåêâàòíîãî
îïèñàíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Åñëè ìàñøòàáû ÿâëåíèÿ ìàëû, ïðèáëè-
æåíèå òåîðèè ôèëüòðàöèè íåïðèìåíèìî. Õàðàêòåðíûé ìàñøòàá çàäà÷è,
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Ðèñ. 7. Õàðàêòåðíûå äèñïåðñèîííûå êðèâûå ïðè ïåðåõî-
äå ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè áåñêîíå÷íîì âîëíîâîì ÷èñëå.

êîòîðûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð âîçìóùåíèÿ, äîëæåí áûòü ìíîãî áîëü-
øå ðàçìåðà ïîð ïîðèñòîé ñðåäû. Åñëè ýòî íå âûîëíÿåòñÿ, òî òðåáóåò-
ñÿ óòî÷íåíèå è ìîäèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Â ïðèâåäåííûõ
ïðèìåðàõ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ êëàññè÷åñêèé
çàêîí ôèëüòðàöèè Äàðñè, êîòîðûé èìååò âèä

v = −k

µ
∇P

ãäå v � âåêòîð ñêîðîñòè, k � ïðîíèöàåìîñòü, µ � âÿçêîñòü, P � äàâëåíèå.
Çàêîí Äàðñè ïðèìåíèì äëÿ îïèñàíèÿ äîñòàòî÷íî êðóïíîìàñøòàáíûõ

ïðîöåññîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ ïðîöåññîâ ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ îáîáùåííûì óðàâíåíèåì ôèëüòðàöèè Áðèíêìàíà

−∇P − µ

k
v + µe∆v = 0

ãäå µe � ýôôåêòèâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü. Åñëè ïîëîæèòü ýôôåê-
òèâíóþ âÿçêîñòü ðàâíîé íóëþ, òî äàííîå óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â çàêîí
ôèëüòðàöèè Äàðñè.

6 Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ â ðàìêàõ
óðàâíåíèÿ Áðèíêìàíà

Çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè âåðòèêàëüíîãî òå÷åíèÿ â íåôòÿíîì êîëëåêòî-
ðå ñ ãàçîâîé øàïêîé, áûëà èññëåäîâàíà â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Äàðñè â
ðàáîòå [19]. Áûëî íàéäåíî, ÷òî ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè âñåãäà ðåàëèçó-
åòñÿ ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à èñ-
ñëåäîâàëàñü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áðèíê-
ìàíà [20]. Áûëî íàéäåíî, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ñêîðîñòü
ðîñòà êîðîòêîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åí-
íîì âîçðàñòàíèè âîëíîâîãî ÷èñëà. Âèä äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ïðåäñòàâ-
ëåí íà Ðèñ. 8a.
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Ðèñ. 8. Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè êîíå÷íîì âîëíî-
âîì ÷èñëå äëÿ îáîùåííîãî çàêîíà ôèëüòðàöèè Áðèíêìà-
íà.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ, ÷åì ìåíüøå ðàçìåð
âîçìóùåíèé, òåì ìåäëåííåå îíè ðàñòóò. Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, èñïîëüçóþùàÿ îáîáùåííîå óðàâíåíèå ôèëü-
òðàöèè Áðèíêìàíà, êîððåêòíî îïèñûâàåò ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè. Èç
âèäà êðèâûõ ñëåäóåò, ÷òî äàííûé ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ôîðìàëüíî
ìîæíî îòíåñòè ê ñïîíòàííîìó ïåðåõîäó, íî íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùàÿ
ìîäà ñîîòâåòñòâóåò âîçìóùåíèþ êîíå÷íîãî ðàçìåðà.
Ó÷åò ñèë âíóòðåííåãî òðåíèÿ, âûðàæàþùèéñÿ â ïîÿâëåíèÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà â óðàâíåíèè ôèëüòðàöèè, è èõ âëèÿíèå íà óñòîé÷èâîñòü òàê-
æå ðàññìàòðèâàëîñü â çàäà÷å èñïàðåíèÿ ñëîÿ âîäû, ðàñïîëîæåííîãî íàä
ïîäçåìíûì ñîîðóæåíèåì. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñëîé âîäû îòäåëåí îò
ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîðîäàìè, íàñûùåííûìè âëàæíûì âîçäóõîì
[21]. Áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ Áðèíêìàíà óñòðàíÿ-
åò íåîãðàíè÷åííîñòü ñêîðîñòè ðîñòà âîçìóùåíèé äëÿ ïîâåðõíîñòè ðàç-
äåëà íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ, ÷òî èìååò ìåñòî â ñëó÷àå çàêîíà Äàðñè [12].
Â ïðèáëèæåíèè Áðèíêìàíà â ñëó÷àå íåóñòîé÷èâîñòè íàèáîëåå íåóñòîé-
÷èâàÿ ìîäà ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ âîëíîâîãî ÷èñëà, êàê ýòî
ïîêàçàíî íà Ðèñ. 8b ([21]).
Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ñòàíîâèòñÿ áîëåå óñ-

òîé÷èâîé â ïðèáëèæåíèè Áðèíêìàíà, êàê ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà
Ðèñ. 9, ãäå íà ïëîñêîñòè äàâëåíèå â ïëàñòå � ïðîíèöàåìîñòü ïðåäñòàâëå-
íû ìàðãèíàëüíûå êðèâûå óñòîé÷èâîñòè. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî õîòÿ
ïðèáëèæåíèå Äàðñè íå äàåò ïîëíîñòüþ êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ ïåðåõî-
äà ê íåóñòîé÷èâîñòè, íî óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ðåæèìà
òå÷åíèÿ îïèñûâàåò ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ.
Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Áðèíêìàíà áûëè ïðî-

âåäåíû ÷èñëåííûå îöåíêè ôîðìèðóþùèõñÿ íåóñòîé÷èâûõ êîðîòêîâîë-
íîâûõ âîçìóùåíèé. Íàéäåíî, ÷òî ëèíåéíûé ðàçìåð âîçìóùåíèÿ â çà-
âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ, íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàõîäèòñÿ
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Ðèñ. 9. Ìàðãèíàëüíûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðè-
áëèæåíèÿì Äàðñè è Áðèíêìàíà.

â ïðåäåëàõ îò 0.1 ìèëëèìåòðà äî íåñêîëüêèõ ìèêðîí. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ Áðèíìàíà íå èñïðàâ-
ëÿåò ñèòóàöèþ äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèðîäíûõ ïîðèñòûõ ñðåä.

7 Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ïåðåõîäîâ ê íåóñòîé÷èâîñòè ôèëüòðàöèîííûõ
òå÷åíèé â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè. Ïîëó÷åííûå äèñïåðñèîííûå ñîîò-
íîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ïðèáëèæåíèè Äàðñè íàèáîëåå íåóñòîé÷è-
âûå âîçìóùåíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü ïðè íóëåâûõ, êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íî
áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ. Äëÿ îäíîãî è òîãî æå äèñïåðñèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ òèï ïåðåõîäà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà, èçìåíåíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò
ê íåóñòîé÷èâîñòè. Íàïðèìåð, â ãåîòåðìàëüíîé ñèñòåìå ïðè èçìåíåíèè
ïðîíèöàåìîñòè íåóñòîé÷èâîñòü Ðýëåÿ�Òåéëîðà âîçíèêàåò ïðè áåñêîíå÷-
íî áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ, à ïðè èçìåíåíèè äàâëåíèÿ � ïðè êîíå÷íûõ.
Âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷èâîñòè ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïðè íóëåâûõ âîë-

íîâûõ ÷èñëàõ ñîîòâåòñòâóåò âîçìóùåíèþ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ìàñøòà-
áà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èäåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâ-
êè ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ. Â ðåàëüíîñòè ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíà,
ñîîòâåòñòâåííî íåóñòîé÷èâîå âîçìóùåíèå áóäåò êîíå÷íîãî ðàçìåðà, íî
êðóïíîìàñøòàáíûì.
Ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè êîíå÷íûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ ñîîòâåò-

ñòâóåò âîçíèêíîâåíèþ íàèáîëåå íåóñòîé÷èâûõ âîçìóùåíèé êîíå÷íîãî
ðàçìåðà. Ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ, ïîêàçàëè
õàðàêòåðíûé ìàñøòàá íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèõ âîçìóùåíèé, êîòîðûé
èçìåíÿåòñÿ, â îñíîâíîì, â ïðåäåëàõ îò íåñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ äî äå-
ñÿòêîâ ìåòðîâ. Òàêèå âîçìóùåíèÿ õîðîøî îïèñûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè òåîðèè ôèëüòðàöèè.
Îñîáûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå êîðîòêîâîëíîâîé íåóñòîé÷è-

âîñòè, êîãäà íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùàÿ ìîäà ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî
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áîëüøîìó âîëíîâîìó ÷èñëó. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ïåðåõîä íå îïèñûâàåòñÿ
ïðåäñòàâëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Òåîðèÿ ôèëüòðàöèè ïðèìåíè-
ìà ê çàäà÷àì äâèæåíèÿ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, êîãäà ìàñøòàá ôèçè÷åñêî-
ãî ÿâëåíèÿ íà ïîðÿäîê è áîëåå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðû ïîð. Èñïîëüçîâà-
íèå âìåñòî êëàññè÷åñêîãî çàêîíà Äàðñè îáîáùåííîãî çàêîíà ôèëüòðàöèè
Áðèíêìàíà, ó÷èòûâàþùåãî ìåëêîìàñøòàáíûå ýôôåêòû, ïîêàçàëî, ÷òî
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ óâåëè÷èâàåòñÿ. Êðî-
ìå òîãî, ïîäàâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøèõ
âîëíîâûõ ÷èñëàõ, âîçíèêàþùèé ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ Äàðñè.
Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåíèå Áðèíêìàíà äàåò âñå ðàâíî î÷åíü
ìàëûé õàðàêòåðíûé ìàñøòàá íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùåãî âîçìóùåíèÿ,
ñîñòàâëÿþùèé äîëè ìèëëèìåòðà è ìåíåå.
Â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Áðèíêìàíà ñòàíîâèòñÿ êîððåêò-

íîé òîëüêî äëÿ ìåëêîäèñïåðñíûõ ñðåä, íàïðèìåð ãëèí, íî íå ðåøàåòñÿ
âîïðîñ äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèðîäíûõ ïîðèñòûõ ñðåä, ïîñêîëüêó ðàçìåð
íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ ñîèçìåðèì èëè äàæå ìåíüøå ðàçìåðà ïîð ïî-
ðèñòîé ñðåäû. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èññëåäîâàíèå äàííîãî êëàññà
çàäà÷ î íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ âîçìîæíî òîëüêî
ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ìèêðîìåõàíèêè íà ìàñøòàáàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ
ðàçìåðàìè ïîð ïîðèñòîé ñðåäû.
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