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Ïðåäñòàâëåíî Å.Ì. Ðóäûì

Abstract: Control problems for mass transfer equations with
variable coe�cients are studied. For speci�c coe�cients of kinema-
tic viscosity, di�usion and reaction, optimality systems are derived
for strong solutions of the boundary value problem for extremum
problems. Based on the analysis of these systems, the bang-bang
principle for distributed control is established.

Keywords: generalized Boussinesq model, mass trabsfer equa-
tions, variable coe�cients, control problem, extremum problem,
optimality system, bang-bang principle
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ýôôåêòèâíûõ ìåõàíèçìîâ óïðàâëåíèÿ ôèçè÷åñêèìè ïîëÿìè â ñïëîø-
íûõ ñðåäàõ. Ïðè ýòîì, ÷åì ìåíüøå óïðîùåíèé ñîäåðæàò ðàññìàòðèâàå-
ìûå ìîäåëè, òåì áîëåå äîñòîâåðíîé áóäåò ïðîâåðêà ïðåäëîæåííûõ ìåõà-
íèçìîâ óïðàâëåíèÿ íà ïðåäìåò èõ ðåàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè. Îäíèì èç
ðàñïðîñòðàíåííûõ óïðîùåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êî-
ýôôèöèåíòû â ìîäåëÿõ òåïëîìàññîïåðåíîñà ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Â
ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè è
äèôôóçèè îò êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà è òåìïåðàòóðû, êàê è çàâèñèìîñòü
êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè îò êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íîé ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó ðåøåíèé çàäà÷

óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëè ìàññîïåðåíîñà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè, êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêî-
ñòè è ðåàêöèè íåëèíåéíî çàâèñÿò îò êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà, ïðè ýòîì
êîýôôèöèåíò ðåàêöèè òàê æå çàâèñèò è îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ.
Çäåñü ìû îòìåòèì ðàáîòû [1, 2, 3, 4, 5], ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ

êðàåâûõ è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëè ðåàêöèè�äèôôóçèè�êîíâåê-
öèè ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñòàòüè [6, 7, 8] ïî áëèçêèì äèô-
ôóçèîííûì ìîäåëÿì è ìîäåëÿì ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà.
Îòìåòèì äàëåå ñòàòüè [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,

22, 23, 24, 25, 26, 27], ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷ è çàäà÷
óïðàâëåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé òåïëîìàññîïåðåíîñà, îáîáùàþùèõ
ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà, è ðàáîòû [28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38]
ïî óñëîæíåííûì è, â òîì ÷èñëå, ðåîëîãè÷åñêèì ìîäåëÿì ãèäðîäèíàìèêè.
Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ ãðàíèöåé Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

− div(ν(φ)∇u) + (u · ∇)u+∇p = f + βGφ, divu = 0 â Ω, (1)

− div(λ(φ)∇φ) + u · ∇φ+ k(φ,x)φ = f â Ω, (2)

u = 0, φ = 0 íà Γ. (3)

Çäåñü u � âåêòîð ñêîðîñòè, ôóíêöèÿ φ èìååò ñìûñë êîíöåíòðàöèè
âåùåñòâà, p = P/ρ, ãäå P � äàâëåíèå, ρ = const � ïëîòíîñòü æèäêîñòè,
ν = ν(φ) > 0 � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, λ = λ(φ) > 0 �
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, β � êîýôôèöèåíò ìàññîâîãî ðàñøèðåíèÿ, G =
−(0, 0, G) � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, f èëè f � îáúåìíûå ïëîòíîñòè
âíåøíèõ ñèë èëè âíåøíèõ èñòî÷íèêè âåùåñòâà è ôóíêöèÿ k = k(φ,x)
èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè, ãäå x ∈ Ω. Íèæå íà çàäà÷ó (1)�(3)
ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ ν, λ, f , f è k áóäåì ññûëàòüñÿ, êàê íà çàäà÷ó 1.
Â [27] äîêàçàíî ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 è

ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå åå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíû
ñîîòâåòñòâóþùèå àïðèîðíûå îöåíêè. Â [20] óêàçàííûå îöåíêè âûâåäå-
íû áåç òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ïî íîðìå êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè, à
òàêæå äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íà ñëàáûõ ðåøåíèÿõ
çàäà÷è 1.
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Â ðàçä. 5 íàñòîÿùåé ðàáîòû íà ñèëüíûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è 1 äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé â [20] çàäà÷è óïðàâëåíèÿ âûâîäèòñÿ ñèñòåìà îïòèìàëü-
íîñòè ïðè êîíêðåòíûõ êîýôôèöèåíòàõ âÿçêîñòè, äèôôóçèè è ðåàêöèè.
Óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè äàííîé ñèñòåìû.
Ïðè ýòîì òàê æå èñïîëüçóþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè íîðì ñèëüíîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è 1 ÷åðåç íîðìû åå èñõîäíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûå â [20] è
ïðèâåäåííûå â ðàçä. 4. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû [20] ïîçâîëÿþò âûâîäèòü
óêàçàííûå îöåíêè ïðè ñòåïåííûõ ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòàõ â óðàâíå-
íèÿõ, ÷òî åñòåñòâåííî, â òîì ÷èñëå, è äëÿ ðÿäà áëèçêèõ ìîäåëåé (ñì.,
íàïðèìåð, [17] è [6, 7, 8]).
Â ðàçä. 6 íà îñíîâå àíàëèçà äàííîé ñèñòåìû óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâîéñòâî

ðåëåéíîñòè (èëè ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ïðèíöèïà bang�bang) ðàñïðå-
äåëåííîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îäíîé èç ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

2 Ñëàáîå ðåøåíèå è åãî ñâîéñòâà

Íèæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(D), s ∈ R. Çäåñü
D îçíà÷àåò ëèáî îáëàñòü Ω, ëèáî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Q ⊂ Ω, ëè-
áî ãðàíèöó Γ èëè å¼ ÷àñòü Γ0 ⊂ Γ. ×åðåç ∥ · ∥s,Q, | · |s,Q è (·, ·)s,Q áóäåì
îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî, íîðìó, ïîëóíîðìó è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå â Hs(Q). Íîðìû è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Q) è L2(Ω) áóäåò
îáîçíà÷àòüñÿ ∥·∥Q, (·, ·)Q, ∥·∥Ω è (·, ·). ×åðåç X∗ îáîçíà÷èì ñîïðÿæåííîå
ïðîñòðàíñòâî ê ãèëüáåðòîâîìó ïðîñòðàíñòâó X, à îòíîøåíèå äâîéñòâåí-
íîñòè äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ X è X∗ áóäåì çàïèñûâàòü, êàê ⟨·, ·⟩X∗×X

èëè ïðîñòî êàê ⟨·, ·⟩, åñëè ýòî íå ïðèâåäåò ê ïóòàíèöå.
Áóäåì òàê æå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàí-

ñòâà:

H0(div,Ω) = {h ∈ L2(Ω)3 : divh = 0 â Ω}, L2
0(Ω) = {h ∈ L2(Ω) : (h, 1) = 0},

H = {v ∈ H0(div,Ω) : v · n|Γ = 0 â H−1/2(Γ)}, V = {v ∈ H1
0 (Ω)

3 : divv = 0 â Ω},
è ôóíêöèîíàëüíîå ìíîæåñòâî

Lp
+(Ω) = {k ∈ Lp(Ω) : k ≥ 0}, p ≥ 3/2.

Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ

X = H1
0 (Ω)

3 ×H1
0 (Ω), W = V ×H1

0 (Ω),

íàäåëåííûå íîðìîé

∥x∥2X = ∥u∥21,Ω + ∥φ∥21,Ω, x = (u, φ) ∈ X

è ïðîñòðàíñòâî X∗ = H−1(Ω)3 ×H−1(Ω), äâîéñòâåííîå ê X.
Ïðè ðàáîòå ñ ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1 áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîèç-

âåäåíèå ïðîñòðàíñòâ:

Xs = (H2(Ω)3 ∩H1
0 (Ω)

3)× (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))

ñ íîðìîé

∥(v, h)∥2Xs
= ∥v∥22,Ω + ∥h∥22,Ω.
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Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(H.2.1) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C0,1;
(H.2.2) f ∈ H−1(Ω)3, f ∈ H−1(Ω), b = βG ∈ L2(Ω)3;
(H.2.3) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ H1

0 (Ω) ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå k(φ, ·) ∈
Ld
+(Ω), d ≥ 3/2, ãäå d íå çàâèñèò îò φ; è íà ëþáîì øàðåBr = {φ ∈ H1

0 (Ω) :
∥φ∥1,Ω ≤ r} ðàäèóñà r ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∥k(φ1, ·)− k(φ2, ·)∥Ld(Ω) ≤ L∥φ1 − φ2∥L4(Ω) ∀φ1, φ2 ∈ Br.

Çäåñü L � êîíñòàíòà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò r, íî íå çàâèñèò îò φ1, φ2 ∈ Br;
(H.2.4) ôóíêöèè ν(τ) è λ(τ) � íåïðåðûâíû ïðè τ ∈ R, è ñóùåñòâóþò

ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû νmin, νmax, λmin è λmax òàêèå, ÷òî

0 < νmin ≤ ν(τ) ≤ νmax, 0 < λmin ≤ λ(τ) ≤ λmax ∀τ ∈ R.
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (H.2.3) îïèñûâàåò îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç

H1
0 (Ω) â Lq(Ω), ãäå q ≥ 3/2 (ñì. [3, 4]). Íàïðèìåð,

k = φ2 (èëè k = φ2|φ|) â ïîäîîáëàñòè Q ⊂ Ω è

k = k0(x) ∈ L
3/2
+ (Ω \Q) â Ω \Q.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ïðîñòðàíñòâî H1(Ω)
âêëàäûâàåòñÿ â Ls(Ω) íåïðåðûâíî ïðè s ≤ 6 è êîìïàêòíî ïðè s < 6 è ñ
íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Cs, çàâèñÿùåé îò s è Ω, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥φ∥Ls(Ω) ≤ Cs∥φ∥1,Ω ∀φ ∈ H1(Ω). (4)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåõíè÷åñêóþ ëåììó (ñì. [40, 41]).
Ëåììà 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1) è (H.2.4),

k0 ∈ Lq(Ω), q ≥ 3/2, u ∈ V , b ∈ L2(Ω)3. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïî-
ëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû δ0, δ1, γ1, γ2, γp, β è β0, çàâèñÿùèå îò Ω èëè
îò Ω è p, ñ êîòîðûìè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

|(ν(h)∇v,∇w)| ≤ νmax∥v∥1,Ω∥w∥1,Ω ∀v,w ∈ H1
0 (Ω)

3, (5)

(∇v,∇v) ≥ δ0∥v∥21,Ω,
(ν(φ)∇v,∇v) ≥ ν∗∥v∥21,Ω ∀v ∈ H1

0 (Ω)
3, φ ∈ H1

0 (Ω), ν∗ = νminδ0, (6)

((u · ∇)v,w) = −((u · ∇)w,v), ((u · ∇)v,v) = 0 ∀v,w ∈ H1
0 (Ω)

3, (7)

|(bh,v)| ≤ β0∥b∥Ω∥h∥1,Ω∥v∥1,Ω ∀v ∈ H1
0 (Ω)

3, h ∈ H1
0 (Ω), (8)

|((w · ∇)h,v)| ≤ γ1∥w∥1,Ω∥h∥1,Ω∥v∥1,Ω ∀w,h,v ∈ H1
0 (Ω)

3, (9)

sup
v∈H1

0 (Ω)3,v ̸=0

−(divv, p)/∥v∥1,Ω ≥ β∥p∥Ω ∀p ∈ L2
0(Ω), (10)

|(λ(φ)∇h,∇η)| ≤ λmax∥h∥1,Ω∥η∥1,Ω ∀φ, h, η ∈ H1
0 (Ω), (11)

|(k0h, η)| ≤ γq∥k0∥Lp(Ω)∥h∥1,Ω∥η∥1,Ω ∀h, η ∈ H1
0 (Ω), (12)

|(w · ∇h, η)| ≤ γ2∥w∥1,Ω∥h∥1,Ω∥η∥1,Ω ∀w ∈ H1
0 (Ω)

3, h, η ∈ H1
0 (Ω), (13)

(∇h,∇h) ≥ δ1∥h∥21,Ω, (λ(φ)∇h,∇h) ≥ λ∗∥h∥21,Ω, λ∗ ≡ δ1λmin,

(u · ∇h, h) = 0 ∀h, φ ∈ H1
0 (Ω). (14)
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Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå â (1) íà ôóíêöèþ v ∈ H1
0 (Ω)

3, à óðàâ-
íåíèå (2) íà ôóíêöèþ h ∈ H1

0 (Ω) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ω, ïðèìåíèâ
ôîðìóëû Ãðèíà. Ïðèõîäèì ê ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è 1, êîòîðàÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òðîéêè (u, φ, p) ∈ H1

0 (Ω)
3 × H1

0 (Ω) × L2
0(Ω),

óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèÿì:

(ν(φ)∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v)− (p,divv) =

= ⟨f ,v⟩+ (bφ,v) ∀v ∈ H1
0 (Ω)

3, (15)

(λ(φ)∇φ,∇h) + (k(φ, ·)φ, h) + (u · ∇φ, h) = ⟨f, h⟩ ∀h ∈ H1
0 (Ω), (16)

divu = 0 â Ω. (17)

Îïðåäåëåíèå 2.1. Òðîéêó (u, φ, p) ∈ H1
0 (Ω)

3 × H1
0 (Ω) × L2

0(Ω), óäî-
âëåòâîðÿþùóþ (15)�(17), íàçîâåì ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [27].
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1)�(H.2.4). Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå (u, φ, p) ∈ H1
0 (Ω)

3 ×H1
0 (Ω) × L2

0(Ω) çàäà÷è 1
è ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

∥φ∥1,Ω ≤ Mφ ≡ C∗∥f∥−1,Ω, C∗ = λ−1
∗ ≡ (δ1λmin)

−1, (18)

∥u∥1,Ω ≤ Mu = ν−1
∗ (∥f∥−1,Ω + β0∥b∥ΩMφ), ν∗ = νminδ0, (19)

∥p∥Ω ≤ Mp = β−1
∗ [(νmax + γ1Mu)Mu + ∥f∥−1,Ω + β0∥b∥ΩMφ], (20)

β∗ = (β − ε), ε > 0.

Îäíèì èç èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ ñëàáîãî ðåøåíèÿ (u, φ, p) çàäà÷è 1 ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ïðèíöèï ìàêñèìà äëÿ åãî êîìïîíåíòû φ.
Ïóñòü fmax � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
(H.2.5) f ∈ L∞(Ω) : 0 ≤ f ≤ fmax ï.â. â Ω;
(H.2.6) íåëèíåéíîñòü k(φ, ·)φ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé â ñëåäóþùåì ñìûñ-

ëå:
(k(φ1, ·)φ1 − k(φ2, ·)φ2, φ1 − φ2) ≥ 0 ∀φ1, φ2 ∈ H1(Ω).

Áóäåì òàê æå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ðåàêöèè èìååò âèä:
(H.2.7) k(φ,x) = a(x)k1(φ), ãäå k1 : R → R+ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

a(x) ∈ L∞(Ω), a(x) ≥ amin > 0 ï.â. â Ω è óðàâíåíèå

k1(s)s = fmax/amin (21)

èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî (ïîëîæèòåëüíîå) ðåøåíèå.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [27]).
Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1)�(H.2.3) è (H.2.5)�

(H.2.7), ôóíêöèè ν(τ) è λ(τ) íåïðåðûâíû ïðè τ ∈ R è ñïðàâåäëèâû îöåí-
êè:

νmin ≤ ν(τ) < ∞, λmin ≤ λ(τ) < ∞ ∀τ ∈ R.
Òîãäà äëÿ êîìïîíåíòû φ ñëàáîãî ðåøåíèÿ (u, φ, p) ∈ H1

0 (Ω)
3 ×H1

0 (Ω) ×
L2
0(Ω) çàäà÷è 1 ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà:

0 ≤ φ ≤ M ï.â. â Ω, (22)

ãäå M � ìèíèìàëüíûé (ïîëîæèòåëüíûé) êîðåíü óðàâíåíèÿ (21).
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Çàìå÷àíèå 2.1. Äëÿ ñòåïåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ðåàêöèè ïàðàìåòð
M ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå k(φ) = φ2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

M = f
1/3
max.

Î äðóãèõ âàðèàíòàõ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñì. [5, 20].

3 Î ñèëüíîì ðåøåíèè çàäà÷è 1

Â äàííîì ðàçäåëå ñôîðìóëèðóåì òåîðåìû î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè
è åäèíñòâåííîñòè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1. Êàê è â [27], [20] áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ îáëàñòè Ω ñ
ãðàíèöåé Γ ∈ C2 :

∥∆h∥Ω ≤ C̃1∥h∥2,Ω, ∥h∥2,Ω ≤ C̃2∥∆h∥Ω ∀h ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω),

∥∆v∥Ω ≤ C̃3∥v∥2,Ω, ∥v∥2,Ω ≤ C̃4∥∆v∥Ω ∀v ∈ H2(Ω)3 ∩H1
0 (Ω)

3, (23)

∥∇h∥L4(Ω)3 ≤ C̃5∥∆h∥Ω ∀h ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω),

∥∇v∥L4(Ω)3 ≤ C̃6∥∆v∥Ω ∀v ∈ H2(Ω)3 ∩H1
0 (Ω)

3, (24)

∥h∥Ld(Ω) ≤ Bd∥h∥2,Ω ∀h ∈ H2(Ω),

∥v∥Ld(Ω)3 ≤ B̃d∥v∥2,Ω ∀v ∈ H2(Ω)3, 1 ≤ d ≤ ∞. (25)

Çäåñü è íèæå C̃i, i = 1, 2, ... � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò
Ω, Bd è B̃d � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò Ω è d.
Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
(H.3.1) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ãðàíèöåé

Γ ∈ C2;
(H.3.2) ôóíêöèè ν è λ èç êëàññà C1, ïðè÷åì

νmin ≤ ν(s) ≤ νmax, ν ′min ≤ ν ′(s) ≤ ν ′max,

λmin ≤ λ(s) ≤ λmax, λ′
min ≤ λ′(s) ≤ λ′

max ∀s ∈ R,
ãäå νmin, νmax, ν

′
min, ν

′
max è λmin, λmax, λ

′
min, λ

′
max � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà;

(H.3.3) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå (H.2.3) âûïîëíÿåòñÿ ïðè d ≥ 2
(âìåñòî d ≥ 3/2) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥k(φ, ·)∥Ld(Ω) ≤ Ck∥∆φ∥rΩ ∀φ ∈ H1
0 (Ω), d ≥ 2, r > 0,

ãäå Ck � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ôóíêöèè k, ïàðàìåòðà
d è Ω;
(H.3.4) f ∈ L2(Ω)3, f ∈ L2(Ω), b ≡ βG ∈ L2(Ω)3.

Êàê è â [9], áóäåì èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð Ñòîêñà ∆̃, äåéñòâóþùèé ïî
ôîðìóëå:

∆̃ = −PL∆ : Dom(∆̃) ⊂ L2(Ω)3 → L2(Ω)3,

ãäå PL � ïðîåêòîð Ëåðå, Dom(∆̃) = V ∩H2(Ω)3 � îáëàñòü îïåðàòîðà ∆̃.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H2(Ω)3∩V ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå (ñì. [39]):

−∆u = ∆̃u+∇q. (26)
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Çäåñü ôóíêöèÿ q ∈ H1(Ω) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè u, è
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè [39]:

∥q∥1,Ω ≤ C̃7∥∆̃u∥Ω, ∥∆u∥Ω ≤ (C̃7 + 1)∥∆̃u∥Ω. (27)

Ñïðàâåäëèâà òåõíè÷åñêàÿ ëåììà (ñì. [27], [20]).
Ëåììà 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (H.3.1), (H.3.2), b ∈ L2(Ω)3,

k0 ∈ Ld(Ω), d ≥ 2, q � ôóíêöèÿ,ñâÿçàííàÿ ñ u ôîðìóëîé (26). Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

|(ν ′(c)∇c∇v,∆w)| ≤ β1ν
′
max∥∆c∥Ω∥∆̃v∥Ω∥∆̃w∥Ω,

|(bh,∆w)| ≤ β2∥b∥Ω∥∆h∥Ω∥∆̃w∥Ω
∀c, h ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), w,v ∈ H2(Ω)3 ∩H1
0 (Ω)

3, (28)

|((w · ∇)v, ∆̃u)| ≤ β3∥∆̃w∥Ω∥∆̃v∥Ω∥∆̃u∥Ω
∀w,v,u ∈ H2(Ω)3 ∩H1

0 (Ω)
3, (29)

|(λ′(c)∇c · ∇h,∆η)| ≤ λ′
maxβ4∥∆c∥Ω∥∆h∥Ω∥∆η∥Ω,

|(k0h,∆η)| ≤ β5∥k0∥Ld(Ω)∥∆h∥Ω∥∆η∥Ω ∀c, h, η ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), (30)

|(s · ∇h,∆η)| ≤ β6∥∆̃s∥Ω∥∆h∥Ω∥∆η∥Ω
∀s ∈ H2(Ω)3 ∩H1

0 (Ω)
3, h, η ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), (31)

|(ν(c)∇q, ∆̃u)| ≤ ν ′maxβ7∥∆c∥Ω∥∆̃u∥2Ω
∀c ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), u ∈ H2(Ω)3 ∩ V. (32)

Çäåñü ∇c∇v îáîçíà÷àåò âåêòîðíîå ïîëå, i-àÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: [∇c∇v]i = ∇c ·∇vi, i = 1, 2, 3, à βj, j = 1, 2, ...
� ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò Ω èëè îò Ω è d.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1 íàçîâåì òðîéêó

((u, φ), p) ∈ Xs × (H1(Ω) ∩ L2
0(Ω)), óäîâëåòâîðÿþùóþ (1), (2) ï.â. â Ω.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [20]).
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.3.1)�(H.3.4) è óñëîâèÿ

ìàëîñòè

2β3(2β2∥b∥Ω(1/λmin)∥f∥Ω+(1/νmin)∥f∥Ω)+2ν′max(β1+β7)(1/λmin)∥f∥Ω ≤ νmin/2,

2β6(2(β2/νmin∥b∥Ω)(1/λmin)∥f∥Ω + (1/νmin)∥f∥Ω)+
+ 2λ′

maxβ4(1/λmin)∥f∥Ω + β5Ck(2/λmin)
r∥f∥rΩ ≤ λmin/2, r > 0. (33)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøåíèå ((u, φ), p) ∈ Xs × (H1(Ω) ∩ L2
0(Ω))

çàäà÷è 1 òàêîå, ÷òî

− div(ν(φ)∇u) + (u · ∇)u+∇p = f + bφ, divu = 0 ï.â. â Ω, (34)

− div(λ(φ)∇φ) + u · ∇φ+ k(φ, ·)φ = f ï.â. â Ω (35)

è ñïðàâåäëèâû àïðèîðíûå îöåíêè:

∥u∥2,Ω ≤ M0
u ≡ 2(1/νmin)C̃4(C̃7 + 1)[2β2(1/λmin)∥b∥Ω∥f∥Ω + ∥f∥Ω], (36)

∥φ∥2,Ω ≤ M0
φ ≡ (2/λmin)C̃2∥f∥Ω, (37)

∥p∥1,Ω ≤ M0
p ≡ Mp + β2M

0
φ∥b∥Ω + νmaxC̃3M

0
u + β8(M

0
u)

2+

+ β9ν
′
maxM

0
φM

0
u + ∥f∥Ω, β8 = B̃4C̃3C̃6, β9 = C̃2C̃3C̃5C̃6. (38)
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Çäåñü êîíñòàíòû C̃k, k = 2, 3, ..., 7, îïðåäåëåíû â (23), (24), (27) è (32),
ãäå êîíñòàíòà Mp îïðåäåëåíà â (20), βi, i = 1, ..., 7, � êîíñòàíòû èç

ëåììû 3.1 è (32), êîíñòàíòà B̃4 ââåäåíà â (25).
Â çàêëþ÷åíèå äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü �ìàëîãî� ïî ñîîòâåòñòâóþùèì

íîðìàì ñëàáîãî ðåøåíèÿ (u, φ, p) çàäà÷è 1, êîìïîíåíòà φ êîòîðîãî îáëà-
äàåò äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòüþ: ∆φ ∈ L2(Ω).
Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
(H.3.5) ôóíêöèè ν, λ è λ′ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî Ëèïøèöó òàê,

÷òî ñóùåñòâóþ ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû Lν , Lλ è L′
λ, ñ êîòîðûìè ñïðà-

âåäëèâû íåðàâåíñòâà:

|ν(s1)− ν(s2)| ≤ Lν |s1 − s2|,

|λ(s1)− λ(s2)| ≤ Lλ|s1 − s2|, |λ′(s1)− λ′(s2)| ≤ L′
λ|s1 − s2| ∀s1, s2 ∈ R.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [20]).
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.3.1)�(H.3.4) è (H.3.5).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå (ìàëîå) ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî åñëè
ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå (u, φ, p) ∈ V × (H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω)) × L2
0(Ω)

çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

∥u∥1,Ω + ∥φ∥2,Ω < ε,

òî îíî åäèíñòâåííî.

4 Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñïðåäåëåííîãî óïðàâëåíèÿ íà
ñëàáûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è 1, ðîëü óïðàâëåíèÿ â êîòîðîé èãðàåò ôóíê-
öèÿ f . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëåíèå f ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå K è ïîëîæèì x = (u, φ, p).
Ââåäåì ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî X = X × L2

0(Ω) è îïåðàòîð
F = (F1, F2) : X ×K → X ∗ ïî ôîðìóëå

⟨F1(x, u), (v, h)⟩ = (ν(φ)∇u,∇v)+(λ(φ)∇φ,∇h)+((u·∇)u,v)−(p,divv)+

+(k(φ, ·)φ, h) + (u · ∇φ, h)− ⟨f ,v⟩ − (f, h)− (bφ,v) ∀(v, h) ∈ X

⟨F2(x, u), s⟩ = −(divu, s) ∀s ∈ L2(Ω) (39)

è ïåðåïèøåì ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è 1 â âèäå F (x, f) = 0.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ

J(x, f) :=
µ0

2
I(x) +

µ1

2
∥f∥2Ω → min, F (x, f) = 0, (x, f) ∈ X ×K, (40)

ãäå I : X → R � ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë.
×åðåç

Zad := {(x, f) ∈ X ×K : F (x, f) = 0 è J(x, f) < ∞}
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð äëÿ çàäà÷è (40) è ïóñòü âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(H.4.1) K ⊂ L2(Ω) � íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî;
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(H.4.2) µ0 > 0, µ1 ≥ 0 è ìíîæåñòâî K îãðàíè÷åíî èëè µi > 0, i = 0, 1,
è ôóíêöèîíàë I îãðàíè÷åí ñíèçó.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà:

I1(φ) = ∥φ− φd∥2Q, I2(φ) = ∥φ− φd∥21,Q,

I3(u) = ∥u− ud∥21,Q, I4(u) = ∥rotu− ζd∥2Q, I5(p) = ∥p− pd∥2Q. (41)

Çäåñü φd ∈ L2(Q) (èëè φd ∈ H1(Q)), ud ∈ H1(Q)3, ζd ∈ L2(Q)3 è p ∈
L2(Q) � ôóíêöèè, çàäàííûå â ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [20]).
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1)�(H.2.4) è (H.4.1),

(H.4.2) è ïóñòü I : X → R � ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë
è ìíîæåñòâî Zad íå ïóñòî. Òîãäà çàäà÷à (40) èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå,
îäíî ðåøåíèå (x, f) ∈ X ×K.

5 Âûâîä ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûâåäåì ñèñòåìó îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è óïðàâ-
ëåíèÿ (40) íà ñèëüíûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è 1 ïðè êîíêðåòíûõ êîýôôèöè-
åíòàõ âÿçêîñòè, äèôôóçèè è ðåàêöèè:

ν(t) = λ(t) =
1

1 + t2
+ 1, k(t) = t2, t ∈ R.

×åðåç ν ′(t) è λ′(t) îáîçíà÷èì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ν(t) è λ(t),
t ∈ R. ßñíî, ÷òî

ν ′(t) = λ′(t) =
−2t

(1 + t2)2
,

|ν ′(φ)| ≤ ν ′max è |λ′(φ)| ≤ λ′
max ï.â. â Ω ∀φ ∈ H1(Ω), ν ′max = λ′

max = 1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå îò îïåðàòîðà F : X × K → Y ≡
X ∗ ïî ñîñòîÿíèþ x â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (x̂, f̂) = (û, φ̂, p̂, f̂)
çàäà÷è (40). Ïðè óñëîâèé (H.3.1), (H.3.4) â ñèëó òåîðèè ýëëèïòè÷åñêîé
ðåãóëÿðíîñòè èìååì, ÷òî û ∈ H2(Ω)3 ∩ H1

0 (Ω)
3, φ̂ ∈ H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω) è
p̂ ∈ H1(Ω)∩L2

0(Ω). Óêàçàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ åñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð

F ′
x(x̂, f̂) : X → Y ≡ X ∗,

ñòàâÿùèé êàæäîìó ýëåìåíòó (w, h, r) ∈ X ýëåìåíò F ′
x(x̂, f̂)(w, h, r) =

(ŷ1, ŷ2) ∈ Y .
Çäåñü ŷ1 ∈ X∗ = H−1(Ω)3 × H−1(Ω) è ŷ2 ∈ L2

0(Ω) îïðåäåëÿþòñÿ ïî
òðîéêàì (û, φ̂, p̂) è (w, τ, r) èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

⟨ŷ1, (v, τ)⟩ = (ν ′(φ̂)τ∇û,∇v) + (ν(φ̂)∇w,∇v) + (λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇h)+

+(λ(φ̂)∇τ,∇h) + ((w · ∇)û,v) + ((û · ∇)w,v) + 3(φ̂2τ, h)+

(w ·∇φ̂, h)+(û ·∇τ, h)−(divv, r)−(bτ,v) ∀(v, τ) ∈ X = H1
0 (Ω)

3×H1
0 (Ω),

⟨ŷ2, r⟩ = −(divw, r) ∀r ∈ L2
0(Ω). (42)

×åðåç F ′
x(x̂, f̂)

∗ : Y ∗ → X ∗ îáîçíà÷èì îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê F ′
x(x̂, f̂).
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé ãëàäêî-âûïóêëûõ ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ [42], ââåäåì ýëåìåíò y∗ = ((ξ, θ), σ) ∈ Y ∗, íà êîòîðûé áóäåì ññûëàòü-
ñÿ, êàê íà ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå è ââåäåì Ëàãðàíæèàí L : X ×K×R×
Y ∗ → R ïî ôîðìóëå

L(x, f, λ0,y
∗) = λ0J(x, f) + ⟨y∗, F (x, f)⟩Y ∗×Y ≡ λ0J(x, f)+

+ ⟨F1(x, f), (ξ, θ)⟩X∗×X + (F2(x, f), s). (43)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.3.1), (H.3.4) è (H.4.1),

(H.4.2) è ν(φ) = λ(φ) = 1/(1+φ2)+1, k(φ) = φ2 è ýëåìåíò (û, φ̂, p̂, f̂) ∈
Xs ∩ (H1(Ω) ∩ L2

0(Ω))×K � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (40).
Ïóñòü òàê æå ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà I : X → R íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåì ïî Ôðåøå ïî ñîñòîÿíèþ x â òî÷êå x̂.
Òîãäà:
1) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà

(λ0,y
∗) = (λ0, ξ, θ, σ) ∈ R+ × Y ∗,

ñ êîòîðûì ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà

F ′
x(x̂, f̂)

∗y∗ = −λ0J
′
x(x̂, f̂) â X ∗,

ýêâèâàëåíòíîå ñîîòíîøåíèÿì

(ν ′(φ̂)τ∇û,∇ξ) + (ν(φ̂)∇w,∇ξ) + (λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇θ) + (λ(φ̂)∇τ,∇θ)+

+((û · ∇)w, ξ) + ((w · ∇)û, ξ) + 3(φ̂2τ, θ)−
−(divw, σ) + (w · ∇φ̂, θ) + (û · ∇τ, θ)− (bτ, ξ) =

= −λ0(µ0/2)(⟨I ′u(x̂),w⟩+ ⟨I ′φ(x̂), τ⟩) ∀(w, τ) ∈ X = H1
0 (Ω)

3 ×H1
0 (Ω),

(44)

(div ξ, r) = λ0(µ0/2)(I
′
p(x̂), r) ∀r ∈ L2

0(Ω) (45)

è ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìèíèìóìà

L(x̂, f̂ , λ0,y
∗) ≤ L(x̂, f, λ0,y

∗) ∀f ∈ K

ýêâèâàëåíòíûé íåðàâåíñòâó

λ0µ1(f̂ , f − f̂)− (f − f̂ , θ) ≥ 0 ∀f ∈ K. (46)

2) Åñëè, ê òîìó æå, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

γ2∥û∥1,Ω + (1/2)γ2∥φ̂∥1,Ω + (1/2)β0∥b∥Ω + (1/2)β0∥b∥Ω+

+(1/2)ν ′maxC4C̃3C̃6∥û∥2,Ω < ν∗,

λ′
maxC4C̃1C̃5∥φ̂∥2,Ω + (1/2)γ2∥φ̂∥1,Ω + (1/2)β0 + (1/2)β0∥b∥Ω+

+ (1/2)ν ′maxC4C̃3C̃6∥û∥2,Ω < λ∗, (47)

òî íåòðèâèàëüíûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà (λ0,y
∗), óäîâëåòâîðÿþùèé

(44)�(46), ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, ò.å. èìååò âèä (1,y∗) è îïðåäåëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî ïàðå (x̂, f̂).
Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ñîãëàñíî [42, ãë. 2], äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæèòåëÿ

Ëàãðàíæà (λ0,y
∗) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî F ′

x(x̂, f̂) : X → Y = X ∗ �

Ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð. Â ñèëó (42), îïåðàòîð F ′
x(x̂, f̂) : X → Y ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

F ′
x = Φ+ Φ̂ ≡ (Φ1,Φ2) + (Φ̂1, 0).

Çäåñü

Φ2(x) = divw, ∀x = (w, τ, r) ∈ X ,

à îïåðàòîðû Φ1 è Φ̂1 : X → Y îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

⟨Φ1(w, τ, r), (v, h)⟩ = (ν(φ̂)∇w,∇v) + (λ(φ̂)∇τ,∇h) + ((û · ∇)w,v)+

+3(φ̂2τ, h) + (û · ∇τ, h)− (divv, r)− (bτ,v) ∀(v, h) ∈ X,

⟨Φ̂1(w, τ, r), (v, h)⟩ = (ν ′(φ̂)τ∇û,∇v) + (λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇h)+

+ ((w · ∇)û,v) + (w · ∇φ̂, h) ∀(v, h) ∈ X. (48)

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Φ = (Φ1,Φ2) : X → Y � èçîìîðôèçì. Äëÿ
ýòîãî ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (F, s) ∈ Y ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå (w, τ, r) ∈ X ëèíåéíîé çàäà÷è

(ν(φ̂)∇w,∇v) + (λ(φ̂)∇τ,∇h) + ((û · ∇)w,v) + 3(φ̂2τ, h)+

+ (û · ∇τ, h)− (divv, r)− (bτ,v) = ⟨F, (v, h)⟩ ∀(v, h) ∈ X, (49)

divw = s â Ω. (50)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (49), (50) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

(ν(φ̂)∇w,∇v) + ((û · ∇)w,v)− (divv, r)− (bτ,v) =

= ⟨f ,v⟩−1,Ω ∀v ∈ H1
0 (Ω)

3, divw = s â Ω, (51)

(λ(φ̂)∇τ,∇h) + 3(φ̂2τ, h) + (û · ∇τ, h) = ⟨f, h⟩ ∀h ∈ H1
0 (Ω), (52)

ãäå ⟨F, (v, h)⟩X∗×X = ⟨f ,v⟩+ ⟨f, h⟩.
×åðåç V ⊥ îáîçíà÷èì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïðîñòðàíñòâó V îò-

íîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (∇·,∇·)Ω. Ïîñêîëüêó s ∈ L2
0(Ω), òî

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ w1 ∈ V ⊥ (ñì. [40]), òàêàÿ ÷òî

divw1 = s â Ω è ∥w1∥1,Ω ≤ β−1∥s∥Ω,

ãäå êîíñòàíòà β îïðåäåëåíà â (10).
Ðàññìîòðèì ñóæåíèå (51) íà ïðîñòðàíñòâî V :

(ν(φ̂)∇w,∇v) + ((û · ∇)w,v)− (bτ,v) = ⟨f ,v⟩ ∀v ∈ V, divw = s â Ω.
(53)

Ôóíêöèþ w áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû: w = w1 + w̃, ãäå w̃ ∈ V �
íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ w = w1 + w̃ â (53), ïîëó÷èì

(ν(φ̂)∇w̃,∇v) + ((û · ∇)w̃,v)− (bτ,v) =

= ⟨f ,v⟩ − (ν(φ̂)∇w1,∇v)− ((û · ∇)w1,v) ∀v ∈ V. (54)
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Èç òåîðåìû Ëàêñà�Ìèëüãðàìà è ëåììû 2.1 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ τ ∈ H1

0 (Ω) çàäà÷è (52), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëè-
âà îöåíêà:

∥τ∥1,Ω ≤ C∗∥f∥−1,Ω, (55)

à òàê æå (ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì τ ∈ H1
0 (Ω)) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå w̃ ∈ V çàäà÷è (54). Èç (54) ñ èñïîëüçîâàíèåì (55) ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ w̃:

∥w̃∥1,Ω ≤ Mw̃ ≡ ν−1
∗ (∥f∥−1,Ω + β0C∗∥f∥−1,Ω + β−1(νmax + γ1Mu)∥s∥Ω).

Òîãäà ôóíêöèÿw = w̃+w1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (53), äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥w∥1,Ω ≤ Mw ≡ Mw̃ + β−1∥s∥Ω. (56)

Ðàññóæäàÿ, êàê â [41], çàêëþ÷àåì, ÷òî òðîéêà (w, τ, r) ∈ X ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è (49), (50). Ïî àíàëîãèè ñ (20), èç (51) ñ èñïîëüçîâàíèåì
(55) è (56), âûâîäèì îöåíêó äëÿ ∥r∥Ω:

∥r∥Ω ≤ β−1
∗ (νmax + γ1Mu)Mw + β−1

∗ (β0C∗∥f∥−1,Ω + ∥f∥−1,Ω). (57)

Ïóñòü (w1, τ1, r1) è (w2, τ2, r2) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (49), (50). Òî-
ãäà ðàçíîñòè w = w1 − w2, τ = τ1 − τ2 è r = r1 − r2 óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì

(ν(φ̂)∇w,∇v) + (λ(φ̂)∇τ,∇h) + ((û · ∇)w,v) + 3(φ̂2h, τ)+

+ (û · ∇τ, h)− (divv, r)− (bτ,v) = 0 ∀(v, h) ∈ X, (58)

divw = 0 â Ω. (59)

Ïîëàãàÿ v = 0 è h = τ â (58), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

(λ(φ̂)∇τ,∇τ) + 3(φ̂2τ, τ) = 0,

èç êîòîðîãî â ñèëó (14) âûòåêàåò, ÷òî τ = 0 èëè τ1 = τ2 â Ω.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïîäñòàâëÿÿ v = w â (58), àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

w1 = w2 â Ω. Òîãäà èç (58) è (10) ñëåäóåò, ÷òî r1 = r2 â Ω. Â òàêîì
ñëó÷àå, îïåðàòîð Φ : X → Y � ñþðúåêòèâåí è îáðàòèì. Òîãäà ïî òåîðåìå
Áàíàõà îí ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Φ̂ = (Φ̂1, 0) : X → Y , îïðåäåëåííûé ôîðìó-

ëîé (48), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è êîìïàêòíûì. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàí-
ñòâî H1(Ω) íåïðåðûâíî è êîìïàêòíî âêëàäûâàåòñÿ â Lp(Ω), ãäå p < 6,
(àíàëîãè÷íî äëÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: H1(Ω)3 ⊂ Lp(Ω)3), òî óêàçàí-
íûé ôàêò âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ îöåíîê:

|(ν ′(φ̂)τ∇û,∇v)| ≤ ν ′max∥τ∥L4(Ω)∥∇û∥L4(Ω)3∥∇v∥L2(Ω)3 ,

|(λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇h)| ≤ λ′
max∥τ∥L4(Ω)∥∇φ̂∥L4(Ω)3∥∇h∥L2(Ω)3 ,

|(w · ∇φ̂, h)| ≤ γ′2∥w∥L4(Ω)3∥φ̂∥1,Ω∥h∥1,Ω,

|((w · ∇)û,v)| ≤ γ′1∥w∥L4(Ω)3∥û∥1,Ω∥v∥1,Ω.
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Â òàêîì ñëó÷àå, îïåðàòîð F ′
x(x, f) : X → Y � Ôðåäãîëüìîâ, êàê ñóììà

èçîìîðôèçìà Φ : X → Y è íåïðåðûâíîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà Φ̂ :
X → Y .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 5.1 äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (44), (45) (ïðè λ0 = 0) èìååò òîëüêî òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå y∗ = (ξ, θ, σ) ≡ 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å., ÷òî
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå y∗ = (ξ, θ, σ) ∈
Y ∗ ñèñòåìû (44), (45) ïðè λ0 = 0, ãäå ýëåìåíòû x̂ = (û, φ̂, p̂) è f̂ ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì F (x̂, f̂) = 0.
Ïîäñòàâëÿÿ τ = 0,w = ξ è r = σ â (44), (45), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ:

(ν(φ̂)∇ξ,∇ξ) + ((ξ · ∇)û, ξ) = −(ξ · ∇φ̂, θ),

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

ν∗∥ξ∥21,Ω ≤ γ2∥û∥1,Ω∥ξ∥21,Ω + (1/2)γ2∥φ̂∥1,Ω(∥ξ∥21,Ω + ∥θ∥21,Ω). (60)

Ïîëàãàÿ w = 0 è τ = θ â (44), ïîëó÷èì

(λ(φ̂)∇θ,∇θ) + (λ′(φ̂) θ∇φ̂,∇θ) + (ν ′(φ̂) θ∇û,∇ξ) + 3(φ̂2θ, θ) ≤
≤ β0∥b∥Ω∥θ∥1,Ω∥ξ∥1,Ω. (61)

Èç (61) ñ ó÷åòîì (4), (23), âûâîäèì

λ∗∥θ∥21,Ω ≤ λ′
maxC4C̃1C̃5∥φ̂∥2,Ω ∥θ∥21,Ω+

+(1/2)ν ′maxC4C̃3C̃6∥û∥2,Ω (∥θ∥21,Ω + ∥ξ∥21,Ω)+
+ (1/2)β0∥b∥Ω(∥θ∥21,Ω + ∥ξ∥21,Ω). (62)

Ñêëàäûâàÿ (60) è (62), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

ν∗∥ξ∥21,Ω + λ∗∥θ∥21,Ω ≤

≤ (γ2∥û∥1,Ω + (1/2)γ2∥φ̂∥1,Ω + (1/2)β0∥b∥Ω + (1/2)ν′maxC4C̃3C̃6∥û∥2,Ω)∥ξ∥21,Ω+

+(λ′
maxC4C̃1C̃5∥φ̂∥2,Ω + (1/2)γ2∥φ̂∥1,Ω + (1/2)β0∥b∥Ω+

+ (1/2)ν′maxC4C̃3C̃6∥û∥2,Ω)∥θ∥21,Ω. (63)

Èç (63) âûòåêàåò, ÷òî åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (47), òî θ = 0 è ξ = 0
ï.â. â Ω.
Òîãäà (44) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

(divw, σ) = 0 ∀w ∈ H1
0 (Ω)

3.

Òîãäà èç (10) âûòåêàåò, ÷òî σ = 0 â Ω.
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåòðèâèàëüíîñòè ìíîæè-

òåëÿ Ëàãðàíæà (ξ, θ, σ) ∈ Y ∗. Åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ
Ëàãðàíæà (1,y∗) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (47) âûòåêàåò èç Ôðåäãîëü-

ìîâîñòè îïåðàòîðà F ′
x(x̂, f̂) : X → Y .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.1 è äîêàçàòåëüñòâà ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.3.1), (H.3.4) è (H.4.1),

(H.4.2) è ν(φ) = λ(φ) = 1/(1+φ2)+1, k(φ) = φ2, óñëîâèÿ (33) è ýëåìåíò
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(û, φ̂, p̂, f̂) ∈ Xs ∩ (H1(Ω) ∩ L2
0(Ω))×K � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â

çàäà÷å (40), ïðè÷åì äëÿ òðîéêè (û, φ̂, p̂) ñïðàâåäëèâû îöåíêè (36)�(38).
Ïóñòü òàê æå ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà I : X → R íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåì ïî Ôðåøå ïî ñîñòîÿíèþ x â òî÷êå x̂. Òîãäà:
1) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà

(λ0,y
∗) = (λ0, ξ, θ, σ) ∈ R+ × Y ∗,

ñ êîòîðûì ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà

F ′
x(x̂, f̂)

∗y∗ = −λ0J
′
x(x̂, f̂) â X ∗,

ýêâèâàëåíòíîå ñîîòíîøåíèÿì (44), (45) è ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìèíè-
ìóìà

L(x̂, f̂ , λ0,y
∗) ≤ L(x̂, f, λ0,y

∗) ∀f ∈ K

ýêâèâàëåíòíûé íåðàâåíñòâó (46).
2) Åñëè, ê òîìó æå, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

γ2Mu + (1/2)γ2Mφ + (1/2)β0∥b∥Ω + (1/2)ν ′maxC4C̃3C̃6M
0
u < ν∗,

λ′
maxC4C̃1C̃5M

0
φ+(1/2)γ2Mφ+(1/2)β0+(1/2)ν ′maxC4C̃3C̃6M

0
u < λ∗, (64)

òî íåòðèâèàëüíûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà (λ0,y
∗), óäîâëåòâîðÿþùèé

(44)�(46), ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, ò.å. èìååò âèä (1,y∗) è îïðåäåëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî ïàðå (x̂, f̂).
Çàìå÷àíèå 5.1. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ëîêàëüíàÿ ðåãóëÿðíîñòü ñè-

ñòåìû îïòèìàëüíîñòè â òåîðåìå 5.2 íîñèò óñëîâíûé õàðàêòåð, â îòëè÷èå,
íàïðèìåð, îò àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà [17], ïîëó÷åííîãî íà ñëàáûõ ðåøå-
íèÿõ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè âûïîëíå-
íèè óñëîâèé òåîðåìû 3.1 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (û, φ̂, p̂, f̂) ∈ Xs∩ (H1(Ω)∩
L2
0(Ω)) × K çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (40), â êîòîðîì äëÿ ñîñòîÿíèÿ (û, φ̂, p̂)

ñïðàâåäëèâû îöåíêè (36)�(38). Åñëè ïðè ýòîì èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è
(40) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ìàëîñòè (33) è (64), òî äëÿ òàêîé òî÷êè
ìèíèìóìà çàäà÷è (40) ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, ò.å.
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 ≡ 1.
Çàìå÷àíèå 5.2. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ (û, φ̂, p̂, f̂) ∈ Xs ∩ (H1(Ω) ∩

L2
0(Ω)) × K çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (40) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû

3.1, â êîòîðîì äëÿ ñîñòîÿíèÿ (û, φ̂, p̂) ñïðàâåäëèâû îöåíêè (36)�(38), äî-
êàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è òåîðåìà 4.1 (ñì. [20]).
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âûâîä ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè âîçìîæåí

è íà ñëàáûõ ðåøåíèÿõ (u, φ, p) ∈ H1
0 (Ω)

3 ×H1
0 (Ω)× L2

0(Ω) çàäà÷è 1, äëÿ
êîòîðûõ ∇u ∈ L4(Ω)3 è ∇φ ∈ L4(Ω)3, êàê ýòî âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 5.1. Îäíàêî ðàáîòà ñ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1, ñóùå-
ñòâîâàíèå êîòîðîãî âûòåêàåò èç ïðèíöèïà ýëëèïòè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè
íîñèò ìåíåå óñëîâíûé õàðàêòåð.
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6 Ðåëåéíîñòü îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíàâëèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñâîéñòâî îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

J(φ) ≡ (1/2)I(φ) → inf, F(x, f) = 0, (x, f) ∈ X ×K, (65)

ãäå F(x, f) = 0 � îïåðàòîðíàÿ çàïèñü ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è 1.
Ïóñòü âìåñòî (H.4.1), (H.4.2) âûïîëíÿåòñÿ áîëåå æåñòêîå óñëîâèå:
(H.6.1) fmin ≤ f ≤ fmax ï.â. â Ω äëÿ âñåõ f ∈ K, ãäå fmin è fmax �

ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
ßñíî, ÷òî óñëîâèå (H.6.1) çàäàåò ÷àñòíûé ñëó÷àé âûïóêëîãî, îãðàíè-

÷åííîãî è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, ââåäåííîãî â (H.4.1).

Ïîêàæåì, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå f̂(x) çàäà÷è (65) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ðåëåéíîñòè èëè äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï bang�bang, ñîãëàñíî
êîòîðîìó èñïîëüçóåìîå óïðàâëåíèå ïðèíèìàåò îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé:
fmin èëè fmax, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ôóíêöèè θ(x), èìåþùåé ñìûñë
ñîïðÿæåííîé êîíöåíòðàöèè (ñì. ðàçä. 5) â òî÷êå x ∈ Ω.
Ïðèíöèï ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è (65) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

(f − f̂ , θ) ≤ 0 ∀f ∈ K. (66)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ðàññóæäàÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ (H.6.1) íåðàâåíñòâî (66) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó
íåðàâåíñòâó:

(f − f̂) θ ≤ 0 ï.â. â Ω ∀f ∈ K. (67)

Èç (67) âûòåêàåò, ÷òî åñëè θ < 0 ï.â. â D1, òî f̂ = fmin ï.â. â D1 è

f̂ = fmax ï.â. â D2 åñëè θ > 0 ï.â. â D2.
Äðóãèìè ñëîâàìè, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå f(x) çàäà÷è (65) ìîæåò

ïðèíèìàòü, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà θ(x), òîëüêî
ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå fmax è fmin.
Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå f óäîâëåòâîðÿåò

ñâîéñòâó ðåëåéíîñòè, èíà÷å, äëÿ ýòîãî óïðàâëåíèÿ ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï
bang-bang. Ïîñêîëüêó òàêîå ïîâåäåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èíòåð-
ïðåòèðóþò êàê ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè (ðåëåéíîñòü)
èëè ñêà÷êè èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå (bang�bang).
Åñëè íå óäàåòñÿ èñêëþ÷èòü ñèòóàöèþ, êîãäà θ = 0 íà íåêîòîðîì ïîä-

ìíîæåñòâå D0 ⊂ Ω ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê íåîïðåäå-
ëåííîñòè, â ðàìêàõ êîòîðîé óïðàâëåíèå f íà óêàçàííîì ïîäìíîæåñòâå
ìîæåò êàê ïåðåñêî÷èòü èç îäíîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ â äðóãîå, òàê è íå
ñîâåðøàòü òàêîé ñêà÷îê (ñì. (67)), òîãäà ñâîéñòâî ðåëåéíîñòè íàçûâàþò
íåñòðîãèì.
Çàìå÷àíèå 6.2. Â ðàáîòå [43] óñòàíîâëåí ñòðîãèé ïðèíöèï bang�bang

äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å äëÿ íåëè-
íåéíîé ìîäåëè ðåàêöèè�äèôôóçèè (áåç êîíâåêöèè). Ðàíåå àíàëîãè÷íûé
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ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [44]. Â öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ îòñóòñòâèå êîí-
âåêöèè ïîçâîëèëî ïðèìåíèòü ñâîéñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ äëÿ
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì. [45]).

7 Çàêëþ÷åíèå

Õîðîøî èçâåñòíî, ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè ñâîéñòâ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå
åå àíàëèçà óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî ðåëåéíîñòè ðàñïðåäåëåííîãî óïðàâëå-
íèÿ. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ àâòîðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ñèñòåìû
áóäåò äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ìàëîãî ïî íîðìå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
íà ñèëüíûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è 1.
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