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Ïðåäñòàâëåíî Í.Ñ. Àðêàøîâûì

Abstract: The Jarque�Bera test is commonly used in statistics
and econometrics to test the hypothesis that sample elements ad-
here to a normal distribution with an unknown mean and variance.
This paper proposes a modi�cation of this criterion, which allows
for testing hypotheses concerning the case where the sample comes
from a skewed Student's distribution with an unknown number of
degrees of freedom. The paper also provides power estimates for
the constructed criterion, obtained through simulation of samples
of various sizes.

Keywords: Jarque�Bera test; Student's distribution; Monte Carlo
simulation.

1 Ââåäåíèå

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû çàäà-
íû íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F,P). Âåçäå äàëåå E
è D áóäóò îçíà÷àòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ïî ìåðå P,

Logachov, A.V., Khrushchev, S.E., Jarque �Bera Criterion Analog for

Testing the Hypothesis of Student's Distribution.
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ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X,X1, . . . , Xn, n ∈ N íåçàâè-
ñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èõ ðàñïðåäåëåíèå
íåèçâåñòíî.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü êðèòåðèé, êîòîðûé ïîçâîëèò ïðîâåðÿòü ãè-

ïîòåçó î òîì, ÷òî ýëåìåíòû âûáîðêè èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñìåùåííîå
ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà. Ýòîò êðèòåðèé áóäåò ÿâëÿòüñÿ àíàëîãîì ñëå-
äóþùåãî êðèòåðèÿ, ïðåäëîæåííîãî C. Jarque è A.K. Bera (ñì., íàïðèìåð,
[2]�[4]) äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ýëåìåíòû âûáîðêè èìåþò íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà
H0 : Xi ∼ N(a, σ2), 1 ≤ i ≤ n, (a, σ2 íåèçâåñòíû) ïðîòèâ ãèïîòåçû
H1 : Xi ̸∼ N(a, σ2), 1 ≤ i ≤ n.
Èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòèêà

JB = n

(
S∗2

6
+

(K∗ − 3)2

24

)
,

ãäå n � îáúåì âûáîðêè; S∗ è K∗ ýòî âûáîðî÷íûå àñèììåòðèÿ è ýêñöåññ,
ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

S∗ =

1
n

n∑
i=1

(Xi −X)3

σ̂3
, K∗ =

1
n

n∑
i=1

(Xi −X)4

σ̂4
,

σ̂ =

(
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

) 1
2

, X =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Åñëè âåðíà ãèïîòåçà H0, òî ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû JB ñõîäèòñÿ ê χ2(2). Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì îáúå-
ìå âûáîðêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ðåøàþùåå ïðàâèëî, çàäà-
åì óðîâåíü çíà÷èìîñòè p, åñëè JB < χ2

1−p(2) (çäåñü χ2
1−p(2) êâàíòèëü

óðîâíÿ 1−p ðàñïðåäåëåíèÿ χ2(2)), òî ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ, èíà÷å
îòâåðãàåòñÿ.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ðàññìîòðåòü "áîëåå ïðî-

ñòóþ"ãèïîòåçó
H1 : Xi èìååò ðàñïðåäåëåíèå èç ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ïèðñîíà

îòëè÷íîå îò íîðìàëüíîãî,
òî êðèòåðèé Õàðêå �Áåðà áóäåò ñîñòîÿòåëüíûì (ò.å., åñëè äëÿ ýëå-
ìåíòîâ âûáîðêè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà H1, òî ñòàòèñòèêà JB ñòðå-
ìèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ∞ ïðè n → ∞).
Íàïîìíèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïðèíàäëåæèò

ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé Ïèðñîíà, åñëè åãî ïëîòíîñòü f(x) óäîâëåòâî-
ðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè

df(x)

dx
=

b0 + (x− a)

b1 + b2(x− a) + b3(x− a)2
f(x),
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ãäå

a = EX, b1 = σ
4K − 3S

10K − 12S − 18
, b0 = b2 = σ

√
S

K + 3

10K − 12S − 18
,

b3 =
2K − 3S + 6

10K − 12S − 18
, σ2 = DX,

S, K � àñèììåòðèÿ è ýêñöåññ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Ïèðñîíà âåñüìà áîãàòî, â íåãî

âõîäÿò, íàïðèìåð, òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ïîêàçàòåëüíîå, ãàììà, áåòà,
Ñòüþäåíòà, íîðìàëüíîå. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò
ðàñïðåäåëåíèå èç ñåìåéñòâà Ïèðñîíà, òî êîíêðåòíûé åãî òèï îïðåäå-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè àñèììåòðèè è ýêñöåññà [5], ñì. ðèñóíîê 1. Èìåííî

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ îò àñèììåòðèè
S è ýêñöåññà K

áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êðèòåðèé Õàðêå �Áåðà
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíûì íà ýòîì ñåìåéñòâå. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò êðèòå-
ðèé íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â ýêîíîìåòðèêå äëÿ ïðîâåðêè ãèïî-
òåçû î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé â ìîäåëÿõ
ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Òàêæå îòìåòèì ðàáîòó [6], â êîòîðîé ðàññìîòðå-
íû ìîäèôèêàöèè êðèòåðèÿ Õàðêå �Áåðà äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà: èçâåñòíî
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è íåèçâåñòíà äèñïåðñèÿ; íåèçâåñòíî ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå è èçâåñòíà äèñïåðñèÿ; èçâåñòíû è ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ.
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Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü àíàëîã êðèòåðèÿ Õàð-
êå �Áåðà, êîòîðûé ïîçâîëèò ïðîâåðÿòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ýëåìåíòû
âûáîðêè èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñìåùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà. Â
ðàçäåëå 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû íàìè ïîñòðîåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé (ñì.
ñëåäñòâèå 2).
Ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà
H0 : Xi ∼ Ta(k), 1 ≤ i ≤ n, (a è 9 ≤ k ≤ ∞ íåèçâåñòíû) ïðîòèâ

ãèïîòåçû
H1 : Xi, Xi ̸∼ Ta(k), 9 ≤ k ≤ ∞, 1 ≤ i ≤ n.
Èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòèêà

ĴB := n

(
A2

1,n

|B1|
+

A2
2,n

|B2|

)
,

ãäå n � îáúåì âûáîðêè, A1,n = A1,n(S
∗, σ̂), A2,n = A2,n(K

∗, σ̂), B1 =
B1(σ̂), B2 = B2(σ̂) (òî÷íûå ôîðìóëû ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 2), Ta(k) �
ñìåùåííîå (EX = a, ãäå a, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáÿçàòåëüíî ðàâíî íóëþ)
ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ta(∞)
ýòî N(a, 1)).
Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ĴB ñõîäèòñÿ ê χ2(2) (ñì. ðàçäåë 2, ñëåäñòâèå 1). Ïîýòîìó ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå

ðåøàþùåå ïðàâèëî, çàäàåì óðîâåíü çíà÷èìîñòè p, åñëè ĴB < χ2
1−p(2),

òî ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ, èíà÷å îòâåðãàåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, êàê è â êëàññè÷åñêîì êðèòåðèè Õàðêå �Áåðà, ðàñïðå-

äåëåíèå ïîñòðîåííîé ñòàòèñòèêè ñõîäèòñÿ ê χ2(2) ïðè âåðíîé îñíîâíîé
ãèïîòåçå, è äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïåðâûå ÷åòûðå âûáîðî÷-
íûõ ìîìåíòà. Ïðåäëàãàåìûé êðèòåðèé íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíûì ïðè
ñëîæíîé êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçå H1 ïðèâåäåííîé âûøå. Ïðè ýòîì îí
áóäåò ñîñòîÿòåëüíûì (ñì. ðàçäåë 2, çàìå÷àíèå 1), åñëè â êà÷åñòâå àëü-
òåðíàòèâû ðàññìîòðåòü "áîëåå ïðîñòóþ"ãèïîòåçó

H1 : Xi èìååò ðàñïðåäåëåíèå òàêîå, ÷òî èëè E(Xi − a)3 ̸= 0 èëè
(2− σ2)E(Xi − a)4 − 3σ4 ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé êðèòåðèé òàêæå ìîæåò áûòü èñ-

ïîëüçîâàí äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî â ìîäåëÿõ ëèíåéíîé ðåãðåñ-
ñèè ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà. Â ÷àñòíî-
ñòè, ïðè ïðîâåäåíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ìåäèöèíñêèõ äàííûõ ÷à-
ñòî èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü ñ íîðìàëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì îøèáîê. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïðîñòîòîé è óäîáñòâîì ïðèìåíåíèÿ
äàííîé ìîäåëè, à òàêæå íàëè÷èåì ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ïàêåòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ. Ïðè ýòîì ïðîâåðêà âû-
ïîëíåíèÿ ïðåäïîñûëêè î òîì, ÷òî ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ ðàñïðåäåëåíû
íîðìàëüíî, çà÷àñòóþ èãíîðèðóåòñÿ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îøèáêè èìåþò
ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà, äèàãíîñòèêà ìîäåëè áóäåò çíà÷èòåëüíî îòëè-
÷àòüñÿ îò äèàãíîñòèêè êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ íîðìàëüíûìè
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îøèáêàìè (ñì., íàïðèìåð, [1]). Òàêèì îáðàçîì, îáîñíîâàííûé âûáîð ìî-
äåëè ïðè àíàëèçå ðåàëüíûõ äàííûõ ñ ó÷åòîì ïðîâåðêè ðàñïðåäåëåíèÿ
îøèáîê ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì ïðè ïðîâåäåíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà.
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàáîòû ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ. Âî âòîðîì

ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû (ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è, êàê
ñëåäñòâèå èç íåå, êðèòåðèé ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ãèïîòåç). Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí àïðîáàöèè ïîñòðîåííîãî ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî êðèòåðèÿ ñ ïîìîùüþ ñèìóëÿöèé. ×åòâåðòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí äî-
êàçàòåëüñòâàì ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 2, ïÿòûé ðàçäåë ñîäåðæèò âñïîìîãà-
òåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Âåçäå äàëåå ñèìâîë
d−→

n→∞
áóäåò îçíà÷àòü ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëå-

íèþ. Òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ a := EX, σ2 := DX.

2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïîëîæèì

A1,n :=
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)3, A2,n :=
1

n

n∑
i=1

(
(2− σ̂2)(Xi −X)4 − 3σ̂4

)
,

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X,X1, . . . , Xn, n ∈ N íåçàâèñè-
ìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
1) EX8 < ∞;
2) E(X − a)2k+1 = 0, 1 ≤ k ≤ 3;
3) (2− σ2)E(X − a)4 − 3σ4 = 0.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
√
n(A1,n, A2,n) ñëàáî ñõî-

äèòñÿ ê ñëó÷àéíîìó âåêòîðó (W1,W2), êîòîðûé èìååò íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ EW1 = EW2 = 0 è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

Σ =

(
D1 0
0 D2

)
,

ãäå

D1 = E
(
(X − a)3 − 3(X − a)σ2

)2
,

D2 = E((2− σ2)(X − a)4−

−(6σ2 +E(X − a)4)(X − a)2 + σ2E(X − a)4 + 3σ4)2.

Íàïðÿìóþ èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òîãäà

n

(
A2

1,n

D1
+

A2
2,n

D2

)
d−→

n→∞
ξ ∼ χ2(2).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ñìåùåííîå ðàñïðåäå-
ëåíèå Ñòüþäåíòà ñ äåâÿòüþ è áîëåå ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ò.å. ïëîòíîñòü
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ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä f(x) =
Γ( k+1

2
)√

πkΓ( k
2
)
(1 + (x−a)2

k )−
k+1
2 , k ≥ 9), òî âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è

E(X − a)4 =
3σ4

2− σ2
, E(X − a)6 =

15σ6

(2− σ2)(3− 2σ2)
,

E(X − a)8 =
105σ8

(2− σ2)(3− 2σ2)(4− 3σ2)
.

Â ýòîì ñëó÷àå

D1 = E
(
(X − a)3 − 3(X − a)σ2

)2
=

15σ6

(2− σ2)(3− 2σ2)
− 18σ6

2− σ2
+ 9σ2,

D2 = E
(
(2− σ2)(X − a)4 − (6σ2 +E(X − a)4)(X − a)2 + σ2E(X − a)4 + 3σ4

)2
= E

(
(2− σ2)(X − a)4 − 12σ2 − 3σ4

2− σ2
(X − a)2 +

6σ4

2− σ2

)2

= σ8

(
105(2− σ2)

(3− 2σ2)(4− 3σ2)
+

27σ4 − 180σ2 + 360

(2− σ2)3
− 90(4− σ2)

(2− σ2)(3− 2σ2)

)
è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X,X1, . . . , Xn, n ∈ N íåçà-
âèñèìû è èìåþò ñìåùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà Ta(k) ñ k ≥ 9
(âîçìîæíî k = ∞, ò.å. íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(a, 1)) ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Òîãäà

n

(
A2

1,n

B1
+

A2
2,n

B2

)
d−→

n→∞
ξ ∼ χ2(2),

ãäå

B1 := σ̂6

(
15

(2− σ̂2)(3− 2σ̂2)
+ 9− 18

2− σ̂2

)
,

B2 := σ̂8

(
105(2− σ̂2)

(3− 2σ̂2)(4− 3σ̂2)
+

27σ̂4 − 180σ̂2 + 360

(2− σ̂2)3
− 90(4− σ̂2)

(2− σ̂2)(3− 2σ̂2)

)
.

Ïîëîæèì

ĴB := n

(
A2

1,n

|B1|
+

A2
2,n

|B2|

)
.

Èç ñëåäñòâèÿ 1 ñëåäóåò ñëåäóþùèé ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü çàäàí óðîâåíü çíà÷èìîñòè p.
Ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà
H0 : Xi ∼ Ta(k), 1 ≤ i ≤ n, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a è ÷èñëî

ñòåïåíåé 9 ≤ k ≤ ∞ íåèçâåñòíû (çäåñü ìû ïîëàãàåì, ÷òî Ta(∞) ýòî
N(a, 1)) ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû

H1 : Xi, 1 ≤ i ≤ n èìååò äðóãîå ðàñïðåäåëåíèå.
Èç ñëåäñòâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì îáúåìå âû-

áîðêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåøàþùåå ïðàâèëî: çàäàåì óðîâåíü çíà÷è-

ìîñòè p, åñëè ĴB < χ2
1−p(2), òî ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ, èíà÷å îò-

âåðãàåòñÿ.
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Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå ðåøàþùåå ïðàâèëî
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíûì êðèòåðèåì, â ñëó÷àå "áîëåå ïðîñòîé" êîíêó-
ðèðóþùåé ãèïîòåçû

H1 : Xi èìååò ðàñïðåäåëåíèå òàêîå, ÷òî èëè E(Xi − a)3 ̸= 0 èëè
(2− σ2)E(Xi − a)4 − 3σ4 ̸= 0 , 1 ≤ i ≤ n.

3 Ìîäåëèðîâàíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ïîñòðîåííîãî
òåñòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî âûáîðêà âçÿòà èç íåñìåùåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà T (k). Ýôôåêòèâíîñòü ïðîâåðÿëàñü ñ ïîìîùüþ
îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà è îöåíêè ìîùíîñòè ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Ìîäåëèðî-
âàíèå ïðîâîäèëîñü â ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè R âåðñèè 4.2.3. Ìû èñ-
ïîëüçîâàëè âûáîðêè ñëåäóþùèõ ðàçìåðîâ (ìàëûå, ñðåäíèå è áîëüøèå): n
=25, 50, 75, 100, 150, 200, 250, 500 è 1000 äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîé îñíîâíîé
ãèïîòåçû (H0 : Xi ∼ Ta(k), ãäå a è ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íåèçâåñò-
íû). Âñþäó ïðè òåñòèðîâàíèè ìû èñïîëüçîâàëè óíèâåðñàëüíîå çíà÷åíèå
óðîâíÿ çíà÷èìîñòè p = 0, 05. Â òàáëèöàõ íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
ñèìóëÿöèé, ãäå âñþäó â ñòîëáöàõ F óêàçàíî ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëå-
íèå.
Â Òàáëèöå 1 ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîé ãè-

ïîòåçå (íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, îáîçíà-
÷àåìîå N(0, 1), ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ñòüþäåíòà ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ê áåñêîíå÷íî-
ñòè). Äëÿ ðàñ÷åòà ýìïèðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α ìû
ãåíåðèðîâàëè 1000 âûáîðîê ðàçìåðà n, âçÿòûõ èç óêàçàííîãî â ñòîëá-
öå F ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýìïèðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà �
ýòî äîëÿ îòêëîíåííûõ êðèòåðèåì îñíîâíûõ ãèïîòåç. Â Òàáëèöå 1 â íåêî-
òîðîì ñìûñëå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ òåñòîâîé ñòàòèñòèêè èç Òåîðåìû 2.

n F α F α F α F α
25 T (10) 0,086 T (15) 0,085 T (20) 0,072 N(0, 1) 0,088
50 T (10) 0,053 T (15) 0,081 T (20) 0,080 N(0, 1) 0,074
75 T (10) 0,055 T (15) 0,070 T (20) 0,067 N(0, 1) 0,091
100 T (10) 0,059 T (15) 0,061 T (20) 0,074 N(0, 1) 0,072
150 T (10) 0,043 T (15) 0,074 T (20) 0,071 N(0, 1) 0,071
200 T (10) 0,056 T (15) 0,067 T (20) 0,054 N(0, 1) 0,064
250 T (10) 0,057 T (15) 0,059 T (20) 0,050 N(0, 1) 0,058
500 T (10) 0,054 T (15) 0,061 T (20) 0,068 N(0, 1) 0,051
1000 T (10) 0,049 T (15) 0,051 T (20) 0,052 N(0, 1) 0,053

Òàáëèöà 1. Ýìïèðè÷åñêîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè
ïåðâîãî ðîäà α, ãäå N(0, 1) � ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Â Òàáëèöå 2 ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîé
ãèïîòåçå. Äëÿ ðàñ÷åòà îöåíêè ìîùíîñòè β (ýìïèðè÷åñêîé ìîùíîñòè) ìû
ãåíåðèðîâàëè 1000 âûáîðîê ðàçìåðà n, âçÿòûõ èç óêàçàííîãî â ñòîëáöå F
ðàñïðåäåëåíèÿ, îòëè÷íîãî îò ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà. Â ýòîì ñëó÷àå,
ýìïèðè÷åñêàÿ ìîùíîñòü � ýòî äîëÿ îòêëîíåííûõ êðèòåðèåì îñíîâíûõ
ãèïîòåç. Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àè, â êîòîðûõ ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëå-
íèå F ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé Ïèðñîíà, à òàêæå ñëó÷àè,
êîãäà ðàñïðåäåëåíèå F íå îòíîñèòñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó.

n F β F β F β
25 N(0, 2) 0,807 Mix 0,884 U(−3; 3) 0,390
50 N(0, 2) 0,939 Mix 0,980 U(−3; 3) 0,636
75 N(0, 2) 0,985 Mix 0,998 U(−3; 3) 0,762
100 N(0, 2) 0,999 Mix 1,000 U(−3; 3) 0,867
150 N(0, 2) 0,999 Mix 1,000 U(−3; 3) 0,950
200 N(0, 2) 1,000 Mix 1,000 U(−3; 3) 0,986
250 N(0, 2) 1,000 Mix 1,000 U(−3; 3) 0,995
500 N(0, 2) 1,000 Mix 1,000 U(−3; 3) 1,000
1000 N(0, 2) 1,000 Mix 1,000 U(−3; 3) 1,000

Òàáëèöà 2. Îöåíêà ìîùíîñòè β, ãäå N(a, σ) � íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì a è ñòàíäàðòíûì
îòêëîíåíèåì σ, Mix � ðàâíîâåñíàÿ ñìåñü ðàñïðåäåëåíèé
N(0, 1) è N(0, 3), U(−3; 3) � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà èíòåðâàëå (−3; 3).

Àíàëèç Òàáëèöû 2 ãîâîðèò î òîì, ÷òî óæå ïðè ìàëûõ îáúåìàõ âûáîð-
êè ïîñòðîåííûé êðèòåðèé îáëàäàåò õîðîøåé ìîùíîñòüþ, îñîáåííî õîðî-
øî ðàáîòàåò äëÿ àëüòåðíàòèâíûõ ðàñïðåäåëåíèé N(0, 2) (èç ñåìåéñòâà
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïèðñîíà) è ðàâíîâåñíîé ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé N(0, 1) è
N(0, 3) (íå ïðèíàäëåæàùåé ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé Ïèðñîíà). Ðàâíî-
ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå (−3; 3) â èçâåñòíîì ñìûñëå òàêæå
ìîæíî îòíåñòè ê ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé Ïèðñîíà (äëÿ íåãî îíî ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäåëüíûì).

4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

(
√
nA1,n −

(
1√
n

n∑
i=1

((Xi − a)3 − 3(Xi − a)σ2)

))
= 0 ï.í., (1)

ïðèìåíÿÿ ëåììó 3, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

√
n

(
σ̂4 − 2σ2

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 + σ4

)
= 0 ï.í., (2)
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èñïîëüçóÿ ëåììó 4, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

1√
n

n∑
i=1

(
(2− σ̂2)(Xi −X)4−

(2− σ2)(Xi − a)4 + ((Xi − a)2 − σ2)E
(
(X − a)4

))
= 0 (ï.í.)

(3)

Èç ôîðìóë (1)�(3) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

√
n(A1,n, A2,n) òàêîå æå êàê ó ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè

(A′
1,n, A

′
2,n) :=

(
1√
n

n∑
i=1

((Xi−a)3−3(Xi−a)σ2),
1√
n

n∑
i=1

(
(2−σ2)(Xi−a)4

−(6σ2 +E(X − a)4)(Xi − a)2 + σ2E(X − a)4 + 3σ4

)
.

Èç óñëîâèé 2), 3) ñëåäóåò, ÷òî

E((X − a)3 − 3(X − a)σ2) = 0,

E((2−σ2)(Xi−a)4− (6σ2+E(X−a)4)(Xi−a)2+σ2E(X−a)4+3σ4) = 0.

Ïîýòîìó, â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(A′

1,n, A
′
2,n) ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîìó âåêòîðó (W1,W2), êîîðäèíàòû êîòî-

ðîãî èìåþò ñîâìåñòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Íàéäåì ïàðàìåòðû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç óñëîâèé 1), 2) ñëåäóåò,

÷òî

DW1 = E((X − a)3 − 3(X − a)σ2)2,

DW2 = E((2−σ2)(Xi−a)4−(6σ2+E(X−a)4)(Xi−a)2+σ2E(X−a)4+3σ4)2,

cov(W1,W2) = E

(
((X − a)3 − 3(X − a)σ2)

×((2−σ2)(Xi−a)4−(6σ2+E(X−a)4)(Xi−a)2+σ2E(X−a)4+3σ4)

)
= 0.

5 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1) EX4k−2 < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî k ∈ N;
2) E(X − a)2r−1 = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ r ≤ k.

Òîãäà

lim
n→∞

1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)2k − (Xi − a)2k) = 0 ï.í.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)2k − (Xi − a)2k)
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=
1√
n

n∑
i=1


Xi − a− 1

n

n∑
j=1

(Xj − a)

2k

− (Xi − a)2k


=

1√
n

n∑
i=1

2k−1∑
r=0

Cr
2k(Xi − a)r

−1

n

n∑
j=1

(Xj − a)

2k−r

=

 1

n1− 1
4k

n∑
j=1

(Xj − a)

2k

+
2k−1∑
r=1

Cr
2k

(
1

√
nn

2k−r
3

n∑
i=1

(Xi − a)r

)−1

n
2
3

n∑
j=1

(Xj − a)

2k−r

.

Èç óñëîâèé 1), 2) è çàêîíà ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà ñëåäóåò, ÷òî ñëó-
÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàõîäÿùàÿñÿ â ïåðâîé ñêîáêå, ñõîäÿòñÿ ïðè
n → ∞ ê íóëþ ï.í. åéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé 1), 2) ñëåäóåò, ÷òî

E(Xj − a)2 < ∞, E(Xj − a) = 0,

çíà÷èò, â ñèëó çàêîíà ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim sup
n→∞

1√
2n ln(lnn) ·E(Xj − a)2

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(Xj − a)

∣∣∣∣∣∣ = 1 ï.í. (4)

Ïîýòîìó, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k ∈ N äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñ-
ïîëîæåííîé â ïåðâîé ñêîáêå áóäåì èìåòü

lim
n→∞

1

n1− 1
4k

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(Xj − a)

∣∣∣∣∣∣ ≤ lim sup
n→∞

1√
2n ln(lnn) ·E(Xj − a)2

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(Xj − a)

∣∣∣∣∣∣
× lim sup

n→∞

√
2 ln(lnn) ·E(Xj − a)2

n
1
2
− 1

4k

= 1 · 0 = 0 ï.í. (5)

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàõîäÿùàÿñÿ â òðåòåé ñêîáêå òàêæå ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ ê íóëþ ï.í.
Èç óñëîâèé 1), 2) ñëåäóåò, ÷òî

E(Xi − a)4k−2 < ∞, E(Xi − a)2k−1 = 0.

Çíà÷èò, èñïîëüçóÿ çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà è ðàññóæäåíèÿ, àíàëî-
ãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ôîðìóëàõ (4), (5) ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè
r = 2k − 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîÿùàÿ âî âòîðîé ñêîáêå ñõîäèòñÿ ê
íóëþ ï.í. ïðè n → ∞. Äëÿ 1 ≤ r ≤ 2k − 2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî√
nn

2k−r
3 ≥ n

7
6 . Ïîýòîìó, â ñèëó óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, ñëó-

÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïîëîæåííàÿ âî âòîðîé ñêîáêå òàêæå ñõî-
äèòñÿ ïðè n → ∞ ê íóëþ ï.í. äëÿ òàêèõ r.
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Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1) EX4k < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî k ∈ N;
2) E(X − a)2r−1 = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ r ≤ k.

Òîãäà

lim
n→∞

1√
n

n∑
i=1

((Xi−X)2k+1−(Xi−a)2k+1+(2k+1)(Xi−a)E(X−a)2k) = 0 ï.í.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)2k+1 − (Xi − a)2k+1 + (2k + 1)(Xi − a)E(X − a)2k)

=
1√
n

n∑
i=1


Xi − a− 1

n

n∑
j=1

(Xj − a)

2k+1

−(Xi − a)2k+1 + (2k + 1)(Xi − a)E(X − a)2k
)

= (2k + 1)
1√
n

n∑
i=1

(Xi − a)2k

−1

n

n∑
j=1

(Xj − a)



+
1√
n

n∑
i=1

2k−1∑
r=0

Cr
2k+1(Xi − a)r

−1

n

n∑
j=1

(Xj − a)

2k−r+1

+
1√
n

n∑
i=1

(2k + 1)(Xi − a)E(X − a)2k

=

 −1

n1− 1
4k+2

n∑
j=1

(Xj − a)

2k+1

+

2k−1∑
r=1

Cr
2k+1

(
1

√
nn

2k−r+1
3

n∑
i=1

(Xi − a)r

)−1

n
2
3

n∑
j=1

(Xj − a)

2k−r+1

−(2k + 1)

 1√
n

n∑
j=1

(Xj − a)

( 1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2k

)

+
1√
n

n∑
j=1

(2k + 1)(Xj − a)E(X − a)2k.
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Ïåðâûõ äâà ñëàãàåìûõ ñõîäÿòñÿ ïðè n → ∞ ê íóëþ ï.í. ïî ïðè÷èíàì
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûì òåì, êîòîðûå ïðèâåäåíû â êîíöå äîêàçàòåëü-
ñòâà ëåììû 1. Çàïèøåì òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå â ñëåäóþùåì âèäå

(2k + 1)

 1√
n

n∑
j=1

(Xj − a)

( 1

n

n∑
i=1

(E(X − a)2k − (Xi − a)2k)

)

= (2k + 1)

 1

n
3
4

n∑
j=1

(Xj − a)

( 1

n
3
4

n∑
i=1

(E(X − a)2k − (Xi − a)2k)

)
.

Èç óñëîâèé 1), 2) ñëåäóåò, ÷òî

E(Xj − a)2 < ∞, E(Xj − a) = 0, E(E(X − a)2k − (Xi − a)2k)2 < ∞.

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà è ðàññóæäåíèÿ, àíà-
ëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ôîðìóëàõ (4),(5), ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî âñå
íàõîäÿùèåñÿ â ñêîáêàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ïðè n → ∞ ê íóëþ
ï.í.

Ëåììà 3. Ïóñòü EX4 < ∞, òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N

lim
n→∞

√
n

(
σ̂2k − σ2k−2k

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 + (k − 1)σ2k

)
= 0 ï.í.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì

Yn :=
√
nσ̂2k −

√
n

(
1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)k

.

Áóäåì èìåòü

Yn =
√
n

(
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

)k

−
√
n

(
1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)k

=

(
1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)2 − (Xi − a)2)

)

×
k−1∑
r=0

(
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

)k−1−r(
1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)r

=: g1,n

k−1∑
r=0

fk,r,n.

Èç ëåììû 1 è óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g1,n è fk,r,n, 0 ≤ r ≤ k−1 ñõîäÿòñÿ ï.í. ê 0 è σ2(k−1),
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó

lim
n→∞

Yn = 0 ï.í., (6)
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è íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

√
n

( 1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)k

− σ2k−2k

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 + (k − 1)σ2k

 = 0 ï.í.

(7)
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

√
n

( 1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)k

− σ2k−2k

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 + (k − 1)σ2k


=

√
n

( 1

n

n∑
i=1

((Xi − a)2 − σ2) + σ2

)k

− σ2k−2k

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 + (k − 1)σ2k


=

√
n

k−2∑
r=0

Cr
k

(
1

n

n∑
i=1

((Xi − a)2 − σ2)

)k−r

· σ2r

+
√
nk

(
1

n

n∑
i=1

((Xi − a)2 − σ2)

)
σ2(k−1)

+
√
nσ2k −

√
n
σ2k−2k

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 +
√
n(k − 1)σ2k

=

k−2∑
r=0

Cr
k

(
1

n1− 1
2(k−r)

n∑
i=1

((Xi − a)2 − σ2)

)k−r

· σ2r.

Èç óñëîâèÿ EX4 < ∞ ñëåäóåò, ÷òî

E((Xi − a)2 − σ2)2 < ∞.

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà è ðàññóæäåíèÿ, àíàëî-
ãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ôîðìóëàõ (4),(5), ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ñëó÷àé-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïîëîæåííûå â ñêîáêàõ ñõîäÿòñÿ ïðè n → ∞
ê íóëþ ï.í. äëÿ âñåõ 0 ≤ r ≤ k−2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
(7).

Ëåììà 4. Ïóñòü EX8 < ∞, òîãäà

lim
n→∞

1√
n

n∑
i=1

(
(2− σ̂2)(Xi −X)4

−(2− σ2)(Xi − a)4 + ((Xi − a)2 − σ2)E(X − a)4
)
= 0 ï.í.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

1√
n

n∑
i=1

(2− σ̂2)(Xi−X)4 =
1√
n

n∑
i=1

2− 1

n

n∑
j=1

((Xj −X)2 − σ2)− σ2

 (Xi−X)4

1√
n

n∑
i=1

(2− σ̂2)(Xi −X)4
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=
1√
n

n∑
i=1

2− 1

n

n∑
j=1

((Xj −X)2 ± (Xj − a)2 ± σ2)

 (Xi −X)4

=
1√
n

n∑
i=1

(2− σ2)(Xi −X)4 − 1√
n

n∑
j=1

((Xj −X)2 − (Xj − a)2)
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)4

− 1√
n

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)4 =
1√
n

n∑
i=1

(2− σ2)(Xi −X)4

− 1√
n

n∑
j=1

((Xj −X)2 − (Xj − a)2)
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)4

− 1

n

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)
1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)4 − (Xi − a)4)

− 1

n
3
4

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)
1

n
3
4

n∑
i=1

((Xi − a)4 −E(X − a)4)

− 1√
n

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)E(X − a)4. (8)

Èç óñëîâèÿ EX8 < ∞ è ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

2− σ2

√
n

n∑
i=1

((Xi −X)4 − (Xi − a)4) = 0 ï.í., (9)

èñïîëüçóÿ ëåììó 1 è óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

1√
n

n∑
j=1

((Xj −X)2 − (Xj − a)2)
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)4 = 0 ï.í., (10)

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)
1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)4 − (Xi − a)4) = 0 ï.í., (11)

ïðèìåíÿÿ óñëîâèå EX8 < ∞ è çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

1

n
3
4

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)
1

n
3
4

n∑
i=1

((Xi − a)4 −E(X − a)4) = 0 ï.í. (12)

Óòâåðæäåíèå ëåììû 4 ñëåäóåò èç (8)�(12).

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ðåöåíçåíòà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ðåêîìåíäà-
öèè, êîòîðûå ïîìîãëè óëó÷øèòü íàñòîÿùóþ ðàáîòó.
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